
2.2. Di�eren
i lsz m¡t s 93* 2.1.71. Metrikus terek. Megvizsg lva az anal¡zis alapfogalmainak (k�rnyezet,ny¡lt, z rt �s kompakt halmazok, hat r�rt�k, Cau
hy-sorozat, stb.) de�n¡
i¢it �s a t�telekbizony¡t sait, minden�tt l that¢, hogy | k�zvetve vagy k�zvetlen�l | a K
k pontjaik�z�tti t vols g bizonyos egyszer� tulajdons gait haszn ltuk fel. Ezt �gyelembe v�ve, azeg�sz t rgyal st j¢val  ltal nosabban v�gezhetj�k, ha bevezetj�k a k�vetkez� fogalmat:Az X halmaztmetrikus t�rnek nevezz�k, ha b rmely k�t x, y elem�hez hozz  van rendelveegy nemnegat¡v val¢s sz m, az x �s y t vols ga £gy, hogy minden x, y, z ∈ X eset�n(1) d(x, y) = 0 akkor �s 
sak akkor, ha x = y;(2) d(x, y) = d(y, x) (szimmetria);(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (h romsz�g-egyenl�tlens�g).Ha egy metrikus t�rben minden Cau
hy-sorozat konvergens, akkor teljesnek nevez-z�k. Metrikus terek izomor�zmusai az izometri k, magyarul t vols gtart¢ lek�pez�sek(egybev g¢s gok). Seg¡thet a metrikus terek elk�pzel�s�ben, ha tudjuk, hogy mindenmetrikus t�r egybev g¢ valamely Bana
h-t�r egy r�szhalmaz val.2.2. Di�eren
i lsz m¡t sA di�eren
i l s lineariz l s. N�pk�ltem�nyFigyelemre m�lt¢, hogy a jel�l�s megk�nny¡ti a felfedez�st: a leg
sod latosabban
s�kkenti az �rtelem munk j t. Gottfried Wilhelm Leibniz2.2.1. Line ris oper torok norm ja. Tekints�nk egy-egy (ugyan£gy jel�lt)norm t a K

n illetve K
m tereken. Egy L ∈ L(Kn;Km) line ris lek�pez�sre legyen(1) ‖L‖ = sup

|x|≤1 |Lx|A szupr�mum v�ges, mert L folytonos (mivel koordin t i els�fok£ polinomok) �s ¡gykorl tos az egys�gg�mb�n. Mivel Lx = |x|L
(

x/|x|
), ahonnan |Lx| ≤ ‖L‖|x| minden0 6= x ∈ K

n-re, ‖L‖ a legkisebb olyan sz m, amelyre |Lx| ≤ ‖L‖|x| minden x ∈ K
n-re,azaz ‖L‖ = Lip(L). Nyilv n ‖L‖ ≥ 0 �s ‖L‖ = 0 pontosan akkor, ha L = 0. Az isvil gos, hogy ‖λL‖ = |λ|‖L‖. Ha L1, L2 ∈ L(Kn;Km), |x| ≤ 1, akkor

∣

∣(L1 + L2)x∣

∣ ≤ |L1x|+ |L2x| ≤ ‖L1‖+ ‖L2‖,amib�l a bal oldalon szupr�mumot v�ve, azt kapjuk, hogy
‖L1 + L2‖ ≤ ‖L1‖+ ‖L2‖,



94 2. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek¡gy L(Kn;Km) norm lt t�r. Az (1) �sszef�gg�ssel de�ni lt norm t a K
n �s K

m te-reken adott vektornorm khoz tartoz¢ oper tornorm nak (vagy ha a line ris oper torm trix r¢l van sz¢, m trixnorm nak) nevezz�k. Ha m st nem mondunk, akkor a bels�szorzatb¢l sz rmaz¢ norm khoz tartoz¢ oper tornorm t fogjuk haszn lni. Ha kifejez�sreakarjuk juttatni, hogy mindk�t t�ren a p-norm t (1 ≤ p ≤ ∞) haszn ljuk, akkor a kapottoper tornorm t ‖ ‖p-vel jel�lj�k.Nyilv n L ∈ L(Kn;Kn) eset�n |λ| ≤ ‖L‖ b rmely λ saj t�rt�k �s b rmely oper -tornorma eset�n. A numerikus anal¡zishez fontos tudni, hogy minden L ∈ L(Kn;Kn)-hez�s minden ε > 0-hoz van olyan ‖ ‖ norma K
n-en, amelyre ‖L‖ < ̺(L) + ε.2.2.2. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy ha [L℄ jel�li az L ∈ L(Kn;Km) m trix ta szok sos b zisban, akkor

∥

∥[L℄∥∥
∞

≤ ‖L‖2 ≤ ∥

∥[L℄∥∥2.
→ 2.2.3. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy az oper tornorma szubmultiplikat¡v ,azaz ha A ∈ L(Kn;Km) �s B ∈ L(Kk, Kn), akkor

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

→ 2.2.4. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy ha Ak → A a L(Kn;Km) t�rben, �s
xk → x a K

n t�rben, akkor K
m-ben Akxk → Ax.

→ 2.2.5. Feladat [10℄. Hat rozzuk meg a k�tdimenzi¢s euklid�szi t�r azon line ristranszform 
i¢j nak norm j t, amelynek m trixa
( 1 02 3)

.* 2.2.6. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(Kn;Km) eset�n, ha L m trixa aszok sos b zisban (ℓi,j), akkor ‖L‖1 = maxj

∑m

i=1 |ℓi,j |.* 2.2.7. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(Kn;Km) eset�n, ha L m trixa aszok sos b zisban (ℓi,j), akkor ‖L‖∞ = maxi

∑n

j=1 |ℓi,j |.* 2.2.8. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy L ∈ L(Kn;Km) eset�n ‖L‖2 = ̺(A∗A).2.2.9. De�n¡
i¢. Ha f ∈ R → R, akkor az f f�ggv�nyt az x pontban akkornevezt�k di�eren
i lhat¢nak, ha l�tezik alim
h→0 f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x)hat r�rt�k. Ez  tfogalmazhat¢ £gy, hogy

f(x + h)− f(x) = f ′(x)h + r(h),ahol r olyan f�ggv�ny, amelyre limh→0 r(h)/h = 0. Ez azt jelenti, hogy az f(x+h)−f(x)k�l�nbs�g el� ll¡that¢ egy h-ban line ris �f�tag" �s egy ki
siny �marad�ktag" �sszegek�nt.A deriv lt fogalm nak ezt az alakj t  ltal nos¡thatjuk t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyekre.


