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* 2.1.71. Metrikus terek. Megvizsgalva az analizis alapfogalmainak (kornyezet,
nyilt, zart és kompakt halmazok, hatarérték, Cauchy-sorozat, stb.) definicidit és a tételek
bizonyitdsait, mindeniitt 1athatd, hogy kozvetve vagy kozvetleniil a K* pontjai
kozotti tavolsag bizonyos egyszerii tulajdonsagait hasznaltuk fel. Ezt figyelembe véve, az
egész targyalast jéval dltaldnosabban végezhetjiik, ha bevezetjiik a kovetkezd fogalmat:
Az X halmazt metrikus térnek nevezziik, ha barmely két x, y eleméhez hozza van rendelve
egy nemnegativ valds szam, az x és y tavolsaga gy, hogy minden x,y, z € X esetén
(1)  d(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha x = y;

(2) d(z,y) = d(y,z) (szimmetria);
(3) d(z,y) <d(z,z) + d(z,y) (hdromszig-egyenltlenség).

Ha egy metrikus térben minden Cauchy-sorozat konvergens, akkor teljesnek nevez-
ziikk. Metrikus terek izomorfizmusai az izometridk, magyarul tavolsagtarté leképezések
(egybevdagidsagok). Segithet a metrikus terek elképzelésében, ha tudjuk, hogy minden
metrikus tér egybeviagd valamely Banach-tér egy részhalmazaval.
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A differencidlds linearizalds.

Népkoltemény

Figyelemre mélté, hogy a jelolés megkénnyiti a felfedezést: a legcsodalatosabban
csokkenti az értelem munkajat.

Gottfried Wilhelm Leibniz

2.2.1. Linedris operatorok normdja. Tekintsiink egy-egy (ugyanigy jelolt)
norméat a K™ illetve K™ tereken. Egy L € £L(K™; K™) linearis leképezésre legyen

(1) IL]| = sup |Lz|
z]<1
A szuprémum véges, mert L folytonos (mivel koordindtai elséfoki polinomok) és igy
korldtos az egységgombon. Mivel Lz = |z|L(z/|z|), ahonnan |Lz| < ||L|||z| minden
0 # x € K"re, ||L|| a legkisebb olyan szdm, amelyre |Lz| < ||L|||z| minden x € K"-re,
azaz ||L|| = Lip(L). Nyilvan |[L|| > 0 és ||L|| = 0 pontosan akkor, ha L = 0. Az is
vildgos, hogy ||AL|| = |A||L|. Ha L1, Ly € L(K™; K™), |2| < 1, akkor
(L1 + La)x| < |[Lyzx| + |Loz| < ||Li]| + || Lo,

amibdl a bal oldalon szuprémumot véve, azt kapjuk, hogy

(L1 + La|| < || Laf| + [| L2,



94 2. Tobbvaltozés fiiggvények

igy L(K™;K™) normélt tér. Az (1) Osszefiiggéssel definidlt normédt a K™ és K™ te-
reken adott vektornormdakhoz tartozd operdtornormanak (vagy ha a linedris operdtor
matrixardl van sz6, mdtrixnorménak) nevezziik. Ha mést nem mondunk, akkor a bels6
szorzatbdl szarmazé normakhoz tartozé operatornormaét fogjuk hasznalni. Ha kifejezésre
akarjuk juttatni, hogy mindkét téren a p-normét (1 < p < oo) hasznéljuk, akkor a kapott
operatornormat || ||,-vel jelsljiik.

Nyilvan L € L(K™;K") esetén |A| < ||L|| barmely A sajatérték és barmely operd-
tornorma esetén. A numerikus analizishez fontos tudni, hogy minden L € £(K"; K™)-hez
és minden ¢ > 0-hoz van olyan || || norma K™-en, amelyre ||L|| < o(L) + €.

2.2.2. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy ha [L] jelsli az L € L(K™; K™) matrixat
a szokasos bazisban, akkor
L] < L2 < [|IZ]]],-

— 2.2.3. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az operadtornorma szubmultiplikativ,
azaz ha A € L(K™;K™) és B € L(KF,K"), akkor
IAB| < [[A[ll|B]].
— 2.2.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha Ay, — A a L(K™;K™) térben, és
zr — v a K" térben, akkor K™-ben Apx, — Ax.

— 2.2.5. Feladat [10]. Hatdrozzuk meg a kétdimenziés euklidészi tér azon linedris

1 0
2 3/
* 2.2.6. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € L(K"; K™) esetén, ha L matrixa a

szokdsos bazisban (¢; ;), akkor || L]y = max; >_.", |€; ;]

* 2.2.7. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € L(K"; K™) esetén, ha L métrixa a
szokdsos bazisban (¢; ), akkor || L|loc = max; 37, [ 5]

* 2.2.8. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € L(K™; K™) esetén | L||2 = o(A*A).

2.2.9. Definicié. Ha f € R — R, akkor az f fliggvényt az x pontban akkor
neveztiik differencidlhatonak, ha létezik a

o F@+ 1)~ (@)

h—0 h

= f'(z)
hatarérték. Ez atfogalmazhato6 ugy, hogy

fl@+h) = f(x) = f'(x)h+r(h),

ahol r olyan fiiggvény, amelyre limy,_,o r(h)/h = 0. Ez azt jelenti, hogy az f(z+h)— f(x)
kiilonbség elgallithatd egy h-ban linedris ,, fotag” és egy kicsiny ,,maradéktag” osszegeként.
A derivilt fogalmédnak ezt az alakjat altaldnosithatjuk tobbvaltozds fiiggvényekre.



