2.2. Differencidlszamitas 99

hogy
|f(@+h)— f(x)| < sup |Opf(x+th)] < |h| sup ||f'(z+th)||
0<t<1 0<t<1
illetve

|f(x+h) — f(x) —8hf(x)| < Sl:gl|ahf($+th) —ahf(x)|

0<
< |h| sup [|f'(z +th) — f'(z)]
0<t<1

Bizonyitds. A g(t) = f(x + th) — tc jeloléssel definicid szerint
g'(t) = Onf(z +th) —c,
igy a jobb oldali szuprémum k = supg.,«; |g’(t)|, és azt kell megmutatnunk, hogy
l9(1) —g(0)| <k, ha k< oo.
Legyen e > 0és K > k. Ha 7 az
Sz{OﬁtSlﬂﬂﬂ—gmﬂ§5+K*

halmaz szuprémuma, akkor g-nek a 0-beli folytonossdga miatt 7 > 0 és S zartsdgabdl
7 € 5. Ha 7 < 1 lenne, akkor
t) —

i 90 9(7)::9%7)

t—T t—T1
miatt a 7 egy elég kis kirnyezetéh6l vett barmely ¢ > 7-ra |g(t) — g(7)| < K(t — 7), ami
ellentmond 7 definici¢janak. Igy 7 = 1, tehét ‘g(l) — g(O)‘ <e+ K. Végille |0, K | k
hatdaratmenettel kapjuk az allitast. 0O

* 2.2.18. Kovetkezmény. Ha f’ Iétezik és korldtos, | f'|| < B egy K konvex
halmazon, akkor f Lipschitz-fiiggvény K-n és Lip(f) < B.

Bizonyitds. Ha ||f'|| < B a K-n, akkor z,y € K esetén
U@)—ﬂ@lSw—x%ggﬂf@+t@—xDH§Bw—xL M

2.2.19. Ko6vetkezmény. Ha egy tartomanyon F| és F, az [ primitiv fiiggvényei,
akkor Iy — Fy allando.

* Bizonyitds. ' = F} — Fy derivéltja nulla, igy a kozépérték-egyenlbtlenség szerint
lokalisan allandé. Legyen egy adott pontban felvett érték c. fgy azon pontok halmaza,
ahol F értéke c, nyilt és nem iires. Hasonléan, azon pontok halmaza, ahol az F értéke
nem ¢, szintén nyilt, igy ez utébbi iires kell legyen. [



