
2.2. Di�eren
i lsz m¡t s 99hogy
∣

∣f(x + h)− f(x)∣∣ ≤ sup0<t<1∣∣∂hf(x + th)∣∣ ≤ |h| sup0<t<1∥∥f ′(x + th)∥∥illetve
∣

∣f(x + h)− f(x)− ∂hf(x)∣∣ ≤ sup0<t<1∣∣∂hf(x + th)− ∂hf(x)∣∣
≤ |h| sup0<t<1∥∥f ′(x + th)− f ′(x)∥∥Bizony¡t s. A g(t) = f(x + th)− tc jel�l�ssel de�n¡
i¢ szerint

g′(t) = ∂hf(x + th)− c,¡gy a jobb oldali szupr�mum k = sup0<t<1∣∣g′(t)∣∣, �s azt kell megmutatnunk, hogy
∣

∣g(1)− g(0)∣∣ ≤ k, ha k < ∞.Legyen ε > 0 �s K > k. Ha τ az
S = {0 ≤ t ≤ 1 : ∣

∣g(t)− g(0)∣∣ ≤ ε + Kt
}halmaz szupr�muma, akkor g-nek a 0-beli folytonoss ga miatt τ > 0 �s S z rts g b¢l

τ ∈ S. Ha τ < 1 lenne, akkor lim
t→τ

g(t)− g(τ)
t − τ

= g′(τ)miatt a τ egy el�g kis k�rnyezet�b�l vett b rmely t > τ -ra ∣

∣g(t)− g(τ)∣∣ < K(t− τ), amiellentmond τ de�n¡
i¢j nak. �gy τ = 1, teh t ∣

∣g(1)− g(0)∣∣ ≤ ε + K. V�g�l ε ↓ 0, K ↓ khat r tmenettel kapjuk az  ll¡t st. �* 2.2.18. K�vetkezm�ny. Ha f ′ l�tezik �s korl tos, ‖f ′‖ ≤ B egy K konvexhalmazon, akkor f Lips
hitz-f�ggv�ny K-n �s Lip(f) ≤ B.Bizony¡t s. Ha ‖f ′‖ ≤ B a K-n, akkor x, y ∈ K eset�n
∣

∣f(y)− f(x)∣∣ ≤ |y − x| sup0<t<1∥∥∥f ′
(

x + t(y − x))∥∥
∥
≤ B|y − x|. �2.2.19. K�vetkezm�ny. Ha egy tartom nyon F1 �s F2 az f primit¡v f�ggv�nyei,akkor F1 − F2  lland¢.* Bizony¡t s. F = F1 − F2 deriv ltja nulla, ¡gy a k�z�p�rt�k-egyenl�tlens�g szerintlok lisan  lland¢. Legyen egy adott pontban felvett �rt�k c. �gy azon pontok halmaza,ahol F �rt�ke c, ny¡lt �s nem �res. Hasonl¢an, azon pontok halmaza, ahol az F �rt�kenem c, szint�n ny¡lt, ¡gy ez ut¢bbi �res kell legyen. �


