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i lsz m¡t s 111r�szletesen ki¡rva
r1 = g1(t)
r2 = g2(t)
r3 = g3(t)alak£. Ha t ∈ D, �s ¡gy az �rint�vektor nem nulla, akkor lok lisan t kik�sz�b�lhet�, �s

r1, r2, r3 k�z�l az egyikkel kifejezhet� a m sik kett�, azaz expli
it el� ll¡t sra t�rhet�nk t. Megint az impli
it f�ggv�ny t�tel szerint egy F1(r1, r2, r3) = 0, F2(r1, r2, r3) = 0 alak£egyenletrendszer, ahol r1, r2, r3 ∈ R �s F1, F2 val¢s �rt�k�, folytonosan di�eren
i lhat¢f�ggv�nyek, valamint a

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m trix rangja 2, lok lisan egy sima egydimenzi¢s fel�letet, azaz sima g�rb�t ad meg,mert lok lisan  tt�rhet�nk expli
it el� ll¡t sra.* 2.2.46. Fel�leti norm lis, �rint�s¡k, fel�leti g�rb�k. Ha r : D → R
3 egyk�tdimenzi¢s sima fel�let, u ∈ D, akkor a ∂1r(u) × ∂2r(u) vektort fel�leti norm lisnak,az

n(u) = ∂1r(u)× ∂2r(u)
∣

∣∂1r(u)× ∂2r(u)∣∣vektort pedig fel�leti norm lis egys�gvektornak fogjuk nevezni. Legt�bbsz�r nem ¡rjukki a v ltoz¢t¢l val¢ f�gg�st. Vil gos, hogy ∂1r, ∂2r �s n egy (pozit¡v ir ny¡t s£) b zistalkotnak. Az r(u) ponton  tmen�, 〈

p− r(u), n(u)〉 = 0, p ∈ R
3 egyenlet� s¡kot r(u)-beli(vagy r(u)-n  tmen�) �rint�s¡knak nevezz�k. Ez az r(u) pont k�r�l els�rendben k�zel¡tia fel�letdarabot.Egy r◦u alakban el� ll¡that¢ g�rb�t, ahol u : [a, b℄ → D egy g�rbe, fel�leti g�rb�nekfogunk nevezni. Ha u = (u1, u2) folytonosan di�eren
i lhat¢, akkor a fel�leti g�rbe is, �s�rint�vektora (r ◦ u)′ = u′1∂1r + u′2∂2r,azaz egy, az r

(

u(t)) pontb¢l kiindul¢, az �rint�s¡kban halad¢ vektor. Fel�leti g�rb�kp�ld ul az £gynevezett param�tervonalak, amelyeknek egyenlete u1(t) = t, u2 konstans,illetve u1 konstans, u2(t) = t.* 2.2.47. Approxim 
i¢. Az approxim 
i¢ feladata a k�vetkez�. Legyen adott egy
H halmazon �rtelmezett val¢s f f�ggv�ny. Ismerj�k f(x) �rt�keit a H halmazon, vagyannak adott x1, x2, . . . , xn pontjaiban. Keresend� egy m param�teres g(x, a1, . . . , am)f�ggv�nyseregb�l az a f�ggv�ny, amely f -et a �legjobban k�zel¡ti". Ǒltal ban olyan f�gg-v�nyek k�z�l v lasztjuk a k�zel¡t� f�ggv�nyt, amelyek �rt�kei k�nnyen sz m¡that¢k. Mi-vel sz m¡t¢g�pen k�zvetlen�l 
sak a n�gy alapm�velet v�gezhet� el, el�nyben r�szes¡tj�ka polinom �s ra
ion lis t�rtf�ggv�ny k�zel¡t�seket. Lehets�ges az is, hogy �rdemes H-tkisebb r�szekre osztani, �s a r�szeken k�l�n-k�l�n keresni a k�zel¡t�seket. Egy adott hal-mazon val¢ k�zel¡t�st helyettes¡t�ssel egy m sik halmazon val¢ k�zel¡t�sre vezethet�nk



112 2. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyekvissza, p�ld ul b rmilyen korl tos z rt intervallumon val¢ k�zel¡t�s line ris helyettes¡-t�ssel visszavezethet� a [0, 1℄ vagy a [−1, 1℄ intervallumon val¢ k�zel¡t�sre. A line rishelyettes¡t�s el�nye, hogy a polinomok polinomba, ra
ion lis t�rtf�ggv�nyek ra
ion list�rtf�ggv�nybe mennek  t, �s a foksz mok sem v ltoznak.Att¢l f�gg�en, hogy f �s a k�zel¡t� f�ggv�ny elt�r�s�t hogyan m�rj�k, k�l�nb�z�eseteket kapunk. Ha azt k�vetelj�k meg, hogy a k�zel¡t� f�ggv�ny az x1, x2, . . . , xnpontokban megegyezzen f -el, kapjuk az interpol 
i¢ eset�t. Ha azt k�vetelj�k meg, hogyaz x1, x2, . . . , xn pontokban m�rt elt�r�sek n�gyzet�sszege minim lis legyen, akkor alegkisebb n�gyzetes k�zel¡t�st kapjuk. V�g�l, ha az eg�sz H-n vett elt�r�s szupr�mum tminimaliz ljuk, akkor az egyenletesen legjobb k�zel¡t�st kapjuk.Ha az f f�ggv�ny �rt�keit 
sak az x1, x2, . . . , xn pontokban ismerj�k, akkor azinterpol 
i¢ a legk�zenfekv�bb lehet�s�g. A leg ltal nosabb esetben az
f(xj) = g(xj , a1, . . . , am), j = 1, 2, . . . , negyenletrendszert kapjuk. Ezt az a1, . . . , am param�terekre megoldva kapunk egy inter-pol l¢ f�ggv�nyt. P�ld ul, ha g1, . . . , gm adott �s

g(x, a1, . . . , am) = a1g1(x) + a2g2(x) + · · ·+ amgm(x),akkor line ris egyenletrendszert kapunk. A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a, b℄intervallumon �rtelmezett val¢s f�ggv�ny, x1, x2, . . . , xn az [a, b℄ pontjai, interpol l¢ f�gg-v�nyk�nt pedig n-n�l ala
sonyabb fok£ polinomot keres�nk: ez a Lagrange-interpol 
i¢.Mivel egy nem nulla legfeljebb n-ed fok£ polinomnak legfeljebb n gy�ke van, ha c0, . . . , cnk�l�nb�z�, d0, . . . , dn pedig tetsz�leges elemei K-nak, akkor legfeljebb egy olyan legfel-jebb n-ed fok£ f polinom l�tezik, amelyre f(cj) = dj , ha j = 0, 1, . . . , n, mert egy�bk�ntk�t ilyen polinom k�l�nbs�g�nek n + 1 gy�ke lenne. Mindig l�tezik is ilyen polinom, �saz al bbi elj r ssal megkaphat¢: legyen
lj(x) = ∏

i6=j(x − ci)
∏

i6=j(cj − ci)a j-edik Lagrange interpol 
i¢s alappolinom (erre lj(xj) = 1 �s lj(xi) = 0, ha i 6= j), �slegyen f = ∑n
j=0 dj lj .Sokszor a k�zel¡tend� f�ggv�ny m�rt �rt�kei el�g nagy hib t tartalmaznak. Ilyenkornem 
�lszer� azt k¡v nni, hogy a k�zel¡t� f�ggv�ny az x1, x2, . . . , xn pontokban megegyez-zen a m�rt �rt�kekkel, mert akkor a hib t is tartalmazza. El�g azt megk�vetelni, hogya m�rt �rt�kek k�zel�ben legyen. A legkisebb n�gyzetek m¢dszere �rtelm�ben teh t az

a1, . . . , am param�tereket £gy kell megv lasztani, hogy ha f(x1), f(x2), . . . , f(xn) a m�rt�rt�kek, akkor a �(a1, . . . , am) = n
∑

i=1 wi

(

f(xi)− g(xi, a1, . . . , am))2elt�r�s minim lis legyen. Itt a wi-k pozit¡v s£lyok, amelyeket az f(xi) �rt�kek sz¢r s-n�gyzete re
iprok nak 
�lszer� v lasztani, mert min�l pontatlanabb a m�rt �rt�k, ann lkisebb s£llyal k¡v njuk �gyelembe venni. Ezt a minimumot a ∇�(a1, . . . , am) = 0 egyen-letrendszer megold s val kereshetj�k.



2.2. Di�eren
i lsz m¡t s 113* 2.2.48. A Newton-m¢dszer. Ha f ∈ R
k → R

k �s az f(x) = 0 egyenletet k¡v n-juk megoldani, term�szetes m¢don ad¢dik a Newton-m¢dszer: az egyenletet egy adott
xn �rt�k birtok ban az f f�ggv�nyt line ris r�sz�vel k�zel¡tj�k. Ekkor az

f(xn) + f ′(xn)(x − xn) ≈ 0egyenletet kapjuk, amib�l a k�vetkez� k�zel¡t�sre az
f ′(xn)(xn+1 − xn) = f ′(xn)�xn = −f(xn)egyenlet ad¢dik, ¡gy xn+1 meghat roz s hoz egy line ris egyenletet kell megoldani, p�l-d ul Gauss-elimin 
i¢val. Az iter 
i¢  ltal ban 
sak a gy�k k�zvetlen k�zel�b�l ind¡tvakonvergens.Gyakran haszn latos a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is, enn�l a deriv lt kisz m¡t -s ra �s invert l s ra 
sak egyszer van sz�ks�g, de a konvergen
ia lelassul:�xn = −

(

f ′(x0))−1
f(xn).N�h ny l�p�s ut n £jra sz molva a deriv ltat, a konvergen
ia gyors¡that¢.* 2.2.49. Kv zi Newton-m¢dszer.A Newton-m¢dszern�l az f ′(xn)�xn = −f(xn)egyenletet kell megoldanunk minden l�p�sben. A kv zi Newton-m¢dszern�l xn+1 �r-t�k�t az An�xn = −αnf(xn) egyenlet megold s val nyerj�k, ahol An az f ′(xn) egyk�zel¡t�se, az αn pedig egy relax 
i¢s param�ter. A k�zel¡t�st nyerhetj�k p�ld ul dif-feren
i kkal k�zel¡tve a par
i lis deriv ltakat. Ha minden ir nyban a di�eren
ia l�p�s-k�ze konstansszor |xn − x| alatt marad, ahol x a gy�k, akkor a konvergen
ia elm�le-tileg kvadratikus, de a kerek¡t�si hib k vesz�lyesek lehetnek. A Broyden-m¢dszern�l

αn = 1 minden n-re, A0 = f ′(x0), �s An+1-et £gy pr¢b ljuk meghat rozni, hogy
An+1�xn = f(xn+1)− f(xn) = �f(xn) teljes�lj�n. Mivel ez az egyenlet alulhat rozott,£gy v lasztunk, hogy An+1 − An = �An m trix nak norm ja (a szok sos b zisban)minim lis legyen. Ez akkor teljes�l, ha �An m trixa a szok sos b zisban

[�f(xn)− An�xn

][�xn

]′

|�xn|2 .A konvergen
ia line risn l jobb, b r nem biztos, hogy An → f ′(x). Lehet�s�g vanmindj rt A−1
n+1 sz m¡t s ra: a szok sos b zisban A−1

n+1 − A−1
n = �A−1

n m trixa
[�xn − A−1

n �f(xn)][�xn

]′[A−1
n ℄

〈�xn, A−1
n �f(xn)〉 .* 2.2.50. Feladat [10℄. Alkalmazzuk a Newton-m¢dszert �s v ltozatait az ex21+x22 −1 = 0, ex21−x22 − 1 = 0 egyenletrendszer megold s ra x1, x2 = 0,1, 10, 20 kezd��rt�kekkel.



114 2. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek* 2.2.51. Feladat [10℄. Alkalmazzuk a Newton-m¢dszert �s v ltozatait az x1+x2−3 = 0, x21 + x22 − 9 = 0 egyenletrendszer megold s ra x1 = 2, x2 = 4 kezd��rt�kekkel.Hova konverg l a Broyden-m¢dszern�l Qn?* 2.2.52. Kap
solat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy val¢s �rt�k�� ∈ R
k → R f�ggv�ny minimum nak megkeres�s�t visszavezethetj�k a �′(x) = 0 egyen-let megold s ra. Megford¡tva, egy f(x) = 0, f ∈ R

k → R
k oper toregyenlet megold saitmeghat rozhatjuk £gy is, hogy megkeress�k a �(x) = ‖f(x)‖22 f�ggv�ny minimumait. A

‖ ‖22 v laszt s az�rt el�ny�s p�ld ul ‖ ‖2 helyett, mert a ‖ ‖22 f�ggv�ny di�eren
i lhat¢.N�ha el�ny�sebb egy m sik norm t haszn lni, p�ld ul a �(x) = ∑k
i=1 wi

(

fi(x))2 f�gg-v�ny minimumait keresni, ahol az fi f�ggv�nyek az f f�ggv�ny koordin t i. A pozit¡v
wi s£lyok tetsz�s szerint v laszthat¢k, de alkalmas megv laszt suk a minimumfeladatmegold s t megk�nny¡theti.* 2.2.53. Nelder{Mead-m¢dszer minimumfeladatokra. Ez egy val¢s �rt�k�� ∈ R

k → R f�ggv�ny minimum nak megkeres�s�re alkalmas heurisztikus m¢dszer.Minden l�p�sben az x0, x1, . . . , xk ∈ R
k pontokat m¢dos¡tja, amelyek nin
senek egyhipers¡kban, ¡gy egy £gynevezett szimplexet (k�tdimenzi¢ban h romsz�get, h rom di-menzi¢ban tetra�dert, stb.) adnak meg, �s amelyeket £gy indexel�nk, hogy �(x0) ≤�(x1) ≤ . . . ≤ �(k) teljes�lj�n. Ha adott ε > 0 t�r�sre1

n

k
∑

j=0(�(xj)− �)2
< ε2,(ahol � a �(xj) �rt�kek sz mtani k�zepe), akkor meg llunk, az eredm�ny az xj-k sz mtanik�zepe. Egy�bk�nt xk-t t�kr�zz�k a t�bbi pont xk sz mtani k�zep�re, pontosabbanlegyen y = xk +α(xk − xk); az α t�kr�z�si param�ter rendszerint 1. Ha �(x0) ≤ �(y) ≤�(xk−1), akkor xk-t ki
ser�lj�k y-nal. Ha m�g �(y) < �(x0) is teljes�l, akkor kisz m¡tjuk�(z) �rt�k�t, ahol z = xk +β(xk −xk); β a kiterjeszt�si param�ter, rendszerint 2. Az xkpontot �(z) < �(y) eset�n z-re, egy�bk�nt y-ra 
ser�lj�k.Ha �(y) > �(xk−1), akkor a szimplexet �sszeh£zzuk: legyen w = xk + γ(xk −

xk), ahol a γ �sszeh£z si param�ter rendszerint 1/2. Ha �(w) < �(xk), az xk pontotki
ser�lj�k w-vel; egy�bk�nt az x0 kiv�tel�vel az �sszes xj pontot az x0 + δ(xj − x0)ponttal helyettes¡tj�k, ahol a δ reduk
i¢s param�ter rendszerint 1/2.* 2.2.54. Az ir nymenti 
s�kkent�s m¢dszere. L�nyege, hogy a � ∈ R
k → Rf�ggv�ny minimumhely�t £gy keress�k, hogy minden xn k�zel¡t�shez meghat rozunk egy

en ir nyt, amerre a f�ggv�ny �rt�ke tov bb 
s�kken, �s a k�zel¡t�st ebbe az ir nybamozd¡tjuk el: �xn = αnen. Ha egy b zis vektorait (± el�jellel) v lasztjuk en-nek £gy,hogy az utols¢ b zisvektor ut n £jrakezdj�k az els�vel, akkor a 
iklikus koordin t nk�nti
s�kkent�s m¢dszer�t kapjuk. Ha a deriv lhat¢ � egy ny¡lt r�szhalmazon van �rtelmezve,�s minden l�p�sben en = −∇�(xn), a legmeredekebb 
s�kken�s ir nya, akkor a gradiensm¢dszert kapjuk. Ha en = −∇�(xn) + βn−1en−1 alkalmas βn−1 konstanssal, akkor a



2.2. Di�eren
i lsz m¡t s 115konjug lt gradiens m¢dszert kapjuk: az egyik v ltozatn l β−1 = β0 = 0, e−1 = 0 �s
βn = ∣

∣∇�(xn)∣∣2
∣

∣∇�(xn−1)∣∣2 , ha n > 0,m¡g a m sik v ltozatn l β−1 = β0 = 0, e−1 = 0 �s
βn = 〈

∇�(xn),∇�(xn)−∇�(xn−1)〉
∣

∣∇�(xn−1)∣∣2 , ha n > 0.Az en kijel�l�se ut n az elmozdul s m�rt�k�nek meghat roz s hoz az egyv lto-z¢s g(t) = �(xn + ten) f�ggv�nyt kell minimaliz lnunk. (Ha siker�l, a kapott pontbana gradiens mer�leges lesz en-re. Ez az �szrev�tel adja a konjug lt gradiens m¢dsze-rek alapj t: a −∇�(xn) ir nyba minimaliz lva, ut na tudn nk m�g tov bb 
s�kken-teni az en−1 ir nyba; a konjug lt gradiens m¢dszern�l ezt pr¢b ljuk �megel�legezni".)A t 7→ g(t) f�ggv�nyt 
sak k�zel¡t�leg fogjuk minimaliz lni. Ez t�rt�nhet a k�vetke-z�k�ppen. A t0 = 0, t1 �s t2 pontokban meghat rozzuk a g f�ggv�ny �rt�k�t, majdLagrange-interpol 
i¢val meghat rozzuk azt a p(t) m sodfok£ polinomot, amely ezekbena pontokban megegyezik g(t)-vel. A t1 �rt�k�nek j¢ megv laszt s hoz az el�z� l�p�sekadhatnak £tmutat st, £gy v lasztjuk, hogy g(t1) < g(t0) teljes�lj�n; t2 v laszt sa f�gg-het g(t1)-t�l is. A gradiens �s a konjug lt gradiens m¢dszerekn�l a m sodfok£ polinomotink bb £gy v lasztjuk, hogy a t0 = 0 helyen �rt�ke �(xn), deriv ltja ∂en
�(xn) legyen, ¡gy

t2-re nin
s sz�ks�g. A t∗ k�zel¡t�st £gy kapjuk, hogy vessz�k p minimumhely�t. (Arra isgondolnunk kell, hogy a m sodfok£ polinomban a m sodfok£ tag egy�tthat¢ja nempo-zit¡v is lehet.) B r valamelyik pontot elhagyva, helyette a t∗ pontot tekintve, ez a l�p�smegism�telhet�,  ltal ban nem �rdemes g minimumhely�t t£l pontosan meghat rozni,hanem t∗ meghat roz sa ut n αn = t∗ v laszt ssal  tt�rhet�nk az xn+1 = xn + αnenpontra. Az alulrelax l s, azaz az adott l�p�sben optim lis t∗-n l kisebb αn v laszt sa  l-tal ban n�veli a m¢dszer hat�konys g t, mert a 
ikk
akk p lya kisimul. Az alulrelax l stp�ld ul αn olyan v laszt s val biztos¡thatjuk, amelyre az�(xn + αnen)− �(xn)
αndi�eren
iah nyados �s a ∂en

�(xn) ir ny menti deriv lt h nyadosa σ �s 1 − σ k�z� esikvalamely 0 < σ < 1/2 �rt�kre. (Rendszerint 10−5 ≤ σ ≤ 10−1.) Az als¢ korl t kik�-sz�b�li a t£l hossz£, a fels� pedig a t£l r�vid l�p�st. A t£l r�vid l�p�s kik�sz�b�l�s�reazt is megk�vetelhetj�k, hogy a ∂en
�(xn + αnen) �s ∂en

�(xn) ir ny menti deriv ltakh nyados nak abszol£t �rt�ke, vagy legal bb a h nyados kisebb legyen, mint valamely
γ �rt�k, ahol σ < γ < 1. (Rendszerint 0,1 ≤ γ ≤ 0,5.) Az alkalmas αn �rt�ket a t∗̺k,
k ∈ Z �rt�kek k�z�tt keress�k, k = 0-val kezdve, ahol 0 < ̺ < 1.A konvergen
ia  ltal ban el�g lass£, �s semmilyen garan
ia nin
s arra, hogy b r-melyik m¢dszer egy abszol£t minimumhoz konverg l, b r konvergen
iahalmaza  ltal banb�vebb, mint a Newton-m¢dszer�. Ez�rt szok s a k�zel¡t�s kezdet�n az ir nymenti 
s�k-kent�sek m¢dszer�t alkalmazni, majd  tt�rni a gyorsabb Newton-m¢dszerre.



116 2. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek* 2.2.55. P�lda. Az el�z� pont jel�l�seivel, tekints�k azt a tipikus esetet, amikoregy x∗ lok lis minimumhelyen a m sodik deriv ltra, amely szimmetrikus biline ris forma,a vele k�pzett kvadratikus forma pozit¡v de�nit. Ekkor a Taylor-formula szerint�(x) ≈ 12�′′(x∗)(x − x∗, x − x∗) + �(x∗).Vizsg ljuk a k�l�nb�z� m¢dszereket a
ϕ(x) = 12�′′(x∗)(x − x∗, x − x∗) + �(x∗)f�ggv�nyre. Mivel b rmely B szimmetrikus biline ris form ra r�gz¡tett y-ra x 7→ B(x, y)line ris funk
ion l, el� ll 〈x, Ay〉 alakban. Mivel val¢s t�rben B a m sik v ltoz¢j banis line ris, A line ris oper tor. Mivel B szimmetrikus, 〈x, Ay〉 = 〈y, Ax〉 = 〈Ax, y〉 =

〈x, A∗y〉, amib�l A �nadjung lt. Jel�lje A a �′′(x∗)-hoz tartoz¢ �nadjung lt oper tort,amely nyilv n pozit¡v de�nit is. Ezzel
ϕ(x) = 12〈

A(x − x∗), x − x∗
〉+�(x∗) = 12〈Ax, x〉 − 〈Ax∗, x〉+ 12〈Ax∗, x∗〉+�(x∗)= 12〈Ax, x〉 − 〈b, x〉+ c,ahol b = Ax∗ �s c = 12 〈Ax∗, x∗〉+�(x∗). A minimaliz l ssal az Ax = b line ris egyenlet-rendszert oldjuk meg.Bevezetve az r = Ax − b jel�l�st, A(x − x∗) = r, �s b rmely e ir nyra a g(t) =

ϕ(x + te) f�ggv�nyre
g(t)− g(0) = t〈Ax, e〉 − t〈b, e〉 = t〈Ax − b, e〉 = t〈r, e〉.Innen  tosztva, ∂eϕ(x) = 〈Ax − b, e〉 = 〈r, e〉 �s ¡gy ∇ϕ(x) = Ax − b = r. Hasonl¢ankisz molhat¢, hogy g′(t) = 0 akkor teljes�l, ha t = −〈r, e〉/〈Ae, e〉. Legyen x = xn,

e = en, rn = Axn − b v laszt ssal αn ez a t, azaz αn = −〈rn, en〉/〈Aen, en〉. A hibam�r�s�hez tekints�k az £j (x, y) 7→ 〈Ax, y〉 = 〈x, y〉A bels� szorzatot �s a bel�le sz rmaz¢
‖x‖A norm t. Ezzel

‖xn+1 − x∗‖2A = ‖xn − x∗ + αnen‖
2
A = ‖xn − x ∗ ‖2A + 2αn〈xn − x∗, en〉+ α2

n‖en‖
2
A= (1− 〈rn, en〉

2
〈Aen, en〉〈A−1rn, rn〉

)

‖xn − x∗‖2A,mivel rn = Axn − b jel�l�ssel ‖xn − x∗‖2A = 〈A−1rn, rn〉. A gradiens-m¢dszern�l
‖xn+1 − x∗‖2A = ‖xn − x∗ + αnen‖

2
A= (1− ‖rn‖
4

〈Arn, rn〉〈A−1rn, rn〉

)

‖xn − x∗‖2A,



2.2. Di�eren
i lsz m¡t s 117azaz line ris konvergen
i t v rhatunk.Megmutatjuk, hogy a konjug lt gradiens m¢dszer k�t v ltozata ebben a p�ld banegybeesik. Az jellemzi �ket, hogy 〈en, en−1〉A = 〈−rn−1 + βn−1en−1, en−1〉A = 0. Ehhezaz kell, hogy βn−1 = 〈Arn, en−1〉/〈Aen−1, en−1〉 teljes�lj�n. Induk
i¢val megmutatjuk,hogy a fenti αn �s βn−1 v laszt ssal, ha r0, r1, . . . , rn nem null k, akkor e0, e1, . . . , ensem null k �s ugyanazt az alteret fesz¡tik ki, tov bb  β0, β1, . . . , βn−1 �s α0, α1, . . . , αn�rtelmezve vannak, az ut¢bbiak nem null k,
αn = −

‖rn‖
2

‖en‖2A �s βn−1 = 〈rn, rn − rn−1〉
‖rn−1‖2 = ‖rn‖

2
‖rn−1‖2 ,valamint 〈ej , en〉A = 0 �s 〈ej , rn〉 = 0, ha j < n. Az n = 0 esetben az  ll¡t s teljes�l(β−1 = β0 = 0, e−1 = 0 miatt e0 = −r0). Tegy�k fel, hogy rn+1 6= 0. Mivel az enir nyban minimaliz ltunk, en ⊥ rn+1, azaz 〈en, rn+1〉 = 0. A βn de�n¡
i¢ja szerint

〈en+1, en〉A = 0. (Nyilv n βn �rtelmezve van.) Mivel en+1 = −rn+1 + βnen, az rn+1kombin lhat¢ en+1-b�l �s en-b�l, �s en+1 kombin lhat¢ rn+1-b�l �s en-b�l. Az xj+1 =
xj + αjej �sszef�gg�sb�l rj+1 = rj + αjAej , amib�l j < n eset�n egyr�szt

〈ej , rn+1〉 = 〈ej , rn〉+ αn〈ej , Aen〉 = 0,m sr�szt
〈Aej , en+1〉 = 〈Aej , rn+1〉+ βn〈Aej , en〉 = 〈Aej , rn+1〉 = 0,mivel αj 6= 0, ¡gy Aej benne van az r0, . . . , rn, vagyis az e0, . . . , en  ltal kifesz¡tettalt�rben. Ha en+1 = 0 lenne, akkor rn+1 = βnen teljes�lne, ami ellentmond annak, hogy

rn+1 nem nulla, �s mer�leges en-re. �gy αn+1 �rtelmezve van �s en+1 de�n¡
i¢j b¢l
αn+1 = −

〈en+1, rn+1〉
‖en+1‖2A = 〈rn+1 − βnen, rn+1〉

‖en+1‖2A = ‖rn+1‖2
‖en+1‖2A 6= 0.Mivel xn+1 = xn + αnen-b�l rn+1 = rn + αnAen, azt is kapjuk, hogy

βn = 〈en+1, rn+1〉
〈Aen, en〉

= 〈rn+1 − rn, rn+1〉
αn〈Aen, en〉= 〈rn+1 − rn, rn+1〉

〈rn+1 − rn, en〉
= −

〈rn+1 − rn, rn+1〉
〈rn, en〉= −

〈rn+1 − rn, rn+1〉
〈rn,−rn + βn−1en−1〉 = 〈rn+1 − rn, rn+1〉

‖rn‖2 = ‖rn+1‖2
‖rn‖2 ;az utols¢ egyenl�s�g az�rt teljes�l, mert rn benne van az e0, . . . , en  ltal gener lt alt�rben.Vegy�k �szre hogy a konjug lt gradiens m¢dszer v�ges sok l�p�sben konverg l,mert e0, . . . , en ortogon lisak az (x, y) 7→ 〈x, y〉A bels� szorzatra, ¡gy rj = 0 kell legyenvalamely j ≤ k-ra, hiszen R

k-ban vagyunk.



118 2. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek* 2.2.56. Kv zi Newton-m¢dszerek minimaliz l sra. Mint m r eml¡tett�k,minimaliz l skor a lok lis minimumhely k�zel�ben �rdemes  tt�rni egy Newton-t¡pus£m¢dszerre. Ez azt jelenti, hogy � minimuma helyett f = ∇� z�rushely�t keress�k. B r-melyik m¢dszer haszn lhat¢, de jav¡t sok is lehets�gesek. A gyakran haszn lt Broyden-m¢dszert p�ld ul £gy szok s megv ltoztatni, hogy az iter 
i¢ sor n An szimmetrikuslegyen, mert �′′(xn) szimmetrikus biline ris forma. Az egyik szok sos v laszt sn l�An = An+1 − An m trixa a szok sos b zisban
[�f(xn)− An�xn

][�f(xn)− An�xn

]′

〈�f(xn)− An�xn,�xn

〉 .Nem tan 
sos tov bb folytatni az iter 
i¢t, ha a �f(xn) − An�xn �s �xn  ltal bez rtsz�g koszinusza t£l ki
si lesz, mondjuk 10−8 al  megy. Egy�bk�nt erre a formul ra
A−1

n+1 − A−1
n = �A−1

n m trixa a szok sos b zisban
[�xn − A−1

n �f(xn)][�xn − A−1
n �f(xn)]′

〈�xn − A−1
n �f(xn),�f(xn)〉 .M�g elterjedtebb az a v ltozat, amelyben �An m trixa a szok sos b zisban

[�f(xn)][�f(xn)]′
〈�f(xn),�xn

〉 −

[

An�xn

][

An�xn

]′

〈�xn, An�xn

〉 .Erre a formul ra �A−1
n m trixa a szok sos b zisban

〈�xn,�f(xn)〉 + 〈�f(xn), A−1
n �f(xn)〉

〈�xn,�f(xn)〉2 [�xn

][�xn

]′

−

[

A−1
n �f(xn)][�xn

]′ + [�xn

][�f(xn)]′[A−1
n

]

〈�xn,�f(xn)〉 .* 2.2.57. Feladat [10℄. A �(x1, x2) = 100(x2 − x21)2 + (1− x1)2 f�ggv�ny minima-liz l s n hasonl¡tsunk �ssze k�l�nb�z� m¢dszereket.* 2.2.58. Feladat [10℄. A �(x, y) = (x2+y−11)2+(y2+x−7) f�ggv�nynek keress�kmeg a n�gy abszol£t minimum t �s az egyetlen lok lis maximum t, �sszehasonl¡tva ak�l�nb�z� m¢dszereket.* 2.2.59. Feladat [11℄. A�(x1, x2, . . . , xn) = n−1
∑

j=1((1− xj)2 + 100εj(xj+1 − x2j)2)f�ggv�ny | ahol ε1, . . . εn−1 ∈ ℄0, 1℄ szabad param�terek| minimaliz l s n hasonl¡tsunk�ssze k�l�nb�z� m¢dszereket. (A f�ggv�nynek egy glob lis minimuma van, de m�g haminden εj egy, akkor is m r 4 ≤ n ≤ 7 eset�n van egy lok lis minimuma a (−1, 1, 1, . . . , 1)pont k�zel�ben.)



2.3. Integr lsz m¡t s 119* 2.2.60. Algebrai egyenletek megold sa. A Newton-m¢dszer minden tov bbin�lk�l alkalmazhat¢ komplex v ltoz¢s, komplex �rt�k� f f�ggv�nyre is. Hogy a konver-gen
i t biztosabb  tegy�k, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens m¢dszert az |f | f�gg-v�nyre, majd a Newton-m¢dszert. Mivel a Taylor-formul b¢l f(x + h) ≈ f(x) + f ′(x)h,az abszol£t �rt�k akkor n� a leggyorsabban, ha f(x) �s f ′(x)h ir nya megegyezik, azazha f(x) = r(h)f ′(x)h valamely r(h) ≥ 0-ra. Innen az |f | gradiense f(x)/f ′(x) ir ny£,ha f(x) 6= 0 �s f ′(x) 6= 0. Ha r(h)h = f(x)/f ′(x), r(h) > 0, akkor ∣

∣f(x+ h)∣∣ − ∣

∣f(x)∣∣ ≈
∣

∣f ′(x)∣∣|h|, ahonnan  tosztva |h| → 0 hat r tmenettel ∣

∣∇|f |(x)∣∣ = ∣

∣f ′(x)∣∣. �sszegezve
∇|f |(x) = f(x)∣∣f ′(x)∣∣2

f ′(x)∣∣f(x)∣∣ .�gy az xn+1 = xn − tf(xn)/f ′(xn) alakban kell keresn�nk a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol tpozit¡v val¢s sz m. Elj rhatunk £gy, hogy el�sz�r t = 1-el pr¢b lkozunk, ami a Newton-m¢dszernek felel meg, majd a gradiens-m¢dszern�l le¡rtak szerint v ltoztatjuk t-t. Aziter 
i¢ 
sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′(xn) = 0.Polinomokra alkalmazva ezt az elj r st, meghat rozhatjuk a polinom gy�keit. Meg-jegyezz�k, hogy m�g ha a polinom val¢s egy�tthat¢s, akkor is aj nlatos egy v�letlenkomplex kezd��rt�kb�l ind¡tani az iter 
i¢t, mert ¡gy nagyon ki
si a val¢sz¡n�s�ge, hogymegszakad, �s £jra kell ind¡tani. Ezzel az elj r ssal megkaphatjuk a polinom egy z�rushe-ly�t. A polinomot elosztva a gy�kt�nyez�vel, eggyel ala
sonyabb fok£ polinomot kapunk,amit ugyan£gy kezelhet�nk. A sz m¡t si hib k felhalmoz¢d sa miatt a tal lt k�zel¡-t� �rt�kek pontoss g t �rdemes az eredeti polinom felhaszn l s val v�gzett iter 
i¢valn�velni. 2.3. Integr lsz m¡t s2.3.1. T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek integr lja. Egy R
m-beli m-dimenzi¢s t�glaalatt egydimenzi¢s Tj = [aj , bj℄, −∞ < aj < bj < +∞ korl tos, z rt, pozit¡v hossz£s g£intervallumok

T = T1 × T2 × · · · × TmDes
artes-szorzat t �rtj�k. A T t�gla |T |m�rt�ke az oldalhosszak szorzata,∏m

j=1(bj−aj).A T t�gla egy feloszt s n t�gl knak egy olyan T1, T2, . . . Tk v�ges sorozat t �rj�k, amelyekegyes¡t�se T , �s amelyeknek p ronk�nt nin
s k�z�s bels� pontjuk.Egy P pontozott feloszt s alatt egy feloszt st �rt�nk, amelynek minden Tj r�sz-t�gl j hoz meg van adva egy tj ∈ Tj pont, azaz P = {(Tj , tj) : tj ∈ Tj , j = 1, 2, . . . , k
}.Legyen δ : T → R

+ egy tetsz�leges f�ggv�ny. Azt mondjuk, hogy a T egy (Tj , tj) ponto-zott r�szt�gl ja δ-�nom, ha Tj ⊂ Uδ(tj)(tj); a P pontozott feloszt s δ-�nom, ha a (Tj, tj)r�szt�gl k mind δ-�nomak, ha j = 1, 2, . . . , k. Legyen f : T → K
n egy f�ggv�ny. A Tt�gla P pontozott feloszt s hoz hozz rendelj�k az

s(f, P ) = k
∑

j=1 |Tj|f(tj)


