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részletesen kiirva

r = gi(t)
T2 = ga(t)
r3 = g3(t)

alaki. Ha t € D, és igy az érintOvektor nem nulla, akkor lokdlisan ¢ kikiiszobolhetd, és
r1, 79,13 kOziil az egyikkel kifejezhetd a masik kettd, azaz explicit el6allitasra térhetiink
at. Megint az implicit fiiggvény tétel szerint egy Fy (r1,7r2,73) = 0, Fa(r1,7r9,73) = 0 alakd
egyenletrendszer, ahol r1,79,73 € R és F, Fy valds értékii, folytonosan differencidlhaté

fiiggvények, valamint a
oF, 0F O0F

ary Ory  Org
0F, 0F, 0F
dry Ory 0Oy

matrix rangja 2, lokdlisan egy sima egydimenzids feliiletet, azaz sima goérbét ad meg,
mert lokalisan attérhetiink explicit eléallitasra.

* 2.2.46. Feliileti norm4lis, érintdsik, feliileti gorbék. Ha r : D — R3 egy
kétdimenziés sima feliilet, u € D, akkor a 017(u) x O-r(u) vektort feliileti normdlisnak,
az

W) = O r(u) x Gar(u)
|O17(u) x Dor(u)|

n(

vektort, pedig feliileti normalis egységvektornak fogjuk nevezni. Legtobbszér nem irjuk
ki a valtoz6tdl vald fiiggést. Vilagos, hogy 01, Oar és n egy (pozitiv irdnyitdsd) bézist
alkotnak. Az r(u) ponton dtmend, (p —r(u),n(u)) =0, p € R? egyenletii sikot r(u)-beli
(vagy r(u)-n dtmend) érintdsiknak nevezziik. Ez az r(u) pont koriil elsérendben kozeliti
a feliiletdarabot.

Egy rou alakban el6allithaté gorbét, ahol u : [a, b] — D egy gorbe, feliileti gérbének
fogunk nevezni. Ha u = (u1, ua) folytonosan differencidlhatd, akkor a feliileti gorbe is, és
érintévektora

(row) =uior + uhosr,

azaz egy, az r(u(t)) pontbdl kiinduld, az érintésikban haladé vektor. Feliileti gérbék
példdul az ugynevezett paramétervonalak, amelyeknek egyenlete u; (t) = t, us konstans,
illetve uy konstans, us(t) = t.

* 2.2.47. Approximacié. Az approximécié feladata a kovetkezd. Legyen adott egy
H halmazon értelmezett valds f fiiggvény. Ismerjiik f(z) értékeit a H halmazon, vagy
annak adott z1,xs, ... ,x, pontjaiban. Keresendd egy m paraméteres g(x,as, ... ,am)
fliggvénysereghdl az a fiiggvény, amely f-et a ,legjobban kozeliti”. Altalsban olyan fiigg-
vények koziil valasztjuk a kozelitd fiiggvényt, amelyek értékei kbnnyen szamithaték. Mi-
vel szamitégépen kozvetleniil csak a négy alapmiivelet végezhetd el, elényben részesitjiik
a polinom és raciondlis tortfiiggvény kozelitéseket. Lehetséges az is, hogy érdemes H-t
kisebb részekre osztani, és a részeken kiilon-kiilon keresni a kozelitéseket. Egy adott hal-
mazon valé kozelitést helyettesitéssel egy masik halmazon vald kozelitésre vezethetiink
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vissza, példaul barmilyen korlatos zart intervallumon valé kozelités linedris helyettesi-
téssel visszavezethetd a [0,1] vagy a [—1,1] intervallumon valé koézelitésre. A linedris
helyettesités elonye, hogy a polinomok polinomba, raciondlis tortfiiggvények raciondlis
tortfiiggvénybe mennek at, és a fokszamok sem valtoznak.

Attdl fiiggden, hogy f és a kozelitd fliggvény eltérését hogyan mérjiik, kiilonb6zé
eseteket kapunk. Ha azt koveteljiik meg, hogy a kozelito fiiggvény az xq,xa,... , Ty,
pontokban megegyezzen f-el, kapjuk az interpoldcio esetét. Ha azt koveteljiik meg, hogy
az xi,Ts,...,T, pontokban mért eltérések négyzetdsszege minimadlis legyen, akkor a
legkisebb négyzetes kozelitést kapjuk. Végiil, ha az egész H-n vett eltérés szuprémumat
minimalizaljuk, akkor az egyenletesen legjobb kiozelitést kapjuk.

Ha az f fliggvény értékeit csak az xq,z9,...,x, pontokban ismerjiik, akkor az
interpolacio a legkézenfekvébb lehet6ség. A legdltalanosabb esetben az

f(xj):g(xjﬂala"'vam)7 j:1727"'7n
egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a4, ... ,a,, paraméterekre megoldva kapunk egy inter-
polalé fiiggvényt. Példaul, ha ¢, ... , g, adott és
g(x7 A1y ... 7am) = a1 (CE) + G’QQZ(:E) +t amgm(x)a

akkor linedris egyenletrendszert kapunk. A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a,d]
intervallumon értelmezett valds fiiggvény, x1, xa, . . . , z, az [a, b] pontjai, interpolald fiigg-
vényként pedig n-nél alacsonyabb fokid polinomot keresiink: ez a Lagrange-interpolacid.
Mivel egy nem nulla legfeljebb n-ed foki polinomnak legfeljebb n gytke van, ha cg, ... , ¢y,

kolonboz6, dy, . .. ,d, pedig tetszOleges elemei K-nak, akkor legfeljebb egy olyan legfel-
jebb n-ed fokd f polinom létezik, amelyre f(c;) = dj;, ha j =0,1,... ,n, mert egyébként
két ilyen polinom kiilonbségének n + 1 gytke lenne. Mindig 1étezik is ilyen polinom, és
az alabbi eljarassal megkaphatdé: legyen

i) = e

[Liz(cj — i)
a j-edik Lagrange interpoldciés alappolinom (erre lj(xz;) =1 és l;(z;) = 0, ha i # j), és
legyen f = 37" djl;.

Sokszor a kozelitendo fiiggvény mért értékei elég nagy hibat tartalmaznak. Ilyenkor
nem célszeri azt kivanni, hogy a kozelité fiiggvény az x1, xo, ... , x, pontokban megegyez-
zen a mért értékekkel, mert akkor a hibat is tartalmazza. Elég azt megkdvetelni, hogy
a mért értékek kozelében legyen. A legkisebb négyzetek mddszere értelmében tehat az

ai, ... ,an, paramétereket uigy kell megvélasztani, hogy ha f(x1), f(z2),... , f(x,) a mért
értékek, akkor a

D(a, ... ,am) = Zwl(f(xz) —g(x;,aq,. .. ,am))2

eltérés minimalis legyen. Itt a w;-k pozitiv silyok, amelyeket az f(xz;) értékek szérés-
négyzete reciprokidnak célszeri valasztani, mert minél pontatlanabb a mért érték, annal
kisebb stillyal kivanjuk figyelembe venni. Ezt a minimumot a V®(a4, ... ,a,,) = 0 egyen-
letrendszer megoldésaval kereshetjiik.
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* 2.2.48. A Newton-médszer. Ha f € RF — R¥ és az f(x) = 0 egyenletet kivan-
juk megoldani, természetes médon adédik a Newton-mddszer: az egyenletet egy adott
xn, érték birtokdban az f fiiggvényt linedris részével kozelitjiik. Ekkor az

f(zn) + f(zn) (@ — ) = 0

egyenletet kapjuk, amibdl a kovetkezd kozelitésre az

f/(xn)(anrl —Tp) = f/(xn)Axn = —f(xn)

egyenlet adddik, igy z,11 meghatarozasdhoz egy linedris egyenletet kell megoldani, pél-
daul Gauss-elimindciéval. Az iterdcié altaldban csak a gyok kozvetlen kozelébdl inditva
konvergens.

Gyakran hasznélatos a mddositott Newton-mddszer is, ennél a derivalt kiszamita-
sara és invertaldsara csak egyszer van sziikség, de a konvergencia lelassul:

Azn = —(f'(20)) " fl@n).

Néhany 1épés utan tjra szamolva a derivaltat, a konvergencia gyorsithatd.

* 2.2.49. Kvéazi Newton-médszer. A Newton-mddszernél az f/(x,) Az, = —f(zn)
egyenletet kell megoldanunk minden lépésben. A kvazi Newton-médszernél x,, ér-
tékét az Ap,Ax, = —a,f(x,) egyenlet megoldisival nyerjiik, ahol A,, az f'(x,) egy
kozelitése, az a,, pedig egy relaxdciés paraméter. A kozelitést nyerhetjiik példaul dif-
ferencidkkal kozelitve a parcidlis derivaltakat. Ha minden irdnyban a differencia lépés-
kioze konstansszor |z, — z| alatt marad, ahol z a gyok, akkor a konvergencia elméle-
tileg kvadratikus, de a kerekitési hibak veszélyesek lehetnek. A Broyden-mddszernél
oy, = 1 minden n-re, Ay = f'(x0), és Api1-et Ggy prébédljuk meghatdrozni, hogy
Api1Axy, = f(Xpg1) — f(xn) = Af(z,) teljesiiljon. Mivel ez az egyenlet alulhatdrozott,
Ugy véalasztunk, hogy A,+1 — A, = AA, métrixdnak normdja (a szokdsos bazisban)
minimalis legyen. Ez akkor teljesiil, ha AA,, matrixa a szokdsos bazisban

[Af(z,) — ApAz,][Az,)
|Az, |2 '

A konvergencia linedrisnél jobb, bdr nem biztos, hogy A, — f/(x). Lehet8ség van
mindjart A, |, szdmitdsdra: a szokdsos bazisban A, |, — A" = AA;" métrixa

[Az, — A7 Af (20)] [Awn] (A1)

* 2.2.50. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-médszert és véltozatait az evitas _
1=0, ei—T2 1= egyenletrendszer megoldasara x1,z2 = 0,1, 10, 20 kezd&értékekkel.
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* 2.2.51. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-modszert és valtozatait az x1 +xo —
3 =0, 22 + 22 — 9 = 0 egyenletrendszer megolddsdra x; = 2, x5 = 4 kezddértékekkel.
Hova konvergél a Broyden-médszernél @,,?7

* 2.2.52. Kapcsolat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy valés értékii
® ¢ R¥ — R fiiggvény minimumanak megkeresését visszavezethetjiik a ®'(x) = 0 egyen-
let megolddsara. Megforditva, egy f(x) = 0, f € R¥ — R¥ operétoregyenlet megoldésait
meghatarozhatjuk gy is, hogy megkeressiik a ®(z) = || f()||3 fiiggvény minimumait. A
| I3 valasztés azért elényds példaul || ||2 helyett, mert a || ||3 fiiggvény differencidlhaté.
Néha elénytsebb egy masik normét hasznalni, példdul a ®(z) = Zle w; (fl(ac))2 fiigg-
vény minimumait keresni, ahol az f; fiiggvények az f fiiggvény koordindtdi. A pozitiv
w; sulyok tetszés szerint valaszthatdk, de alkalmas megvalasztasuk a minimumfeladat
megoldasat megkonnyitheti.

* 2.2.53. Nelder—Mead-médszer minimumfeladatokra. Ez egy valés értékil
® ¢ R¥ — R fiiggvény minimumanak megkeresésére alkalmas heurisztikus mddszer.
Minden lépésben az zg,zy,...,xr € RF pontokat médositja, amelyek nincsenek egy
hipersikban, igy egy dgynevezett szimplexet (kétdimenziéban haromszéget, harom di-
menziéban tetraédert, stb.) adnak meg, és amelyeket gy indexeliink, hogy ®(z¢) <
®(z1) < ... < B(k) teljesiiljon. Ha adott € > 0 tlirésre

(<I>(xj) — 6)2 < 62,

k
=0

S|+

J

(ahol @ a ®(z;) értékek szdmtani kozepe), akkor megallunk, az eredmény az x;-k szdmtani
kozepe. Egyébként xp-t tiikrozziik a tobbi pont Ty szadmtani kdzepére, pontosabban
legyen y = Ty, + a(Tk — ok ); az « tiikrézési paraméter rendszerint 1. Ha ®(zg) < ®(y) <
®(z1_1), akkor zx-t kicseréljiik y-nal. Ha még ®(y) < ®(xo) is teljesiil, akkor kiszdmitjuk
®(z) értékét, ahol z = Ty + B(Tr, — x); B a kiterjesztési paraméter, rendszerint 2. Az xy,
pontot ®(z) < ®(y) esetén z-re, egyébként y-ra cseréljiik.

Ha ®(y) > ®(xp_1), akkor a szimplexet Osszehizzuk: legyen w = xzy + v(Ti —
xr), ahol a v Osszehiizdsi paraméter rendszerint 1/2. Ha ®(w) < ®(zy), az xp pontot
kicseréljiik w-vel; egyébként az xz( kivételével az Gsszes x; pontot az zg + d(x; — o)
ponttal helyettesitjiik, ahol a ¢ redukcids paraméter rendszerint 1/2.

* 2.2.54. Az irdnymenti csokkentés médszere. Lényege, hogy a ® € RF — R
fiiggvény minimumbhelyét gy keressiik, hogy minden z,, kizelitéshez meghatarozunk egy
en irdnyt, amerre a fiiggvény értéke tovabb csdkken, és a kozelitést ebbe az irdnyba
mozditjuk el: Az, = aye,. Ha egy bazis vektorait (+ eléjellel) vélasztjuk e,-nek tdgy,
hogy az utolsé bazisvektor utan djrakezdjiik az elsével, akkor a ciklikus koordinatankénti
csokkentés modszerét kapjuk. Ha a derivilhaté ® egy nyilt részhalmazon van értelmezve,
és minden 1épésben e, = —V®(z,,), a legmeredekebb cstkkenés irdnya, akkor a gradiens
mddszert kapjuk. Ha e, = —V®(x,) + fBn_1en—1 alkalmas (,_; konstanssal, akkor a
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konjugalt gradiens mdédszert kapjuk: az egyik valtozatnal 6_; = By =0, e_; =0 és

_ |V® ()
Vo (2,1)]

| 2

Bn ha n >0,

mig a mésik valtozatnal 6_1 = Gy =0, e_; =0 és

4, - (V®(x), V®(xp) — Z@(xn,1)>’ ha 1> 0.
[V (25-1)|

Az e, kijelolése utdn az elmozdulds mértékének meghatiarozasihoz az egyvalto-
z0s g(t) = ®(zy, + te,) fiiggvényt kell minimalizalnunk. (Ha sikeriil, a kapott pontban
a gradiens merdleges lesz e,-re. Ez az észrevétel adja a konjugdlt gradiens mddsze-
rek alapjat: a —V®(z,) irdnyba minimalizdlva, utdna tudndnk még tovabb cstkken-
teni az e,_1 irdnyba; a konjugdlt gradiens mddszernél ezt prébédljuk ,megelSlegezni”.)
At — g(t) fiiggvényt csak kozelitbleg fogjuk minimalizdlni. Ez torténhet a kovetke-
z6képpen. A tg = 0, t; és ty pontokban meghatirozzuk a g fiiggvény értékét, majd
Lagrange-interpolaciéval meghatdrozzuk azt a p(t) masodfoki polinomot, amely ezekben
a pontokban megegyezik g(t)-vel. A t; értékének j6 megvalasztdsdhoz az el6z6 lépések
adhatnak utmutatdst, ugy vélasztjuk, hogy g(t1) < g(to) teljesiiljon; to valasztasa fiigg-
het g(t1)-t6lis. A gradiens és a konjugélt gradiens mdédszereknél a masodfoki polinomot
inkdbb tdgy vélasztjuk, hogy a to = 0 helyen értéke ®(x,,), derivéltja 0., ®(x,,) legyen, igy
to-re nincs szitkség. A t* kozelitést gy kapjuk, hogy vessziik p minimumhelyét. (Arra is
gondolnunk kell, hogy a méasodfokd polinomban a mésodfoki tag egyiitthatéja nempo-
zitiv is lehet.) Bar valamelyik pontot elhagyva, helyette a t* pontot tekintve, ez a lépés
megismételhetd, altaldban nem érdemes g minimumhelyét til pontosan meghatarozni,
hanem ¢* meghatdrozdsa utdn «, = t* valasztdssal attérhetiink az x,11 = x, + ane,
pontra. Az alulrelaxilds, azaz az adott 1épésben optimalis ¢*-nél kisebb «,, vilasztisa al-
taldban noveli a médszer hatékonysdgat, mert a cikkcakk pdalya kisimul. Az alulrelaxalast
példaul «,, olyan vélasztésdval biztosithatjuk, amelyre az

O (x, + anen) — ®(z,)
Qo

differenciahdnyados és a J., ®(x,,) irdny menti derivalt hdnyadosa o és 1 — o kozé esik
valamely 0 < o < 1/2 értékre. (Rendszerint 1075 < o < 107'.) Az als6 korlat kikii-
sz0boli a tdl hosszi, a felsé pedig a tul rovid 1épést. A tdl rovid 1épés kikiiszobolésére
azt is megkovetelhetjiik, hogy a 0., ®(x,, + anen) és 0., ®(x,) irdny menti deriviltak
héanyadosanak abszolit értéke, vagy legaldbb a hanyados kisebb legyen, mint valamely
7 érték, ahol o < v < 1. (Rendszerint 0,1 < v < 0,5.) Az alkalmas o, értéket a t*oF,
k € Z értékek kozott keressiik, k = 0-val kezdve, ahol 0 < p < 1.

A konvergencia altaldban elég lassid, és semmilyen garancia nincs arra, hogy bar-
melyik médszer egy abszolit minimumhoz konvergél, bar konvergenciahalmaza altaldban
bévebb, mint a Newton-mddszeré. Ezért szokas a kozelités kezdetén az irdnymenti csok-
kentések mdédszerét alkalmazni, majd attérni a gyorsabb Newton-mddszerre.
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* 2.2.55. Példa. Az el6z6 pont jeldléseivel, tekintsiik azt a tipikus esetet, amikor
egy =* lokdlis minimumhelyen a mésodik derivéltra, amely szimmetrikus bilinedris forma,
a vele képzett kvadratikus forma pozitiv definit. Ekkor a Taylor-formula szerint

P(z) ~ %(I)”(a:*)(a: —a*,x — ") + (x¥).

Vizsgaljuk a kiilonb6z6 mdédszereket a

o(x) = %q)”(x*)(x —z*x—x*) + ®(z*)
fiiggvényre. Mivel barmely B szimmetrikus bilinedris forméra régzitett y-ra x — B(x,y)
linedris funkciondl, el6all (x, Ay) alakban. Mivel valés térben B a masik valtozdjdban
is linedris, A linedris operdtor. Mivel B szimmetrikus, (x, Ay) = (y, Az) = (Az,y) =
(x, A*y), amibél A 6nadjungdlt. Jelslje A a ®"(z*)-hoz tartozé nadjungélt operatort,
amely nyilvan pozitiv definit is. Ezzel

p(z) = <A(x —z*), T — m*> + ®(2*) = %(Am,m} — (Ax*, z) + %(Am*,f} + & (z*)

(Az,x) — (b,x) + ¢,

N — N~

ahol b = Az* és ¢ = $(Az*,z*) + ®(2*). A minimalizdldssal az Az = b linedris egyenlet-
rendszert oldjuk meg.

Bevezetve az r = Ax — b jelolést, A(x — x*) = r, és barmely e irdnyra a g(t) =
o(x + te) fiiggvényre

g(t) — g(0) = t(Ax,e) — t(b,e) = t{Ax — b,e) = t(r,e).

Innen atosztva, O.p(x) = (Ax — b,e) = (r,e) és igy Vp(r) = Az — b = r. Hasonléan
kiszamolhatd, hogy ¢'(t) = 0 akkor teljesiil, ha t = —(r,e)/(Ae,e). Legyen x = x,,
e = en, ™n = Ax, — b valasztéssal a,, ez a t, azaz a,, = —(rn,en)/(Aey,en). A hiba
méréséhez tekintsiik az 4j (z,y) — (Az,y) = (x,y)a belsb szorzatot és a beléle szdrmazd
|z]| 4 normét. Ezzel

| Zns1 — x*Hi& = ||zn — 2" + anen”i& = |lzn — 2 * ”?4 + 20 (zn — 2%, €0) + aiHGnHi

=(1- < {7, en)”

* |12
Aen,€n><A7]7'n,’l"n>)||xn z ||A7

mivel r, = Az, — b jeldléssel ||z, — z*||% = (A" 'rp, 7). A gradiens-médszernél

[ Zn1 — x*||?4 = lzn — 2" + anen”ix

[l 2
=(1— —
( <A7‘n,rn><A—1rn,rn>)Hx” 7",
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azaz linedris konvergenciat varhatunk.

Megmutatjuk, hogy a konjugalt gradiens mdédszer két valtozata ebben a példdban
egybeesik. Az jellemzi 6ket, hogy (e,,en_1)a = (—Tn—1 + Bn-1€n—1,€n—1)a = 0. Ehhez
az kell, hogy Bh,-1 = (Arp,en—1)/{Aen—1,en—_1) teljesiiljon. Indukciéval megmutatjuk,
hogy a fenti «,, és (,—1 valasztassal, ha rq,r1,... ,r, nem nulldk, akkor eg,e1,... e,
sem nulldk és ugyanazt az alteret feszitik ki, tovabba By, B1,... ,08n—1 €S g, 1,... ,Qp
értelmezve vannak, az utébbiak nem nullak,

és ﬁn—] — <Tn77'n _Tn71> _ ||’r‘n||2

70— a1’

7 ®

llenll%

valamint (ej,en,)a = 0 és (ej,m,) = 0, ha j < n. Az n = 0 esetben az &llitds teljesiil
(621 = Bo = 0, e_1 = 0 miatt eg = —rg). Tegyiik fel, hogy r,+1 # 0. Mivel az e,
irdnyban minimalizéltunk, e, 1 r,11, azaz {(e,,rn+1) = 0. A [, definiciéja szerint
(ént1,en)a = 0. (Nyilvan S, értelmezve van.) Mivel e,11 = —rpi1 + Bnen, az rpia
kombinalhaté e, 41-bél és e,-bél, és e,11 kombindlhat6 r,41-bél és e,-bbl. Az z;.1 =
xj + aje; Osszefliggésbodl rj 1 = r; + o;Ae;, amibdl j < n esetén egyrészt

(€, Tny1) = (€j,mn) + anle;, Aen) = 0,

masrészt
(Aej,enq1) = (Aej, 1) + Bn(Aej, en) = (Aej, rnq1) =0,

mivel a; # 0, igy Ae; benne van az ro,...,r,, vagyis az eq,...,e, altal kifeszitett
altérben. Ha e, 1 = 0 lenne, akkor r,11 = O, e, teljesiilne, ami ellentmond annak, hogy

< sz

(ent1,Tn+1) (Tna1 — Bnen, Tng1) |1 ]? £0

llenti ||2A B llentt ||?4 a llenti ||2A

Apy1 = —

Mivel 411 = @y, + apey-bol 11 = 1, + ap Aey, azt is kapjuk, hogy

(ent1:Tnt1) _ (Pnt1 — T,y Tng1)

P = (Aen,en)  an(Aen,en)
_ a1 = mnstag1) _ (Pagl = Tos o)
 {Pag1 — Thsen) (T €n)
_ <7"n+1 - Tnarn+1> _ <Tn+1 - Tmrn+1> _ ||7'n+1||2,
(Pny =T + Br_1€n—1) a [[rnll® a [rall?
az utolsé egyenlOség azért teljesiil, mert r,, benne van az ey, . . . , e, altal generdlt altérben.
Vegyiik észre hogy a konjugdlt gradiens moddszer véges sok lépésben konvergal,
mert eg, ... ,e, ortogondlisak az (x,y) — (x,y)a belsé szorzatra, igy r; = 0 kell legyen

valamely j < k-ra, hiszen R*-ban vagyunk.
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* 2.2.56. Kvdzi Newton-mddszerek minimalizdldsra. Mint mar emlitettiik,
minimalizadldskor a lokdlis minimumhely kozelében érdemes attérni egy Newton-tipusi
modszerre. Ez azt jelenti, hogy ® minimuma helyett f = V® zérushelyét keressiik. Bar-
melyik mddszer hasznédlhatd, de javitasok is lehetségesek. A gyakran hasznélt Broyden-
modszert példdul gy szokds megvéltoztatni, hogy az iteracié sordn A, szimmetrikus
legyen, mert ®"(z,) szimmetrikus bilinedris forma. Az egyik szokédsos vdlasztdsnal
AA, = A,11 — A, méatrixa a szokdsos bazisban

[Af(xn) - AnAxn] [Af(xn) - AnAxn]/
(BT (on) — Anden dmy)

Nem tandcsos tovabb folytatni az iterdciét, ha a Af(x,) — A,Ax, és Ax, &ltal bezart
szdg koszinusza til kicsi lesz, mondjuk 10~® ald megy. Egyébként erre a formuldra
Ay — ALt = AA;Y métrixa a szokésos bazisban
/
Az, — ATAf(20)] [Azn — AT Af ()]
<Axn — AL Af(x), Af(xn)>

Még elterjedtebb az a véltozat, amelyben A A, métrixa a szokdsos bazisban

[Af@n)][Af@a)]  [AnAan] [AnAan]”

<Af($n)a A$n> <Amn, AnAa:n>
Erre a formuléra AA;l métrixa a szokdsos bdzisban

(A, Af(xn)) + (Af(zn), A Af (20))
A Af@)] [Awa] + [Aza] [Af(@0)] [A5]
<Axn, Af(xn)>
* 2.2.57. Feladat [10]. A ®(z1,22) = 100(z2 — 2%)? + (1 — 21)? fiiggvény minima-
lizalasan hasonlitsunk dssze kiilonb6z6 mddszereket.

* 2.2.58. Feladat [10]. A ®(z,y) = (2> +y—11)*+(y*+2—7) fiiggvénynek keressiik
meg a négy abszolit minimumat és az egyetlen lokdlis maximumaét, Gsszehasonlitva a
kiilonb6z6é modszereket.

* 2.2.59. Feladat [11]. A

[Axn] [Axn] !

n—1
D(x1,29,...,T,) = Z((l —x;)? +100g(zj41 — x?)Q)
j=1
fiiggvény — ahol €1, ...£,_1 € ]0, 1] szabad paraméterek — minimalizaldsdn hasonlitsunk
ossze kiilonboz6 mddszereket. (A fiiggvénynek egy globdlis minimuma van, de még ha
minden ¢; egy, akkor is mar 4 < n < 7 esetén van egy lokdlis minimuma a (—1,1,1,...,1)

pont kozelében.)



2.3. Integrdlszamitas 119

* 2.2.60. Algebrai egyenletek megolddsa. A Newton-mdédszer minden tovabbi
nélkiil alkalmazhaté komplex valtozés, komplex értékii f fiiggvényre is. Hogy a konver-
genciat biztosabbd tegyiik, kezdetben alkalmazhatjuk a gradiens mddszert az |f] fiigg-
vényre, majd a Newton-mddszert. Mivel a Taylor-formulabdl f(x + h) = f(z) + f'(z)h,
az abszolit érték akkor nd a leggyorsabban, ha f(z) és f/(x)h irdnya megegyezik, azaz
ha f(z) = r(h)f'(z)h valamely r(h) > O-ra. Innen az |f| gradiense f(z)/f’(z) irdnyd,
ha f(z) #0és f'(x) #0. Har(h)h = f(x)/f'(x), r(h) > 0, akkor |f(x—|—h)| - |f(x)| ~
|f/(x)||h|, ahonnan 4tosztva [h| — 0 hatdratmenettel |V|f[(z)| = |f/(z)]. Osszegezve

f@)|f' (@)
F'@|f()]

Igy az @n 41 = — tf(x,)/f (2,) alakban kell keresniink a kovetkezé kozelitést, ahol ¢
porzitiv valés szdm. Eljarhatunk dgy, hogy el6szor ¢ = 1-el prébélkozunk, ami a Newton-
modszernek felel meg, majd a gradiens-moédszernél leirtak szerint valtoztatjuk ¢-t. Az
iteracid csak akkor szakad meg, ha valamelyik 1épésben f'(z,) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az eljarast, meghatarozhatjuk a polinom gyokeit. Meg-
jegyezziik, hogy még ha a polinom valés egyiitthatds, akkor is ajanlatos egy véletlen
komplex kezd&értékbdl inditani az iteracidt, mert igy nagyon kicsi a valdszintiisége, hogy
megszakad, és Gjra kell inditani. Ezzel az eljarassal megkaphatjuk a polinom egy zérushe-
lyét. A polinomot elosztva a gydktényezdvel, eggyel alacsonyabb foku polinomot kapunk,
amit ugyanigy kezelhetiink. A szamitdsi hibdk felhalmozéddsa miatt a talalt kozeli-
t6 értékek pontossidgat érdemes az eredeti polinom felhasznaldsdval végzett iteracidval
novelni.

| 2

VIfi(z) =

2.3. Integralszamitas

2.3.1. T6bbvaltozés fiiggvények integralja. Egy R™-beli m-dimenzids tégla
alatt egydimenzids T} = [a;,b;], —00 < a; < b; < +0oo korldtos, zart, pozitiv hosszisagu
intervallumok

T=T1 xXTy x---xT,,

Descartes-szorzatét értjiik. A T'tégla |T| mértéke az oldalhosszak szorzata, [}, (bj—a;).
A T tégla egy felosztasan téglaknak egy olyan Ty, T5, . . . T véges sorozatat érjiik, amelyek
egyesitése T', és amelyeknek paronként nincs kozos belsd pontjuk.

Egy P pontozott felosztas alatt egy felosztdst értiink, amelynek minden T} rész-
tégldjdhoz meg van adva egy t; € T pont, azaz P = {(Tj,tj) 1t eTy,j=1,2,... ,k}.
Legyen ¢ : T — R™ egy tetszdleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a T egy (1},t;) ponto-
zott résztégldja d-finom, ha T C Uy, (t;); a P pontozott felosztds d-finom, ha a (T}, ;)
résztéglak mind J-finomak, ha j = 1,2,... k. Legyen f : T — K" egy fliggvény. A T
tégla P pontozott felosztasdhoz hozzarendeljiik az

k

s(f,P) =Y _ITy|f(t))

Jj=1



