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3.3.5. Definicié. Egy X belsO szorzat tér egy x, sorozatat teljesnek nevezziik,
ha nem bdévitheté minden x,-re ortogondlis normalt elemmel, azaz ha egyediil a 0 elem
ortogonalis minden x,-re, vagy masként fogalmazva, az x,-ek halmazanak ortogondlis
komplementere {0}. Ha az x,, ortonormalt sorozat zdrt, akkor az el6z6 tételbdl (1) miatt
teljes is. A megforditds nem minden bels6 szorzat térben igaz, de Hilbert-térben igen,
mivel ott & — Y (&, xn)xy, egy el6z6 tétel szerint ortogondlis minden xj-ra, tehdt csak
nulla lehet.

3.3.6. Az L>-tér. Legyen H C R¥ egy mérhetd halmaz. Ha f : H — K minden
0 < ¢ < 4oo-re abszolit integrélhaté H N [—c,c]*n és az [, |f|* (impropriusz) integral
konvergens, akkor f-et négyzetesen integralhatonak fogjuk nevezni. Az ilyen fiiggvények
halmazat L2(H) fogja jelolni. A négyzetesen integrélhaté fiiggvények korébdl nem vezet
ki a K elemeivel valé szorzds, a konjugdlt képzés és az 6sszeadds sem, mert |f + g| <
2max{|f],|gl}, ahonnan |f + gf> < dmax{|f1%, |9/} < 4(|f]* + |g2). Az f.g € L2(H)
fliggvények belsé szorzatan az

<ﬁmzéjmﬁ5w

integralt értjiik; vegyiik észre, hogy 4fg = (f +9)2 + (f —9)2, igy fg abszolit (impropri-
usz) integralhatd. Az igy definidlt belsd szorzat annak minden sziikséges tulajdonsagéval
rendelkezik, egyet kivéve: az | f|| = O Osszefiiggés nem csak akkor teljesiil, ha f = 0,
hanem pontosan akkor, ha f majdnem mindeniitt nulla: ha f majdnem mindeniitt nulla,
akkor nyilvan || f|| = 0; megforditva, ha || f||* = 0, akkor az

{x €H: |f(a:)|2 > l/n}

mérhetd halmaz egyetlen n € Ntra sem lehet pozitiv mértékii, mivel abbdl [, [f[> > 0
kovetkezne, igy tehat nullahalmaz, amibdl ezen halmazok egyesitése, az

{vet:|f@)]" >0}

halmaz is nullahalmaz. Ezen dgy segithetiink, hogy az f és g fiiggvényeket azonosaknak
tekintjiik, ha majdnem mindeniitt egyenléek.

* 3.3.7. Az LP-tér. Legyen H C R* egy mérhetd halmaz, és 1 < p < +o00. Ha
f+H — Kminden 0 < ¢ < 4o0-re abszoliit integrdlhaté HN[—c, c]*-n és az [, | f|P (imp-
ropriusz) integral konvergens, akkor f-et p hatvdnyon integrdlhaténak fogjuk nevezni. Az
ilyen fiiggvények halmazat IL? (H) fogja jelolni. Az ILP(H)-bdl nem vezet ki a K elemeivel
val szorzas, a konjugalt képzés és az dsszeadds sem, mert |f+g| < 2max{|f|,|g|}, ahon-
nan |f + gP < 22max{[f[?, |g|P} < 27(|f|P + |g|P). Egy f € LP(H) fiiggvény p-normdjén
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szamot értjiik.

A p = oo esetben élljon L°°(H) azon f : H — K fiiggvényekbdl, amelyek minden
0 < ¢ < +oo-re abszolit integralhatéak H N [—c,c]*-n és amelyekhez van olyan 0 < r
valos szam, amelyre

{mGH:|f(a:)|2r}

nullahalmaz. Egy ilyen fiiggvényre legyen || f||oc az Osszes ilyen r valds szdmok infimuma.
Vegyiik észre, hogy |f] < ||f]lcc majdnem mindeniitt, ugyanis ha n € N*, akkor van
olyan r < || f|leo + 1/n, amelyre

{xEH:}f(x)|2r}

nullahalmaz, ahonnan
o€ H: @) 2 I fl+1/n}
is nullahalmaz, de

{weH: @) 2 1flle}

ezen nullahalmazok egyesitése, igy maga is nullahalmaz.

Itt is az {gy definidlt norma annak minden sziikséges tulajdonsdgaval rendelkezik (a
héromszog-egyenlStlenséget a kovetkezd tételben bizonyitjuk), kivéve hogy az || f|l, = 0
Osszefiiggés nem csak akkor teljesiil, ha f = 0, hanem pontosan akkor, ha f majdnem
mindeniitt nulla. Ezen ugyantigy segithetiink, mint az L?-tér esetén: az f és g fiiggvé-

nyeket azonosaknak tekintjiik, ha majdnem mindeniitt egyenléek.
* 3.3.8. Minkowski-egyenldtlenség. Az el6z6 definicié jelsléseivel, ha 1 < p <
oo és f,g € LP(H), akkor
1+ gl < 171l + llgllp-

Bizonyitds. A p = oo és ||f|l, = 0 vagy |lg|l, = O esetek trividlisak. A ¢ — ¢P
fiiggvény konvexsége miatt

U v P U v
Y+ z| < yP + 2P,
u+v U+ v u+v U+ v

ha u,v,y,2 > 0, u+v > 0. Az u = |fllp, v = lgllp, v = |F@)|/ fllp> = = [9(2)|/ll9ll»
helyettesités utdn mindkét oldalt (impropriusz) integralva, azt kapjuk, hogy

1 / »
s [ U+ el) <1
(Lfllp + Nlgllp)? H( )
amibdl adédik a keresett egyenldtlenség.

3.3.9. Riesz—Fischer-tétel. Az el6z8 két definiciéban definialt terek teljesek,
azaz az L (H) tér Hilbert-tér, és az LP(H) terek Banach-terek.

* Bizonyitds. A bizonyitds a Lebesgue-integral elméletét hasznélja, lasd példaul a
Jérai [14] konyvet.



