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Dolgozatomban el6szor rovid attekintést nydjtok a véges metrikus bedgya-
zasok elméletérsl. Ez a modszer szélsGérték-feladatokra ad kozelité megoldést
olyan médon, hogy egy metrikus teret egy masik, egyszertibb szerkezetd metri-
kus térbe agyaz be. Bemutatok néhany tételt, amelyek ilyen beagyazast konst-
rualnak; és egy lemmat, amelynek segitségével az ilyen bedgyazasokat fel lehet
hasznalni.

Részletesen ismertetem a metrikus beagyazasok elméletének egy alkalmaza-
sat: egy kozelité megoldast add algoritmust egy konkrét klaszterezési feladatra,
a min-sum k-clustering probléméra. Ez az algoritmus egy altalanos metrikus
teret elGszor egy specidlis forméaja véletlen fa altal meghatarozott térbe képezi,
majd ezen a metrikdn rekurziv médon szamit ki egy jo kozelitést.

A Kklaszterezést — vagyis adatok el6re nem meghatarozott, kézeli pontokboél
4ll6 csoportokba sorolasat — az adatbanyaszatban tobbek kozott arra hasznal-
jék, hogy egy nagy méretii magas dimenziés adathalmaz viselkedését az egyes
klaszterek néhany tulajdonsagénak vizsgalataval konnyebben megérthessiik.

My thesis first gives a short review of the theory of finite metric embed-
dings. This method gives approximating solutions to optimization problems by
embedding a metric space to another, simple metric space. I describe a few the-
orems that construct such embeddings, and a lemma allowing us to use these
embeddings.

I comprehensively present an application of this theory, namely an algorithm
that approximates a concrete clustering problem, min-sum k-clustering. This
algorithm works by first transforming a general metric space to a space induced
by a random tree of a certain special form, then gets a good approximation on
this new metric with a recursive calculation.

Clustering, which means dividing points to groups of points close to each
other without groups known in advance, is used in data mining for understanding
the behaviour of large high-dimension data sets by examining few properties of
each cluster.

Budapest, 2008. majus 21.
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1. Bevezetés a metrikus terek beagyazasanak

elméletébe

A véges metrikus terek bedgyazasanak elméletével kapcsolatos vizsgélato-
kat Bourgain 1985-6s eredménye inditotta el; azota annyi eredmény sziiletett,
hogy ezeknek csak kis részét tudom ismertetni. Ezekrsl az eredményekrsl jo
attekintést ad Indyk, Matousek [6] fejezete egy kézikonyvbol, és valamivel bo-
vebben Matousek konyvének [7] fejezete. Ebben a diplomamunkaban ismer-
tetem ennek az elméletnek egy konkrét alkalmazasat a min-sum k-clustering

probléma kozelité megoldasara.

1.1. definicié. Legyen a toviabbiakban V' pontoknak egy adott véges hal-
maza, és n a pontok szdma. Egy d : V x V — R fiiggvényt tavolsag-
fiiggvénynek nevezziik a ponthalmazon, ha szimmetrikus, tehat ha minden
u,v € V pontparra d(u,v) = d(v,u), és d(u,u) = 0. Ha a tavolsagfiigg-
vény pozitiv, vagyis minden u,v € V pontparra ha u # v akkor 0 < d(u,v);
és ha a haromszogegyenlGtlenség is teljesiil, azaz minden u,v,w € V pon-
tokra d(u,w) < d(u,v) + d(v,w); akkor a tavolsagfiiggvény metrika. Ha a
haromszogegyenlGtlenség teljesiil, de a pozitivitds helyett csak nemnegativi-
tast (0 < d(u,v)) kotiink ki, akkor a tavolsagfiiggvényt szemimetrikanak
hivjuk.

1.2. definici6. Tekintsiink egy optimalizalasi probléméat, amely a tévolsag-
fiiggvénnyel van paraméterezve. Pontosabban legyen 7' a megengedett
megoldasok halmaza; g pedig a célfiiggvény, amely a tavolsagfiiggvénybél
és megengedett megoldasbol all6 parokat képezi a valds szamokba. Az alap-
feladatunk, hogy adott d tavolsagfiiggvényre keressiink meg egy to € T" opti-
malis megoldast, amelyre g(d, ) minimalis. Bizonyos esetben megelégedhe-
tiink kozelité megoldassal is: adott d tavolsagfiiggvény mellett egy ¢ megol-
désrol akkor mondjuk, hogy [ kozelitéssel optimalis, ha g(d,t) < 5 - g(d, to)
(itt to az optimalis megoldas, és 1 < [ valos paraméter; tovabba ezt a defini-

ciot abban az esetben fogjuk hasznélni, ha a célfiiggvény értéke nemnegativ).

Az optimalizalasi problémakat altalaban csak szemimetrikakra vagy met-

rikdkra megszoritva fogjuk vizsgalni, de a kovetkez6 definicibhoz technikailag
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egyszertibb barmely tavolsagfiiggvényre kiterjeszteni Gket, mivel az Osszes

tavolsagfiiggvény egyiitt valos vektorteret alkot.

1.3. definici6é. A fenti optimalizalasi problémat (vagy a célfiiggvényét) ak-
kor hivjuk a tavolsagfiiggvényben pozitiv linearisnak, ha barmely rogzitett
t € T megoldasra a g fiiggvény elall g(d,t) = >, o Cuv - d(u,v) alakban

valamilyen nemnegativ c¢,, konstansokra.

Nyilvanvalo, hogy ha a célfiiggvény pozitiv lineéris, akkor a tavolsagfiigg-
vénytdl (amelyet a vektortér elemeinek tekintiink) linearisan fiigg. Fontos to-
vabbéa észrevenni, hogy ha a célfiiggvény pozitiv linearis, akkor szemimetrika
tavolsagokon az értéke mindig nemnegativ. Abbol azonban, hogy a célfiigg-
vény a tavolsagfiiggvényben linearis és minden szemimetrikin nemnegativ
értéket vesz fel, még nem kovetkezik, hogy pozitiv linearis is: példa erre a
g(d,t) = d(u,v) + d(v,w) — d(v, w) fliggvény.

Pozitiv linearis problémara példa az utazoé iigynok probléméja, a legkisebb
silyu feszitéfa keresése, vagy metrikus térben az egymashoz legkdzelebbi két

pont megkeresése.

1.4. definicié. Legyen most d és d* két szemimetrika ugyanazon a csiicshal-
mazon. Azt mondjuk, hogy a d* szemimetrika o torzitassal kozeliti d-t, ha

minden u, v pontparra d(u,v) < d*(u,v) < a-d(u,v) (ahol 1 < « valos).

A torzitas fogalmanak a kovetkezd egyszerti lemma adja meg a jelentGsé-
gét. Ez a lemma lehet6vé teszi, hogy egy pozitiv linearis optimalizalési prob-
léméra kozelité megoldast adjunk, ha tudunk talalni a bemens metrikdhoz
egy masik metrikat, amely az eredetit kis torzitassal kozeliti, és amely elég
specidlis formaja ahhoz, hogy az optimalizalasi problémét konnyebb megol-

dani rajta.

1.5. lemma. Tegyiik fel, hogy a d* szemimetrika « torzitassal kozeliti a d
szemimetrikat, és a g célfiiggvény pozitiv linedris. Ha t; optimélis megol-
dasa a d* szemimetrika mellett probléméanak, azaz minimalizalja a g(d*, ;)
fliggvényt, akkor o kizelitéssel optimalizalja a problémat az eredeti d szemi-

metrikaval, azaz g(d,t;) < a-g(d, ty) az optimalis ty megoldasra. Hasonloan,



ha a t megoldés [ kozelitéssel optimalis a d* szemimetrikaval, akkor o ko-

zelitéssel optimélis a d szemimetrikaval.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a lemma feltételei mellett barmely ¢t € T
megengedett megoldasra g(d,t) < g(d*,t) < a- g(d,t). Valoban, ha a t meg-
oldast rogzitve a g fliggvényt felirjuk az 1.3. definicionak megfelel§ alakban,

akkor, mivel 0 < ¢y,

g(d, t) = Zcuv ) d(u,v) < Zcuv ) d*(u’v) = g(d*,t),

U,V

g(d . t) = ch ~d*(u,v) < ZC“” ca-d(u,v) = a-g(d,t).

u,v U,V

Most ha t; az optimélis megoldas a d* szemimetrika mellett, akkor bér-
mely ¢t € T megoldéasra g(d*,t;) < g(d*,t). Specidlisan ha t, az optimaélis

megoldas a d szemimetrikaval,
g(d7 tl) < g(d*v tl) < g(d*v tO) Sa- g(d7 tO)v

azaz t; valoban a-kozelités az eredeti problémara.

Ha most t a d* szemimetrikaval ( faktor erejéig optimélis, akkor

tehat ¢t valoban af3-kozelitése az optimumnak.

Metrikus bedgyazasnak azt az dltalanos modszert hivjuk, amikor egy met-
rikus teret egy masik hasonl6 térrel helyettesitiink. A masodik metrikus tér
lehet egyszertibb szerkezet az elsénél, révidebben leadhato, vagy akar csak
a megoldand6 feladat szempontjabol valamilyen okbol kényelmesebb. TLat-
tuk, hogy egy pozitiv linearis feladat kozelité megoldésaban segithet, ha a
metrikus teret alacsony torzitassal tudjuk bedgyazni.

Nézziink most néhany példat olyan ismertebb tételekre, amelyekkel egy

valamilyen értelemben jol kozelité metrikus teret megkonstrualhatunk.



1.6. definici6é. Legyen k pozitiv egész, 1 < p valos. Az k hosszisagu valos

vektorokbol 4llo teret a

1
d((uo, - - -, ur—1), (vo, -, vk-1)) = ((yo — 20)? + -+ + (ye—1 — T1—1)") r
metrikaval [} jel6li; ugyanezt a vektorteret a
d((u07 s auk—l)a (UOa s 7'Uk—1)) = maX(|yo - "L‘Ola SRR |yk—1 - xk;—1|)

metrikaval [p° jeloli.

1.7. allitas. Barmely n elemii metrikus teret izometrikusan be lehet 4gyazni
az [;° térbe, azaz barmely n elemi vektortérhez van az [;°, térnek olyan
részhalmaza, amelyre megszoritott metrikus tér 1 torzitassal kozeliti az ere-

deti metrikus teret.

Ezt az allitast nagyon egyszert belatni, de inkdbb csak elméleti jelentd-
sége van, mivel a kapott metrikus teret altalaban nem kénnyebb kezelni az
eredetinél.

Jegyezziik meg rogton, hogy nem lehet barmely véges metrikus teret egy
[P térbe izometrikusan bedgyazni. Példaul azt a metrikus teret, amely az
A, B,C, D pontokbdl all, és

1 = d(A, B) = d(B,C) = d(C, D) = d(A, D)
2 = d(A,C) = d(B, D),

nem lehet /2 térbe beagyazni, barmi is legyen a dimenzi6. Hasonl6 példikat
lehet késziteni barmilyen p-re.

Jiti Matousek 1996-o0s eredménye a kdvetkezd tétel.

1.8. tétel. Legyen D = 2b — 1, ahol 1 < b egész. Tetszbleges n elemii

metrikus tér bedgyazhaté D torzitassal az [3° térbe, ahol a dimenzi6
k= O(bn'*logn)

Bourgain 1985-6s bedgyazasi tétele a kovetkezd.



1.9. tétel. Barmely n pontbol 4116 metrikus tér O(logn) torzitassal beagyaz-
hato egy (2 térbe.

Adatbéanyaszati feladatokban el6fordul, hogy a metrikus tér egy magas
dimenzios [P térrel van megadva. Ilyen magas dimenzioés nagy adathalma-
zokon kiilonféle feladatokat akarhatunk elvégezni, mint példaul klaszterezés,
klasszifikacio, outlierek keresése, statisztikai modellezés stb. Az algoritmusok
szempontjabol sok esetben segithet, ha alacsonyabb dimenzios térrel dolgo-
zunk. Ebben segithet a kévetkez6 Johnson-Lindenstrauss dimenzi6csokken-

tési lemma.

1.10. tétel. Egy [? tér barmely n pontbol allo részét 1 + e torzitassal be
lehet dgyazni a k = O(c~2logn) dimenzios I5 térbe barmely adott 0 < ¢ < 1

esetén.

A harom el6z6 tétel bizonyitasat az olvas6 megtalélhatja [7]-ben. Ezek a
bizonyitasok tanulsdgos példat adnak a valdszintiségi modszerek alkalmaza-
sara, ami egyébként a metrikus bedgyazasok konstrualésara tipikus modszer.

A fentieken kiviil nagyon sok beagyazasi tétel létezik, lehet példaul foglal-
kozni kiilonféle tulajdonsagu grafok altal indukalt metrikdkkal, vagy nulldkat
és egyeseket tartalmazo vektorok terén Hamming- vagy Jaccard-tavolsaggal.
Vannak olyan tételek is, amelyek a torzitas helyett mas mérgszammal jellem-
zik egy beadgyazas josagat.

Most ratériink tulajdonképpeni célunkra, a min-sum k-clustering prob-

léma vizsgalatara.

1.11. definicié. Legyen az el6z6ekhez hasonldan rogzitve az n elemd V
csicshalmaz, és bemenetnek adott a d metrika ezen a halmazon. Legyen
tovabba rogzitve egy k pozitiv egész paraméter. A min-sum k-clustering
probléma feladata megkeresni V' egy olyan particiojat (legfeljebb) k részre,
ami az egy particion beliili pontparok tavolsiganak osszegét minimalizalja.
Megengedett megoldas tehat a csticshalmaz tetszéleges { Py, ..., Py_1} disz-
junkt particioja (barmely N-re; V = PyU...U Py_1). A célfiiggvény értéke

od PN =5 3 S dw )

0<i<N ueP; veP;



Bartal, Charikar, Raz [3| cikkében egy 1j kozelitG algoritmust ad a prob-
léméra. Ez a metrikus bedgyazas modszerét alkalmazza, vagyis a metrikat
egy specidlis forméju (egyszertibben kezelhetd) véletlen metrikaval helyette-
siti, majd ezen ad meg egy kozelité megoldast. Ennek a bizonyitast fogom
jelen diplomamunkaban részletesen ismertetni.

A min-sum k-clustering problémat kordbban is vizsgaltik. A fenti ered-
mény azért ujszert, mert a legtobb masik algoritmussal ellentétben k-tol fiig-
getleniil polinomialis ideji. Csak rogzitett k& mellett polinomialis konstans
faktorral kozelit6 algoritmust mutat be [8].

Dolgozatunk 6 tétele tehat a kovetkezd.

1.12. tétel. Adhato olyan polinomidlis idGkorlata algoritmus, amelynek be-
menete tetszéleges — paronkénti tavolsdgokkal megadott — véges metrikus tér,
kimenete pedig a min-sum k-clustering problémaéanak ezen a téren az optimé-

lisnal varhatoan legfeljebb O(log® n)-szer rosszabb megoldasa.

El6szor is szogezziik le a kovetkezst.

1.13. allitas. A min-sum k-clustering probléma pozitiv linearis.

Bizonyitas. A célfiiggvény fenti felirasabol nyilvanvalo, ha a szummakat

felcseréljiik:

1
Cww = =d(u,v) ha wu,v € P; valamely i-re,

Cup =0 kiilonben.

Nem az 1.5. lemmét fogjuk hasznalni azonban, hanem egy valamivel bo-

nyolultabb valtozatot.

1.14. definici6. Legyen d egy szemimetrika, és d* egy szemimetrika értéki
valoszintiségi valtozé (mindketté a V' ponthalmazon). Azt mondjuk, hogy
d* egy 1 < a paraméterrel valoszintiségben kozeliti a d szemimetrikat, ha
minden u,v € V-re biztosan d(u,v) < d*(u,v) (azaz dy dominalja dy-et),

de minden u,v € V-re d*(u,v) varhato értéke legfeljebb « - d(u, v).



1.15. lemma. Tegyiik fel, hogy a d* véletlen szemimetrika o paraméterrel
valdszintiségben kozeliti a d szemimetrikét, és a g célfiiggvény pozitiv linearis.
Ha ¢; optimélis megoldasa a d*-ra vonatkozé problémanak, azaz barmely
d* kimenet esetén minimalizalja a g(d*, t,) fiiggvényt, akkor E(g(d,t;)) <
< a-g(d,ty) az optimalis ¢y megoldasra. Hasonloan, ha a ¢ megoldas mindig
0 kozelitéssel optimalis megoldasa a d* szemimetrikdhoz tartozo feladatnak,
akkor E(g(d,t1)) < af - g(d, to).

Megjegyzem, hogy a Markov-egyenlGtlenség miatt ebbdl az is kovetke-
zik, hogy ha af < =, akkor annak, hogy a kapott ¢ megoldas g(d,t) cél-
fiiggvénye nagyobb az optimalis g(d, to) célfiiggvény ~y-szorosanal, legfeljebb
(af —1)/(y — 1) lehet a valoszintisége.

Bizonyitas. Hasonl6an jarunk el, mint az 1.5. lemmanél.

Elgszor allitom, hogy barmely ¢t € T megengedett megoldasra g(d,t) <
< g(d*,t) biztosan teljesiil, és E(g(d*,t)) < a - g(d,t). Valoban, hiszen

g<d7 t) = Zcuv : d(uvv) < Zcuv : d*(u,v) = g<d*7t);
E(g(d*at)) = Zcuv : E(d*(uvv)) < Zcuv T d(u,v) =a- g(d, t)'

Ebbdl pedig egyrészt ha t; optimalis a d* szemimetrikaval, akkor

g(d,t1) < g(d,t1) < g(d*, to)
E(g(d*,ty)) < a-g(d, to);

igy tehat ¢; valoban atlagosan legfeljebb a-szor rosszabb az optimélis meg-

oldasnal:
E(g(d, t1)) < a - g(d,to).

Ha pedig csak annyit tudunk, hogy ¢ a modositott g(d*,t) problémanak
(B-kozelitése, akkor

g(d7 t) < g<d*7t) < ﬁ ' g<d*7t1) < ﬁ ’ g<d*7t0)
E(g(d",t0)) < a - g(d, t);
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igy tehat t az eredeti problémara atlagosan legfeljebb «-szor rosszabb az
optimalisnal:

E(g(d,t)) < aB - g(d.to).

A masodik fejezetben definidlunk egy metrika-osztalyt, a p paraméterd
hierarchikusan elvilasztott fak altal indukalt metrikdk osztalyat, és bebizo-
nyitjuk, hogy barmely metrikat O(p(21Inn +2)(1 +log, n)) torzitassal koze-
liteni lehet ilyen metrikdval. A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogyan
lehet ezen metrikakon hatékonyan konstans kozelitéssel megoldani a min-sum

k-clustering problémaét.

2. Metrikus terek kozelitése véletlen fakkal

Vegyiink egy tetszileges Osszefiiggs grafot, aminek minden éléhez egy po-
zitiv élsily van rendelve, réviden egy stlyozott éli grafot. Egy ilyen silyozott
éli grafbol kaphatunk egy metrikat a graf csicshalmazan vagy ennek egy ré-
szén: tavolsagnak a két csiics kozotti legrévidebb 1t hosszat valasztjuk. Ez
a konstrukci6 még nagyon altaldnos: minden metrikat meg lehet kapni su-
lyozott éld grafbol. Ertelmes fogalmakat kaphatunk azonban, ha a grafra
megszoritasokat tesziink.

Ha specidlisan a graf egy fa (6sszefiiggé kormentes graf), akkor barmely

két levél kozott pontosan egy ut van, igy a definiciot fogalmazzuk egyszertien
igy.

2.1. definicié. Egy stlyozott éli fa leveleinek V' halmaza felett indukalja
azt a metrikus teret, amiben a tavolsag a két levél kozotti ut élstulyainak

osszege.

Az altalunk vizsgélt egyszeriibb metrikus tereket az dgynevezett hierar-
chikusan elvéilasztott fakbol (HST) kapjuk ilyen modon.

2.2. definicié. Egy silyozott éld gyokeres fat u-HST-nek hivunk az 1 < pu
paraméterrel és A atmérével, ha minden levele azonos A/2 tavolsagra van a
gyokértdl, és minden gyereke vagy levél, vagy szintén p-HST pontosan A/pu

Atmérdvel.
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A definiciobol kovetkezik, hogy egy A atmérsji u-HST-ben az i-edik szin-
ten 16v6 cstcstol az Osszes levél leszdrmazottja pontosan u—*A/2 tavolségra
van.

Vegyiik észre, hogy az itt hasznalt A atméré nagyobb lehet a kapott
metrikus tér atmérgjénél (a maximalis tavolsagnal) ha a gyokérnek csak egy
gyereke van, de kisebb sosem lehet annal. A gydkeret nem tekintjiik levélnek,
még akkor sem, ha csak egy él indul ki belgle. (Megjegyzem, hogy némely
cikk ennél altalanosabban definialja a HST-t.)

2.3. definicié. Egy HST-t specialis formajinak hivunk, ha minden levél egy

szinten van, azaz mindegyiket ugyanannyi él vilasztja el a gyokértol.

A levelekbe meng élek felosztasaval konnyen belathatjuk a kovetkezd al-
litéast.

2.4. allitas. Barmely HST-t specidlis forméara hozhatunk, és ez a miivelet
megtartja a A és p értékeit, a levelek halmazat, és az ezen indukalt graf-

metrikat.

Bartal [1] megmutatja, hogy barmely (véges) metrikus teret barmely
adott p-re valoszintiségben kozeliteni lehet egy, a tér pontjaira kifeszitett u-
HST-vel, a = O(ulogn/log, n) paraméterrel. Ezt a médszert fogom ebben
a fejezetben kifejteni.

A kozelités paraméterét o = O(plognloglogn)-re javitja [2]. A modszert
derandomizalni is lehet: [4] egy determinisztikus algoritmust ad, amellyel elég
O(nlogn) fat megvizsgalni. Rosszabb korlata, de egyszeriibb bizonyitast ad
meg [5].

E fejezet 6 tétele tehat a kovetkezd.

2.5. tétel. Legyen adott egy d véges metrikus tér a V' ponthalmazon. Ha-
tékony véletlen algoritmussal konstrualhatunk egy véletlen specidlis forméju
u-HST-t agy, hogy a HST altal a leveleken indukalt d* véletlen graf-metrika

valoszintiséghen a paraméterrel kozeliti d-t, ahol
a=p(2Inn +2)(1 + log, n)
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Itt 1 < p el6re rogzitett paraméter.

El6szor kimondunk egy lemmat, amely a bizonyitas egyik 1épését techni-

kailag segiti.

2.6. lemma. Legyenek Fy, ..., Fy_;illetve Ey, ..., Ex_1 olyan véletlen ese-
mények, hogy barmely 0 < k < N indexre F}, és Ej, kizarja egymést. Tegyiik
tovabba fel, hogy van egy olyan 0 < U < N — 2 index, amelyre Fy; biztosan
nem kovetkezik be.

Definialjuk az m valoszintiségi valtozdt, mint a legkisebb olyan 0 < m <
< N indexet, amelyre F,, hamis (az el6bbi feltevés miatt mindig van ilyen
index). A G eseményt definidljuk, mint FE,,.

Tegyiik fel, hogy minden 0 < k < N indexre van olyan & szam, hogy a

kovetkez6 harom egyenlGtlenség teljesiil:

1/n§§k (1)

n
P(Ek/\FO/\"'/\kaﬁ§P<FO/\"'/\Fk71)'m'p'§k (2)

P(Fk/\FO/\---/\Fk_l)gP(FO/\---/\Fk_l)-%-(l—gk). (3)

Allitjuk, hogy ekkor P(G) < 2p.

Bizonyitas. Teljes indukcioval latjuk be a kovetkezs egyenlGtlenséget

n—2—k

PG| FyN---NFyq) <
(G| FoN---NFy_q) o

°p

egyenlGtlenséget. Pontosabban a teljes indukcié k szerint visszafele halad az
0 < k < U + 1 intervallumon, és azt allitjuk, hogy

2n—2—k

n—1

p-P(Fy NN Fi_q). (4)

A k= U + 1 alapesetben az Fy A --- A\ F; feltétel trivialisan sosem teljesiil,
igy az egyenlGtlenség mindkét oldala nulla. Mésrészt az & = 0 esetben a
feltétel trivialisan mindig igaz, igy az egyenlGtlenség az P(G) < 2p alakra

egyszertisodik, és ez éppen az, amit igazolni akarunk.
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Marmost lassuk be az indukcios allitast k-ra, ha feltessziik k& — 1-re. Itt
k<U—1< N —2. Tudjuk tehat, hogy

2n—3—k

P(GANFyN---NFy 1 NFy) < —

MAarmost

P(GAFyA---NFp_y) =
=P(GANFyN-- NFe s NF) + P(GANFy AN+~ ANF_1 AN—Fy) (6)

Csakhogy ha Fy A --- A Fp_1 A —F) igaz, akkor m = k, és igy G ekviva-
lens Ej-val. Ezért aztan a masodik tagot atirhatjuk a kdvetkez&képpen, és
hasznalhatjuk a (3) feltételt:

P(GANFyAN- - NFe 1 ANFy) =P(Fo AN+ AN Fr_1 N\ Ey) (7)

Helyettesitsiik be a (6) méasodik tagjaba a (7) kifejezést, az els§ tagjaba
pedig az (5) indukcios feltételt.

P(GAFyA---NFy) <
n—3—k
Si

Osszevetve ezt az a (3) és a (2) feltételekkel, ezt kapjuk:

P(GAFyA---AF_q) <

2n—3—k n n
Tn. (1 — .
pr— (=& + — pfk)

n—1

gm%AmAﬂ4y<
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Viszont ebben az egyiitthato

n—3—k n n
'p'n_l'(l—ék)‘i‘—l'p'fk—

B 2n2—3n—nk+—n —2n+nk
B (n—1)2 (n—1)2

n—1

2n2—3n—nk+n( —n—2+k 1
(n—1)2 (n—1)2 n
2P —An—nk—2+k 2n—-2—-k
B (n—1)2 O R

(Felhasznaltuk, hogy k& < n — 2, és az (1) feltételt.) Ez pedig az indukcio

a (4) allitasa, amit bizonyitani akartunk.

Most a tényleges bizonyités elsé lépéseként megadunk egy modszert a
csucshalmaz bizonyos tulajdonsagt véletlen particionalasara. (Noha az el-
nevezés hasonlo, ne tévessze Gssze ezt a particiondlast a min-sum clustering
probléma megoldésaval: ez utobbi particionalésrol ebben a szakaszban nem

ejtiink szot.) Pontosan a kovetkezst allitjuk.

2.7. lemma. AV}, ..., Vy_; valoszintiségi valtozokat megvalaszthatjuk agy,
hogy a V cstcshalmaz ezen halmazok (klaszterek) Vo U ... U Vy_; diszjunkt
uniojaként all els, és a kovetkezd harom tulajdonsag teljesiil. Egyrészt min-
den Vj, klaszter atmérgje legfeljebb 2rInn; mésrészt ha d(u,w) = 0, akkor
u és w biztosan egy klaszterben van; harmadrészt barmely u,w € V csu-
csokra annak a valoszintisége, hogy u és w kiilon klaszterben van, legfeljebb
2p, ahol p = d(u,w)/r. (Itt 0 < r egy tetszbleges paraméter; d pedig adott

szemimetrika.)

Bizonyitas. A bizonyitashoz megkonstrualunk egy megfelels (Vp, ..., Vy_1)

valoszintiségi valtozot. Feltehetjiik, hogy 2 < n, kiilonben az allitas trivialis.

2.8. definicié. El6szor rogzitsiik a csicsok egy tetszGleges sorrendjét: V =
{vo, ..., vs_1}. Minden 0 < k < n indexhez valasszunk egy z véletlenszamot,

amelyre 0 < z, < rlnn, az eloszlasa

Pz, <t) = (1—e "),

n—1
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ha 0 <t < rlnn, és a 2,...,2,_1 szamok teljesen fiiggetlenek. Ezutan

legyen N = n, és legyen
Vi={ueV|duv) <zgésug VoU---UVi_1}.

Masképpen a k sorszamu klaszter a v, koriili z; sugari gémbben 1évG
csucsokat tartalmazza, kivéve azokat, amelyek valamely kordbbi klaszterben
vannak.

Most belatjuk, hogy az igy definialt véletlen particioval a lemma allitasai
igazak.

Elérebocsajtjuk, hogy a z,-ra megadott eloszlés folytonos, és hogy elosz-

lasfiiggvényét 0 < ¢ esetén felirhatjuk a kovetkez6 egységes alakban:

P(Zk S t) — p— 1(1 o efmin(t,rlnn)/r» (8)

Mivel d(vg, vx) < zr mindenképp igaz minden k-ra, ezért a partici6 valo-
ban lefedi az egész ponthalmazt: V =V, U---UV,_;. Az is lathato, hogy a
klaszterek diszjunktak. Barmely klaszter sugara legfeljebb rInn, hiszen ha
u € Vi akkor d(u,v) < zp < rlan, ezért az atmérGje is legfeljebb kétszer
ekkora: ha u, w € Vj akkor d(u, w) < d(u, vg)+d(vg, w) < 2rlnn. A masodik
tulajdonség is nyilvanvaléan igaz: ha d(u,v) = 0 akkor u és v ugyanabba a
klaszterbe keriil.

A harmadik tulajdonsag igazolasahoz legyen u, w € V két rogzitett csucs.
A 2.6. lemmét fogjuk felhasznalni. Jelolje F} azt az eseményt, hogy zp <
< d(u,vg) és zx < d(vg,w) is teljesiil; By pedig azt jeloli, hogy zx < d(u,vg)
vagy zp < d(vk,w) koziil pontosan az egyik teljesiil.

Az nyilvanvalo, hogy Fj és Ej kizarja egymést. Mivel u,w € V, vannak
olyan Uy, U; < N indexek, hogy u = vy, illetve w = vy,, ezekre az indexekre
pedig d(u,vy,) = 0 < 2 illetve d(vy,,w) = 0 < 2, miatt Fj nem teljesiil.
Réaadasul Uy # Uy, igy az U = min(Uy, U;) < N — 2 indexre is igaz mindez.

Vegyiik észre, hogy mivel F}, és Fj, fliggvénye zp-nak, és zg, ..., zy_1 filig-
getlenek, ezért az

(Fo, Eo), ..., (Fx, Ey)
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parok teljesen fiiggetlenek egymastol. Ezért aztan a (2), (3) feltételeket egy-
szertisithetjiik P(FyA- - -AFy_1)-gyel. Ahhoz, hogy a lemmat alkalmazhassuk,

azt kell tehat igazolni, hogy minden k indexre van olyan &, szdm, hogy

1/n <&
n
PE)<—— p-
(Ey) < P
n
P(F;) < (1 -
() < —5 (1= &)
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
0o = min(d(u,vg), d(vg, w)); 0y = min(gg, 7 Inn);
01 = max(d(u, vy), d(vg, w)); 07 = min(py,7Inn).

Ezzel a jeloléssel az Fj, eseményt gy is atfogalmazhatjuk, hogy oy < 2z <
< 01. Hasznéljuk fel a (8) eloszlasfiiggvényt (kihasznélva, hogy folytonos).

(e7%/T — =01/ =

* * n
P(Ey) =P(o5 < 21 < 0f) = n_1

—05/m(1 — els—0D)/my (g
e AT B L)

Teljesen hasonloan Fj, akkor és csak akkor teljesiil, ha 2z < gy. Tehat

P(F}) = P(z, < 00) = nf (1 —e7/7) (10)

Vegyiik most észre, hogy
o1 — 05 < 01 — 00 = |d(u, vg) — d(vg, w)| < d(u, w),
amibdl, mivel 1 + x < e” minden z val6s szdmra igaz,

1= el < (gf = gp)/r < d(u,w)fr =
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Masrészt of < rlnn miatt az is igaz, hogy
1/n < e~/

[gy aztén &, = e~% valasztassal (9) és (10) adja a kivant feltételeket. Valoban
alkalmazhatjuk tehat a 2.6. lemméat. Vizsgaljuk meg, mit ad az allitasa.

A 2.8. definiciobol kévetkezik, hogy az w pont abban a Vj, klaszterben
van benne, amelyre d(u,vg,) < z;, de minden &k < ky indexre z < d(u, vg).
Ugyanigy, w abban a Vj, klaszterben van, amelyre d(vg,, w) < z, de minden
k < ky indexre z < d(vg, w). Viszont az m valosziniiségi valtozot ugy defini-
altuk, mint azt az indexet, amelyre F}, hamis, de minden k£ < m indexre F},
2 < d(vg, w); viszont d(u, vy,) < zx vagy d(vm, w) < zj.

Egyiitt ez azt jelenti, hogy u és v koziil legalabb az egyik a V,, klaszter-
ben van. Ré&adésul lathato, hogy G azaz E,, akkor és csak akkor igaz, ha
nem mindkét pont van ebben a klaszterben. Azt kaptuk, hogy G akkor és
csak akkor kovetkezik be, ha u és v kiilonb6z6 klaszterben van. A lemma
azt allitja, hogy ennek a valosziniisége legfeljebb 2p. Ezzel a 2.7. lemmét
belattuk.

Kovetkezs 1épésként modositjuk a fenti particiondlasi modszert, hogy egy

ujabb kovetelményt is kielégitsen.

2.9. lemma. AV}, ..., Vy_; valoszintiségi valtozokat megvalaszthatjuk agy,
hogy a V cstcshalmaz ezen halmazok (klaszterek) Vo U ... U Vy_; diszjunkt
unidjaként all el, és a kovetkezd harom tulajdonsag teljesiil. Egyrészt min-
den Vj, klaszter atmérdgje legfeljebb r(2Inn + 2); mésrészt ha d(u, w) < r/n,
akkor u és v biztosan egy klaszterben van; harmadrészt barmely u,w € V
csucsokra annak a valoszintisége, hogy u és w kiilon klaszterben van, legfel-

jebb 2p, ahol p = d(u,w)/r (0 < r egy tetszileges paraméter).

(Vegyiik észre, hogy az atmérdre adott korlat kissé gyengébb az el6zonél,

mig a harmadik tulajdonsag valtozatlan.)
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Bizonyitas. ElGszor képezziink a metrikus térbdl egy 1j szemimetrikat tgy,
hogy Osszehtzzuk az r/n-nél kozelebbi cstcsokat egy csiicsba. Pontosabban
tekintsiik azt az ekvivalenciarelaciot, amely szerint az u és v cstics ekvivalens
egymassal, ha d(u,v) < r/n, vagy ha mas V-beli csticsokon keresztiil u-bol
el lehet jutni v-be legfeljebb r/n hosszi ugrasok sorozataval. Definialjunk
egy 1j dc szemimetrikus teret a V' halmazon, amelyben a d¢(u,v) tavolsag
egyvenld az u ekvivalenciaosztalya és v ekvivalenciaosztalya kozti legkisebb
tavolsaggal.

Alkalmazzuk a 2.7. lemméat az 4j do szemimetrikara (de valtozatlan r
paraméterrel), igy V egy (Vj,...,Vy_1) particiojat kapjuk. Allitom, hogy
erre a particiora teljesiilnek a lemma kovetelményei.

Mivel 6sszesen n cstcs van, ezért barmely pontbol barmely vele ekvivalens
pontba legfeljebb n — 1 darab, egyenként r/n hossza ugrassal el lehet jutni,
igy két ekvivalens pont tavolsaga kisebb r-nél. Ebbdl az kovetkezik, hogy
barmely két cstcsra de(u,v) < d(u,v) + 2r, igy az egyes klaszterek atmérgje
a d metrika szerint legfeljebb 2r-rel nagyobb, mint a d¢ szerint, azaz legfel-
jebb r(2Inn + 2). Ha az w,v pontokra d(u,v) < r/n, akkor ez a két pont
ekvivalens, ezért do = 0, igy ez a két pont biztosan egy klaszterbe keriil.
Végiil mivel barmely két u,v cstucsra de(u,v) < d(u,v), ezért a harmadik
tulajdonsag is teljesiil: u és v legfeljebb d(u,v)/r valoszintiséggel keriil kiilon
klaszterbe.

Valoban a fenti tulajdonsagi véletlen particionalast kaptunk tehat.

Most méar készen allunk arra, hogy megadjuk a u-HST-t elGallito algorit-

must.

2.10. definicié. Legyen bemenetként adott a V' (nem iires) cstcshalmaz, a
d metrika ezen a halmazon, az 1 < p paraméter, és a A atmérd, amelyrsl
feltessziik, hogy nem kisebb a V' atmérgjénél a d metrika szerint. A beme-
nethez tartozd kozelits fat, amely egy silyozott éli gydkeres véletlen fa V'
levélhalmazzal, rekurzivan definidljuk a kévetkezGképpen.

Az alapeset, ha 1 = n (n jelolje V' elemszamat): ekkor a kozelits fa alljon

egy levélbdl és egy gyokérbsl koztiik egy A/2 sulyu éllel.
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Kiilonben particionaljuk a V' csticshalmazt a 2.9. lemma szerint a d met-
rika alapjan az r = A/(p(2Inn+2)) paraméterrel. Dobjuk el az iires klaszte-
reket. Ezutdn minden V), klaszterhez rekurziv médon készitsiik el a kozelits
fat, metrikdnak a d metrika megszoritasat hasznalva, a p paraméterrel és
a A/p atmérdvel. (Az egyes véletlen kozelits fakat a particionalastol fiig-
getleniil készitsiik el.) Végiil vegyiink fel egy 1j gyokércsucsot, amelynek
gyerekei az igy kapott kisebb kozelité fak, melyek barmelyikének a gyokerét
(1 —1/u)A/2 sulyu él kiti 6ssze az uj gyokérrel.

2.11. lemma. Ha a V.d, u, A bemenetek teljesitik a feltételeket, akkor a
kozelits fa rekurziv definicidja értelmes, kimenete egy A atmérdji p para-
méterti HST, melynek levélhalmaza V', és ez a fa olyan d* metrikat indukal,

amely az 1.14. definici6 értelmében
a=p2lnn+2)(1+log, n)
paraméterrel kozeliti d-t.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy a definici6 értelmes, csak két dolgot kell belat-
nunk: azt, hogy a rekurziv hivis bemenetei teljesitik a kikotéseket, és azt,
hogy az eljaras termindl, tehat nem hivja magét kozvetetten végtelen sokszor.

A rekurziv hivas argumentumairél régton adodik, hogy Vi nem iires hal-
maz, d megszoritasa ugyanerre pedig metrika rajta, és hogy 1 < u. Azt kell
csak belatni, hogy a A/u atmérG nem kisebb a Vj atmérgjénél, ez is igaz
azonban, mert a 2.9. lemma garantélja, hogy a kapott klaszterek atmérgje
legfeljebb 2(rlnn + 2) = A/u.

Az | mélységii rekurziv hivasnil az atméré bemenet egyenls A/u'-nel
igy a csticshalmaz atmérdje is legfeljebb ennyi. A hasznalt metrika mindig
ugyanannak a d-nek a megszoritésa, igy elég nagy [-re ez a korlat kisebb a
legkisebb d-beli tavolsdgnal is, ekkor pedig a csticshalmaz csak egy csticsbol
allhat, ilyenkor pedig az alapeset érvényesiil. Ebbdl aztan lathato, hogy a
rekurzi6 terminal.

A konstrukcio és a 2.2. definicio Osszevetésébdl nyilvanvald, hogy a kime-

net valoban egy HST a u paraméterrel, A dtmérdGvel, és V' levélhalmazzal.
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Vizsgéljuk most a valoszintiségben kozelités érvényét. Legyen u,v € V két
csucs, jelolje a faban mért tavolsagukat d* = d*(u, v), az eredeti metrikdban
mért tavolsdgukat d = d(u,v). Annyit kell csak belatnunk, hogy d < d*
biztos, de E(d*) < ad. Nyilvan feltehetjiik, hogy u # v.

Az els6 egyenlGtlenséget indukcioval lathatjuk be a rekurzié mélysége sze-
rint. Két esetet kell vizsgdlnunk: ha u és v a particionalasnal kiillonb6z6
klaszterbe keriilt, akkor a kapott faban gyokérnek kiilonbo6z6 gyerekétsl szar-
maznak le, d* = A, ez pedig a feltételbsl nagyobb vagy egyenld V' atmérdjé-
nél, igy d-nél is. Ha viszont azonos klaszterbe keriiltek, akkor ugyanannak a
részfanak a levelei, ezt a részfat pedig egy rekurziv hivés allitotta els, amelyre
alkalmazhatjuk az indukcios feltételt, igy ebben a részfiban a tavolsaguk leg-
alabb d.

A maésodik allitashoz jeldlje i azt a nemnegativ egészt, amelyre A /™! <
< d < A/u (nyilvan 0 < 7). Bizonyitsuk i-re vonatkozo teljes indukcioval azt
az erGsebb allitast, hogy E(d*) < du(2Inn + 2)(1 + min(7, log, n)). Vegyiik
észre, hogy ha log, n < i, akkor d < A/n, igy a particionalasrol kikotott
harmadik tulajdonsag miatt u és v biztosan ugyanabba a klaszterbe keriil, igy
az indukcios feltételt alkalmazhatjuk erre a klaszterre, ezért valoban E(d*) <
du(2Inn + 2)(1 + log, n). Masrészt ha i = 0, akkor A/ < d, ezért u és
v nem keriilhet azonos klaszterbe a 2.9. lemma elsG tulajdonsaga miatt, igy
d* = A < dp < dp(2logn + 2). Végiil ha 0 < i < log, n, alkalmazzuk
a masodik tulajdonsagot: ez azt mondja ki, hogy annak a val6szintisége,
hogy a két csucs kiilon klaszterbe keriil, legfeljebb d/r = du(2Inn + 2)/A.
Ha a két csics kiilon klaszterbe keriil, akkor a d* = A. Ha ugyanabba a
klaszterbe, akkor az indukciot alkalmazhatjuk a megfelel§ részfara, ennek az
atmérdje A/p, mig d valtozatlan, igy erre a rekurziv hivéasra i eggyel kisebb
mint a teljes fara, tehat az allitasbol d* feltételes varhato értéke legfeljebb

du(2logn + 2)i. A két lehetséget Gsszerakva éppen azt kapjuk, hogy

du(2lnn + 2)

B(a) < P

A+ du(2logn +2)i = du(2logn +2)(i + 1).

Meg kell még jegyezni, hogy a fenti szamitasban n-et allandonak tekin-

tettiik, holott a részfakra n értéke kisebb az eredeti fa elemszaménal. El-
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lenérizhet6 azonban, hogy ez nem rontja el a becsléseket. Ezzel belattuk

a 2.11. lemmaét.

A fentiek mar kozvetleniil igazoljak a fejezet {6 tételét.

Bizonyitas (2.5. tétel). Vegyiik a V| d metrikus tér 2.10. definici6 szerinti
kozelitG fajat, ahol a paraméter u, és a A atmérd egyenld a metrikus tér
atmérgjével. A 2.11. lemma szerint ez valoban egy u-HST, amely altal in-
dukalt d* metrika o paraméterrel valoszintiséghen kozeliti d-t. Ezt a HST-t
a 2.4. allitas szerint specidlis alakra hozhatjuk, és ez nem rontja el a tobbi
tulajdonsagot.

Nem fogjuk teljes részletességgel bebizonyitani, hogy ez a konstrukcio
polinom ideji véletlenitett algoritmussal elkészithets, de bizonyos részleteket
kiemeliink.

Egyrészt a bemenet méretéhez meg kell adni pontosan, milyen forméja
bemenetet kap az algoritmus. Azt feltételezem, hogy u értékét a bemenet
tartalmazza, de egy 1-nél nagyobb als6 korlatot rogzitettiink ra. hogy a d
metrikdban minden tavolsag egész szam, és a metrikit egyszertien az Osszes
d(u,v) tavolsag felsorolasaval adjuk meg.

Azt nem nehéz latni, hogy a 2.9. lemméban, a 2.10. definicioban, és
a 2.4. allitasban szerepld konstrukciokat polinom idGben el lehet végezni.
Csak annyit jegyeznék meg, hogy a kozelit6 fa rekurzioja dsszesen legfeljebb
[ - n-szer hivja meg magéat, ahol [ a rekurzié legnagyobb mélysége (egyben a
kapott fa mélysége), és | = O(log A), ahol A a d-beli legnagyobb tavolsag (a
legkisebb tavolsag legalabb 1).

Gondot csak az okoz, hogy a 2.8. konstrukciojat is végre lehet-e hajtani
polinomidlis id6 alatt — s6t, egyaltalan algoritmikusan. Ehhez a definicibhoz
ugyanis el§ kellene allitani egy véletlen valos szamot egy megadott eloszlassal.
Vegyiik azonban észre, hogy ha a z; véletlen szam helyett egy maéasikat va-
lasztunk, amely pontosan ugyanazoknal a d(u,v) tavolsagoknal kisebb, mint
az igazi, akkor az eredmény ugyanaz lesz, ilyen d(u,v) tavolsag pedig csak n?
féle van. Azt nyilvan megtehetjiik P-ben polinomialis idében (és polinomiélis
sok véletlen bittel), hogy z; helyett ennek egy kozelitését szamitjuk ki, amely-

nek az eloszlasa z,-6t61 mindenhol legfeljebb 2= F-nel tér el. Ez a kozelités
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legfeljebb O(27F) - n? valosziniiséggel keriil méasik intervallumba azok koziil,
amelyeket a d(u,v) tavolsagok hatérolnak. Mivel legfeljebb n°™® . 1og®® A
ilyen véletlenszamot hasznalunk, Igy legfeljebb O(27F) - N9 valoszintiseg-
gel kapunk rossz eredményt, ha N a bemenet mérete. Azonban még ha rossz
eredményt is kapunk, a végsé eredmény akkor is egy HST, és az ebbdl ka-
pott d* indukalt graf-metrika domindlja d-t, mivel pedig d*(u, v) sosem lehet
nagyobb, mint A, igy E(d*(u,v)) < a-d(u,v) + A-O0(27F) - N°D. Ezért
aztan az ilyen kozelitéssel kapott d* mérték a + ¢ paraméterrel valoszint-
ségben kozeliti d-t, ahol ¢ = NOM . O(27F"), és a futasids P’-nek és N-nek

polinomjaval korlatos.

3. A min-sum k-clustering koézelité megoldasa

Ebben a fejezetben megadjuk a HST-kre vonatkozod kozelitG algoritmust
[3] alapjan. Az algoritmus bemenetként méar egy HST-t kap, kimenete a min-
sum k-clustering probléménak (lasd 1.11. definici6) olyan megoldésa, amely
a célfiiggvény szerint az optimalistol csak legfeljebb konstans faktorral tér el,
determinisztikus, és polinom idében lefut. Kiemeljiik, hogy a k£ szamot be-
menetnek tekintjiik, tehat a kozelitésre és az idére adott korlat minden k-ra
egyszerre érvényes. A kozelitéshez azonban sziikséges, hogy a HST u para-
méterét n-tdl fiiggGen valasszuk meg. A valasztast késébb fogjuk megadni.

HST alatt ebben a fejezetben végig a 2.3. definici6 szerinti specialis for-
majia HST-t értiink — ezt megtehetjiik, mert a 2.5. tétel ilyet ad. A fejezet

{6 tétele tehat a kovetkezd.

3.1. tétel. Barmely bemenetként kapott specidlis formajiu p-HST-re és 0 <
k egészre polinomialis id§ alatt konstans faktorral optimalis kozelitést tudunk
adni a HST indukalt metrikajan a min-sum k-clustering problémara. Ehhez
azonban feltessziik, hogy p kés6bb meghatarozando, csak n-tél fiiggs korlatok
kozott van, ahol az als6 korlat nagyobb egy n-t6l fiiggetlen 1-nél nagyobb

konstansnal, és a korlatok barmely n-re kielégithetGek.

Most az els6 el6készits 1épésben visszavezetjiik a feladatot arra az esetre,

amikor a HST-nek legfeljebb O(log, n) szintje van.
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3.2. lemma. Legyen p mint az el6z6 tételben. Tegyiik fel, hogy van egy
polinomidlis ideji algoritmusunk, amelynek a bemenete egy oy, log,, n szintt n
levelid p-HST, és egy 0 < k egész, kimenete pedig egy [ konstans kozelitéssel
optimélis megoldas a min-sum k-clustering problémara az indukalt metrikan.
Ekkor szintén polinom idében 23 konstans kozelitéssel optimélis megoldast
tudunk adni a min-sum k-clustering problémaéra tetszGlegesen magas p-HST-

re is. Itt ar, egy kés6bb meghatarozott 3-tol fiiggs pozitiv konstans.

Bizonyitas. Legyen a bemenetiink egy A atmérdji pu-HST az n elemii V
levélhalmaz felett, és a k egész szam. Tegyiik fel, hogy az optimalis megoldés
célfiiggvénye go. Legyen [ az a legkisebb egész, amelyre 3 - go < A/u!. Ek-
kor egy [ faktorig optimalis megoldasban a klasztereken beliil biztosan nem
szerepelhet A/(2u!)-nél hosszabb tavolsag, igy a fa els§ [ szintjének nincs
sok jelentGsége: ha 2 < [, ezeket akir Gssze is vonhatjuk egy szintté, azaz
felvesziink egy 1j gyokeret, és az [-edik szinten 1év§ 0sszes csticsot kozvetleniil
ehhez kotjiik egy-egy (1 — 1/u)A/(2u') hosszu éllel.

Mésrészt legyen I’ a legnagyobb egész, amelyre A/u < go. Ekkor nincs
jelentGsége a A/(n? - p!t1)-nél révidebb tavolsdgoknak sem, mert ha ezeket
megnoveljiik egységesen A/(n? - p'*1)-re, akkor ez a célfiiggvényt legfeljebb
A/p!*-nel noveli meg, igy legfeljebb kétszer rosszabb kézelitést kaphatunk.
Vonjuk tehat ssze a faban az (els§ Osszevonas el6tt) I-edik és alatta 1éve
szinteket, azaz minden levelet az I’-edik szinten 1évs csticsokhoz kozvetleniil
egy-egy A/(2u") hosszi éllel.

Mivel nyilvan I’ —1 = O(log, n), ezért az igy kapott fanak legfeljebb ennyi
szintje van, és ha a feltételezett algoritmust futtatjuk rajta, akkor a kapott
kozelité megoldas az eredeti fan is 23 paraméteri kozelités.

Csak egy probléma van: gg értékét nem tudjuk elére meghatarozni. Sebaj,
egyszeriien kiprobalhatunk minden szoba jovs [, I’ értéket, és mindegyikre
meghivhatjuk az algoritmust, majd a kapott megoldasok helyességét konnyen
ellendrizhetjiik, és kivilaszthatjuk a legjobbat. Ez legfeljebb annyi hivast
igényel, ahany szintes a bemenetként adott fa, ez pedig még mindig csak

polinomiélis id6t jelent.
Masodik el6készité 1épésként a min-sum k-clustering problémarol atté-
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riink egy hasonlé probléméra.

3.3. definici6. Legyen adott egy (V,d) metrikus tér és egy k nemnegativ
egész. A balanced k-median probléma egy megengedett megoldasa a ko-
zéppontok K halmazabol, és a klaszterek P, halmazaibol all: ahol K C V
egy pontosan k elem® halmaz, és minden v € K kozéppontra P, a V egy
részhalmaza és v € P,, a klaszterek diszjunktak, uniojuk a teljes V. A
minimalizalando célfiiggvény a klaszterek elemeinek a koézépponttol valo té-

volsaganak a klaszterek elemszaméval silyozott Osszege:

9(d, (K, (P) = Y|P Y d(v,w).
veK we Py
Megjegyzem, hogy a balanced k-median problémat masképpen is szoktéik
definialni, mégpedig a v € P, megszoritas nélkiil.

Nyilvanvalé a kovetkezs allités.

3.4. allitas. A balanced k-median probléma pozitiv linearis.

3.5. lemma. Ha adott metrikus téren és adott k& mellett a (K, (P,)) meg-
engedett megoldas [-kozeliti a balanced k-median problémat, akkor a {P,}

particié 2(3-kozeliti a min-sum k-clustering problémét.

(A jeloléssel kapcsolatban hadd jegyezzem meg, hogy mig a balanced k-
median probléma megoldasiaban a (P,) csiicshalmazokbol allo rendszer K
elemeivel van indexelve, a min-sum k-clustering problémaban az ugyanigy

jelolt {P,} nincsenek indexelve.)

Bizonyitas. Legyen {F},..., P,_;} a min-sum k-clustering probléma opti-

mélis megoldésa. Ennek min-sum £ clustering szerinti célfiiggvénye

G (P =535 S dww)

i u€P weP]

. . /! / /!
Legyen most minden i-re v} a P/ halmaz azon eleme, amelyre Zwepi, d(v}, w)

minimélis. Ez utan legyen minden i-re P/, = P/. Az igy kapott ({vj}, (P/,))
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megengedett megoldasa a balanced k-mediannak, és célfiiggvénye

g(d, ({vi}, (Py))) ZIP’ S dwhw) =YY ) dw,w) <

weP! i ueP] weP]

< Z Z Z d(uv w) = 2gl(d’ {le})

i ueP/ weP]

Masrészt a (K, (P,)) a balanced k-medianra [3-kozelités, ezért a fenti cél-

fliiggvénynek legfeljebb [(3-szorosa:

DIRL Y d(v.w) = g(d (K, (P) < 8- g(d, ({vi}, (P)))).

veK weP,

Viszont a {P,} k elemii particioja V-nek, igy megengedett megoldasa a min-

sum k-clustering problémanak, célfiiggvénye pedig

g(d,{P,}) = ZZZduw ZZZduv+de)

UEK u€ Py, weP, UGK u€ Py weP,
=D IR Y d(v,w) = g(d, (K, (P,))) (11)
veEK weP,

A héarom egyenl6tlenségbdl egyiitt pedig ¢'(d, {P,}) < 26 - ¢'(d, {P)}),
tehat {P,} valoban 273 faktorig optiméalis megoldés.

A 3.2. lemma és a 3.5. lemma miatt a tovibbiakban csak egy egy adott
n leveld, legfeljebb O(log, n) szintt p-HST altal indukalt graf-metrikin kell
polinom idGben konstans kozelitéssel megoldést adnunk a balanced k-median
feladatra.

Erre egy dinamikus programozéison alapulé algoritmust fogunk bemu-
tatni, amely a problémanak bizonyos, egyre nagyobb részmegoldésait keresi.
El6szor leirunk egy olyan valtozatot, amely optimalis megoldéast ad, de po-
linomiélisnal tobb id6t hasznal. Ezutidn megadjuk ennek egy javitasat, ami
mar polinomiélis idejd, de cserébe egy konstans faktorral rosszabb megoldast
is adhat.

El6szor definialni fogjuk a probléma részleges megoldasanak a fogalmaét.

A részmegoldast szemléletesen tgy képzeljiik el, mint a balanced k-median
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megoldasdnak részben meghatarozott valtozata, de ennek a képnek nem
adunk preciz jelentést. Specidlisan nem feltétleniil tartozik minden részmeg-
oldashoz teljes megoldas.

Definidlunk egy nemnegativ értékii célfiiggvényt (kiértékels fiiggvényt) is
a részmegoldasokon, valamint definialjuk a részmegoldas lenyomatat. A dina-
mikus programozési algoritmus lényege az lesz, hogy bizonyos lenyomatokhoz
elgallitjuk a célfiiggvényt minimalizalo részleges megoldast (és a célfiiggvény
itt felvett értékét is). A bizonyitas sok technikai részletbsl all. Meg kell
ugyanis adni a legegyszertibb részmegoldasokat, amelyekbdl kiindulunk; azt
a miiveletet, amivel két kisebb részmegoldasbhol egy nagyobbat kaphatunk, és
azt, hogy szamithatjuk ki a célfiiggvényét és a lenyomatat egy ilyen Gsszeté-
telnek; azt, hogy minden részmegoldast felépithetiink ilyen médon; és hogy
minden teljes megoldast meg lehet kapni egy bizonyos lenyomati részmegol-
dasbol.

3.6. definici6é. Legyen tehat a tovabbiakban adva a A atmérdji specialis
forméja -HST a V leveleken. Legyen adott a k nemnegativ egész paraméter;
és jelolje n a V' elemszaméat. Jelolje L a fa szintjeinek szaméat leszamitva a
levelek szintjét: a gyokér a nulladik, a gyokér gyerekei az elsd, stb, a levelek
az L-edik szinten vannak. Ha két levél legfiatalabb ko6z6s Gse az i-edik
szinten van, akkor azt mondjuk, hogy a két levél az i szinten kapcsolédik.
Természetesen barmely két kiilonboz6 levélhez van olyan i (0 < ¢ < L),
hogy a két levél az i-edik szinten kapcsolddik. Idézziik fel a HST-nek azt a
tulajdonsigét, hogy ilyenkor a két levél tavolsaga p~tA

3.7. definici6. Részleges megoldasnak bizonyos (U, C, (p,;),(A,)) né-
gyeseket hivunk, ahol U C V és C' C U csicshalmazok, minden v € C
csicsra A, C U, és minden v € C csticsra és 0 <7 < L egészre p,; nhemnega-
tiv egész. A négyesrdl annyit kotiink még ki, hogy az A, halmazok paronként
diszjunktak legyenek; minden v € C-re v € A,; és hogy ha a,; jeloli az A,
olyan csucsainak szaméat, amelyek v-vel az i-edik szinten kapcsoldodnak, akkor

minden v € C-re és minden 0 <7 < L-re a,; < py;.

Szemléletesen a részleges megoldas a balanced k-median megoldasanak

egy részleges meghatarozasat jelenti. Az U, amelyet egy részfa leveleinek
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kell elképzelni, azt adja meg, hogy a részmegoldas mekkora részét rogziti a
megoldasnak: ha U = V, akkor a teljes megoldast egyértelmtien rogziti. A
méasik harom valtozo jelentése: C' az U-ban 1évs kozéppontok halmaza, és
A, v klaszterébdl az U-beli pontok halmaza, és p,; a klaszter olyan pont-
jainak szama, amelyek v-vel az i-edik szinten kapcsolodnak. Specialisan

L+ o<icr Pvi a v klaszterének elemszama.

3.8. definici6. Egy (U, C, (py.), (Ay)) részleges megoldas célfiiggvényének
értéke legyen

5 (1 Ly p) S g A

veC 0<i<L 0<i<L
Ez szemléletesen a balanced k-median célfiiggvényébdl az U-beli kdzép-

ponti klaszterekhez tartozo részosszeg. (Megjegyzem, hogy ez nem az 1.2. de-

finicio értelmében vett célfiiggvény.)

3.9. definici6. Egy (U, C, (p,.), (A,)) részleges megoldashoz definialjuk en-
nek (egyértelmi) lenyomatat: ez legyen az (U, ¢, s, (q;)) négyes; ahol ¢ =
= |Cl; s = |U] = > ,ec |Av], és minden 0 <4 < L indexre ¢; = > (v —
ay.i), ahol itt a,; ismét az A, olyan cstcsainak szama, amelyek v-vel az i-edik

szinten kapcsoldodnak.

A lenyomat paramétereinek szemléletes jelentése a kovetkezs: ¢ az U-beli
kozéppontok szama; s az olyan U-beli csiicsok szama, amelyek U-n kiviili
kozépponthoz tartoznak; és ¢; az olyan U-n kiviili csiicsok szdma, amelyek
U-beli kézépponthoz kapcsolodnak az i-edik szinten at.

A definiciobol konnyen kovetkezik néhany korlat.

3.10. allitds. Minden részleges megoldas lenyomatdban 0 < s < n, és min-

den i-re 0 < g;.

[smertetek néhany megszoritast, ami az Osszes, az algoritmus altal vizs-
galt lenyomatra teljesiilni fog. Mivel a rekurziét még nem adtuk meg, ezeket
csak késébb latjuk be.

Az els6 megszoritas U-ra vonatkozik.
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3.11. definici6é. Az U levélhalmazt szabalyosnak nevezziik, ha nem iires,
és V-nek van egy olyan w bels§ cstcsa, és a bels6 csticsnak néhany gyereke,

hogy U pontosan ezen gyermekekbdl leszarmazott leveleket tartalmazza.

(A gyerek csticsok lehetnek belss csticsok vagy levelek w-tol fiiggen.
Megjegyzem, hogy ez az w nem feltétleniil egyértelmd: ha U a w &sszes
leszarmazottjanak halmaza, akkor w helyett vehetnénk ennek sziil§jét is —
kivéve ha w a gyokér csiics.) Ebbdl kovetkezik, hogy ha w az l-edik szinten
van, akkor U barmely elemével egyiitt az dsszes olyan levelet is tartalmazza,

amelynek vele az [ + 1-edik szinten kozos Gse van.

3.12. allitas. Az 0Osszes, a rekurzi6 altal vizsgalt lenyomatban U szabalyos

levélhalmaz. Ez az allitas a rekurzido megadasabol vilagosan kovetkezni fog.

A masodik és a harmadik megszoritas ¢;-re vonatkozik.

3.13. Allitas. Minden, a rekurzié soran vizsgalt lenyomatban minden 0 <
i < L szintre ¢; < 2n(n — |U|)

A harmadik megszoritas a bizonyitashoz ugyan nem sziikséges, ezért nem
fogjuk igazolni, mégis a bizonyitas megértését segitheti. Ez a kdvetkezdt
mondja ki: a 3.11. definiciéban definidlt I-re 0 = ¢ 1 = 0 = -+ = qr_1-
Szemléletesen ennek az oka, hogy az elsd tulajdonsag miatt U-n kiviili csiics
az U-n beliili klaszter-kdzépponthoz csak [-edik vagy fels6bb szintii csticson
keresztiil kapcsolédhat.

A rekurzi6 célja az lesz, hogy a (V, k,0, (0,...,0)) lenyomathoz talaljuk
meg az optimalis (azaz minimélis célfiiggvényti) részmegoldast. Ez elegendd

a kovetkezd lemma miatt.

3.14. lemma. A balanced k-median probléma egy tetszéleges megoldasahoz

elkészithetiink egy olyan részmegoldést, amelynek lenyomata éppen
(‘/77]{;707 (07"'7O)>

és amelynek a célfiiggvénye megegyezik a részmegoldas célfiiggvényével. Meg-
forditva, egy olyan részmegoldéshoz, amelynek a lenyomata a fentivel egyezik

meg, elkészithetiink egy megoldast ugyanolyan célfiiggvénnyel.
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Bizonyitas. Legyen adott a (K, (F,)) megoldas. Legyen p,; a P, klaszter
olyan pontjainak szdma, amelyek v-hez az i-edik szinten kapcsolédnak. Vizs-
galjuk a (V, K, (py.), (P,)) részmegoldast. Ez valoban részmegoldas, mivel
minden v € K-ra és 0 <4 < L szintre a P, halmazok paronként diszjunktak,

vE P, és a,; =pyi. A részmegoldas célfiiggvénye

3 <1+ > pm> Y panTA,

veEK 0<i<L 0<i<L

csakhogy p,; megvalasztasa miatt 1 + Y, p,; = |Py|, és mivel ha két cstics

az i-edik szinten kapcsolodik, akkor a tavolsdguk éppen p—tA, ezért

va,i/f’A = d(u,v);

u€ Py

igy ez a célfiiggvény éppen megegyezik az eredeti megoldds min-sum k-
clustering célfiiggvényével.

Visszafele legyen adott a (V,C, (py,), (A,)) megoldas. Vizsgaljuk ekkor
a (C,(A,)) megoldast. Tudjuk, hogy az A, halmazok diszjunktak, igy a
klaszterek is; és ¢ = k darab klaszterkozéppont van. A lenyomatban s = 0,

ezért a részmegoldas olyan, hogy |U| = >, _~|A,|, tehat minden cstcs be-

veC
keriilt valamelyik klaszterbe. Ez tehit megengedett megoldésa a problémé-

“, e,

szegnek minden tagja nemnegativ, igy p,; = a,,; minden v-re. Az el6z6hoz
hasonlo érveléssel lathatod az is, hogy a részmegoldas célfiiggvényének értéke

egyenld a balanced k-median célfiiggvényével a megadott megoldason.

Most pedig lassuk a rekurzi6 lépéseit. Ez, mint mar emlitettiik, bizo-
nyos (U, ¢, s, (¢;)) lenyomatokra megkeresi a célfiiggvény minimumat az ilyen

lenyomat részmegoldasokon, és egy ilyen optimélis részmegoldast.

3.15. definici6é. A (U, ¢, s,(¢;)) lenyomatu részmegoldasok minimumanak
értéket D(U, ¢, s, (¢;)) jeloli. (Elsfordul, hogy valamilyen lenyomathoz nincs

részmegoldas, ilyenkor a minimumot +oo-nek tekintjiik.)
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Tegyiik tehat fel, hogy adott leveleknek egy U halmaza, amely teljesiti az
els6 megszoritast, és adottak a 0 < ¢, s, qo, . . ., qr—1 < n egészek. A szamitasi
modszernek két esete van: az alapeset az lesz, ha U egyetlen levélbdl all, a
tobbi esetben az optimum szamitasat visszavezetjiik kisebb U-ra.

Legyen tehét elgszor U = {u} egyelemt. Az optimum ilyenkor kénnyen

szamithato.

3.16. lemma. Egyelemii U halmazzal a lenyomatokhoz tartozé optimumo-
kat a kovetkez6 képletek adjak meg, és a megfelel6 részmegoldast is konnyen

meg lehet konstruélni.
D({u},0,1,(0,...,0)) =0

D({u}’ 17 Oa (qu SRR qL—l)) - Z (1 + Z %) qz:u_zA

i

D({u},¢,s,(qo,---,qr-1)) = +oo  minden méas esetben

Bizonyitas. Hac=0éss=16s gy = --- = qz—1 = 0, akkor az optimum
0, és az ehhez tartozé részmegoldas trivialis: C' = (), igy p és A iiresek.
Ha ¢ = 1 és s = 0, akkor barmilyen (qq,...,q._1) paraméterekre van egy
egyértelmi részmegoldas: C' = {u}, A, = {u}, és p,; = ¢; minden i-re.
Erre a célfiiggvény értéke valoban a fent megadott. Ha ¢ = 0 de s vagy ¢
nem a fenti alaki, akkor konnyen lathato, hogy nincs megfelel6 lenyomatu

részmegoldas. Ugyanez a helyzet, ha 1 < ¢, vagy ha 1 = ¢ mellett 0 < s.

Legyen most U legaldbb kételemi.

3.17. allitds. Ha az U levélhalmaz szabalyos a 3.11. definici6 szerint, és
legalabb kételemii, akkor felirhato az U és UM szabélyos levélhalmazok
uni6jaként gy, hogy van a grafnak egy w bels§ csicsa, amelyre mind U,
mind U©® &s UM elsall a w néhany gyerekének dsszes leszarmazott leveleként.
Jeloljiik w szintjét I-lel. Barmely U©)-beli cstics barmely U™M-beli csticshoz

az [-edik szinten kapcsolodik.

Bizonyitas. Mivel az U regularis, van egy olyan w cstics és w gyerekeinek

egy W halmaza, amelyre U pontosan a W pontjaibél leszarmazott levelek
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halmaza. Feltehetjiik, hogy W legalabb két elembdl all, mert ha W egyelemi
lenne, akkor w helyett valasszuk W egyetlen elemét, és egyidejiileg W helyett
az 1j w Osszes gyerekének halmazat (ezt a lépést legfeljebb véges sokszor
kell megismételni, és mivel U nem egyelemii, végiil nem kaphatunk levelet).
Osszuk a W halmazt két diszjunkt nem iires részre: W = WO g w®,
A rekurzios lépéshez W0 -t tetszolegesen valaszthatjuk W nem iires valodi
részhalmazai koziil, de a bizonyitas kés6bbi részében tovabbi megszoritést
fogunk adni ra. Legyen U© a W(_t6] leszarmazott dsszes levél halmaza, és

képezziik hasonloan W-bsl UM-et. Ezekre a halmazokra az allitas trivialis.

Az U-hoz tartozd optimumokat a fenti felosztas utan az U©-hoz illetve
UM-hez tartozoé optimumokbol fogjuk rekurziv modon megkapni. Mivel ezek
a levélhalmazok U-nal kisebbek, a rekurzié véges lesz. Pontosan azt allitom,

hogy a kovetkezG képlet érvényes.

3.18. lemma. Legyen (U, ¢, s,(q;)) egy lenyomat, melyben az U legalabb
kételemt szabalyos levélhalmaz a 3.17. 4llitas szerinti moédon fel van osztva
két részre. Ekkor az ilyen lenyomati részmegoldasok minimalis célfiiggvé-
nyét a kovetkezs képlettel szdmolhatjuk, és kénnyen konstrudlhatunk egy
megfelel6 részmegoldast is, ha a képlet jobb oldalan szereplé optimumokhoz

ismeriink egy megfelel§ részmegoldéast.

D(U,c,s, (q0,---,q1-1)) = min(D(U(O), c(o), 3(0), (q((]o), .. ,q(LOZl)) +
+ DU, M s, (g5, qp2))

()

ahol a minimum a

C(O)a C(l)a S(O)a S(l)a Q(gO)a cety qg,ozla qél)a cee q(Llll’ 0(0)7 U(l)

egész értéki valtozok minden olyan értékén fut, ahol teljesiilnek a kovetkezd
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egyenl@ségek

c=c0 4 W
s =50 4 s _ 50 _ 5D

g = a0 +q¥ — 6 _ 50

6 =q" +q" hai#l
és a kovetkezG kiegészits egyenlGtlenségek

0 <0 < min(sW, Ql(O))
0 < oW < min(s?, Ql(l))
0 < c® 0 50 (0 <y

0<q?, ¢

Miel6tt elkezdenénk a bizonyitast, ellendrizziik a rekurziora koradbban
megadott két megszoritast. A 3.12. allitas nyilvanvalo, csak a 3.13. &llitas

szorul indoklasra.

Bizonyitas (3.13. allitas). A 3.14. lemmaban megadott kiindulasra az al-
litas nyilvanvalo, mivel ott ¢; = 0 és |U| = n. Tegyiik most fel, hogy az
(U,c,s,(q;)) lenyomatéara igaz a korlat. Be kell latnunk ebbdl, hogy a (x)
egyenlGtlenség jobb oldalan minden, az 6sszegben szerepld lenyomatra is igaz.
Mivel U | < |U|, ezért a korlat

g +2n < 2n(n — |U|) + 2n < 2n(n — [UY))).
Viszont mivel 0 < 0@ + ¢® < s 4 5O < 29 ezért
qz@ + qi(l) < g+ + oW < g+ 2n,

és 0 < qi(o), qi(l), ezért a korlat valoban teljesiil.

Bizonyitas. Elgszor belatjuk, hogy a (x) bal oldala nem kisebb a jobb ol-
dalnal. Ehhez vegyiik az eredeti (U, ¢, s, (¢;)) lenyomathoz tartozo optimélis
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(U, C, (pv,i), (A,)) részmegoldast: ennek a célfiiggvénye D (U, ¢, s, (¢;)). Szed-
jiik ezt szét két kisebb részmegoldasra, amelyet g = 0, 1 indexekkel jel6liink.
Az (U9, C9 ( E)gz)), (AY)) részmegoldasban U@ a korabban régzitett hal-
maz; C9 = C NUY; tovabba minden v € C9) kdzéppontra pfi-) = Do, 6s
AY = A, NUY. (Ez a képzési szabaly dsszhangban van a részmegoldas
szemléletes jelentésével: a két indexelt részmegoldas ugyanazt a megoldést
hatérozza meg kevéshé szigoriian, mint az eredeti.)

Legyen (U9, cl9), 59, (qu))) a megfelel6 részmegoldés lenyomata. Legyen
tovabba

g9 — Z 1A, \ U, (12)
veC(9)

azaz szemléletesen az olyan csticsok szama, amelyek U@-beli kbzépponthoz
tartoznak, de maguk UU~9-beliek. Belatjuk, hogy ezekre a paraméterekre
a kikotott egyenletek és egyenlGtlenségek teljesiilnek, igy a két részmegoldas
célfiiggvénye szerepel a (x)-beli minimumban.

Nyilvanvalo, hogy a paraméterek egészek, hogy a lenyomat paramétereire
adott korlatok teljesiilnek, és hogy o9 nemnegativ. Az els két egyenlGség
is konnyen adodik: ¢ = |C| = |COUCH| = O + V). Hasonléan a masodik

egyenléséghez

S = —=

v\ A

veC

O U(&QU@N U(&mU@)+

UEC(O) UEC’(U

+ UMW\ U(mmUmﬂ U(mﬂUm):

veCc®) veC(0)

_ 50 _ () 4 () _ 0

A szerepld részosszegekbdl kapjuk azt is, hogy o) < s illetve ¢(® < s,
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A harmadik és negyedik egyenlGséghez elGszor hasznaljuk a definiciokat.

= va,i - Z av,i

veC veC
(9) § : § : (9)
pUZ a
veC(@) veC(9)

Az els6 tagra C = CO uCW és pig) = p,; miatt nyilvan

N3

Y pei= Y B+ Y Pl

veC vec ) veC)

A masodik tagot hasonléan kettébontjuk:

E Ay = E a'v,i+ E Ay g-

veC veC(0) veC(l)

Idézziik fel, hogy a,; az A, olyan pontjainak a szdma, amelyek v-hez az ¢
szinten kapcsolodnak; analog modon a, g az AY = A, N U, halmaz ilyen
elemeinek a szama. Ha tehat v € O, akkor aff?—be csak olyan pontokat
szamolunk, amelyeket a, ;-ben is. Az utébbiban még olyan pontok szerepel-
nek, amelyek U9 -be esnek: és o9 épp az ilyen kiilonleges pontok szamét
adja meg az Gsszes v € CW-re egyiitt. Mivel egy ilyen pont v-hez csak az
[-edik szinten kapcsolodhat, ezért az eltérés teljes egészében az ¢+ = [ indexii

esetbe szamit bele. Igy tehat

Z (y) = Z a(g)

veC(9) veC(9)
Ay = affi) hai#1ésveCY

ami Osszegezve az eldzével éppen a kivant egyenlGségeket adja. Végiil mivel

a fentiek miatt

0< Z (pvJ - av,l) = Z (pfjgl) 1(}?1)) — o = ql(g) ()

veC(9) veC(9)

ezért a o9 < ql(g) korlat is teljesiil. Az utolso két egyenléGtlenség a 3.10. allitas
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miatt igaz: ha ez a korlat nem teljesiil, akkor a megfelel6 lenyomathoz az
optimum 400, tehat az ilyen eseteket nem kell figyelembe venni.

Be kell még latnunk, hogy a részmegoldas célfiiggvénye a két kisebb rész-
(9)

i €8

a célfiiggvényt definidlo dsszeget szét lehet valasztani a v € C©) és v € CW

megoldas célfiiggvényének Osszege. Ez viszont trivialis, hiszen p,; = p

esetekhez tartozo Osszegekre.

A (x) egyenlet masik iranya becsléséhez azt kell belatni, hogy akarhogy
adottak a jobb oldali 6sszeg paraméterei, és két ilyen lenyomati részmeg-
oldas, a kett&bdl Ossze lehet rakni egy részmegoldast a teljes U-n a megfe-
lel6 lenyomattal, és ennek a célfiiggvénye az el6z6 ketts célfiiggvényének az
osszege.

A bizonyitast jelent&sen egyszertisiti, hogy felhasznalhatjuk az el6z6 bizo-
nyitas allitasait, ha belatjuk, hogy a kapott U-ra vonatkoz6 részmegoldést a
fenti modszerrel szétvalasztva az U®-ra és UM-re eredetileg adott részmeg-
oldast kapjuk. Ez azonnal adja az Osszeg paramétereire adott egyenleteket
és egyenlGségeket, és a célfiiggvények additivitasat is; ezek az egyenletek pe-
dig biztositjak, hogy a részmegoldas lenyomata épp a kivant lenyomat lesz.
Be kell azonban latni a a (12) egyenlGséget, mivel ezt felhasznaltuk a bizo-
nyitasban.

Legyenek tehat adottak az

(U, CO, ), (A, (U, O, (p)), (AD))

v v

részmegoldasok és a o9 paraméterek ngy, hogy ezek a részmegoldasok lenyo-
mataval és az adott (U, c,s, (¢;)) lenyomattal egyiitt teljesitsék a minimum
paramétereire adott Osszes feltételt.

Ekkor az (U, C, (pv.i), (Ay)) részmegoldast a kovetkezSképpen allitjuk eld.
Legyen C = C© U CW és legyen p,; = pq(fi) ahol v € CW. Kezdetben legyen
A, = AY ha v e . Mivel UD-ben s® olyan pont van, ami egyik A”-ben
sincs benne, ezek koziil kivalaszthatunk o(® darabot. Ezeket belevessziik
tetszéleges v € C©)-hoz tartozé A, halmazhoz, csak arra kell vigyazni, hogy
A,-ben ne legyen p,, ;-nél t6bb olyan pont, ami v-hez az [ szinten kapcsolodik.

Ezt mindig megtehetjiik, mert a o < qi(o) feltétel miatt a p,;—a, ; tobbletek
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(0)

hez tartozo A,-khez pontokat U®-bol.
Lathato, hogy ez a konstrukcio biztositja az a (12) egyenlet teljesiilését.

Osszege az osszes v € CO-ra éppen ¢, . Hasonléan vegyiink hozza v € C1)-

Az is nyilvanvalo, hogy a részmegoldas szétvalasztasaval visszakapjuk a C9),
P9, AY) értekeket.

Ezzel tehat a 3.18. lemma bizonyitasat befejeztiik. A bizonyitas konst-
ruktivan megadta azt is, hogyan allitjuk el6 az U-hoz tartoz6 optimalis rész-
megoldast olyan U9)-khez tartozé részmegoldasokbol, amelyekre a rekurzi6

alkalmazhato.

A modszer a balanced k-median megoldasara ezutan egyszertien a ko-
vetkezd lenne: a 3.18. és a 3.16. lemmak ismételt hasznalataval kiszamoljuk
a (V,k,0,(0,...,0)) lenyomathoz tartozo egy optimalis részmegoldést, majd
a 3.14. lemmaval ebbdl megkonstrualunk egy optimalis megoldast. Ez az elja-
rés nyilvan terminal, mert mindig egyre kisebb U halmazokra vezetjiik vissza
a nagyobbakat, és a lenyomatban a 0 < ¢, s, qo, ...,q—1 < 2n? egészek csak
véges sok értéket vehetnek fel. E kozben nyilvan érdemes feljegyezni min-
den lenyomathoz a kiszdmitott optimumot, hogy egynél t6bbszor ne kelljen
ugyanazt kiszdmolni.

Sajnos azonban ez az eljairas nem polinom idejd, ugyanis nem tudjuk,
hogy e kozben nem kell-e polinomidlisnal tobb féle lenyomathoz optimumot
szamolni. A fejezet hatralevs részében a modszert igy modositjuk, hogy ez a
futasido k-tol fiiggetleniil n-ben polinomidlis legyen, és be kell latnunk, hogy

ez a modositas nem ad az optiméalisnal 1ényegesen rosszabb kozelitést.
3.19. lemma. Legyen adott az U szabalyos levélhalmaz és a

/

0SCasaq(b"'7QL717Q67"'7qL71

egészek. Tegyiik fel, hogy minden i-re ¢; < ¢.. Ekkor
D<U7 ¢S, <QZ)) < D(U7 ¢S, (qD)

Ha még azt is feltessziik, hogy a 0 < § valos szam olyan, hogy minden i-re
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q; < (1+40) - i, akkor
D(U.¢,s,(q;)) < (L +0)°D(U, ¢, s, (a))-

Bizonyitas. Az els§ egyenl6tlenséghez egyszeriien vegyiik az (U, ¢, s, (q)))
lenyomathoz tartoz6 optimdlis részmegoldast, majd ebben csokkentsiik a p, ;
értékeket ngy, hogy a lenyomat éppen (U, ¢, s, (¢;)) legyen (csak arra kell
vigyazni, hogy 0 < p,, igaz maradjon). Ettdl a célfiiggvény nyilvanvaloan
nem néhet.

A masik iranynak elég kiilonos bizonyitésa van. Legyen az (U, c, s, (¢;))
lenyomati részmegoldasok koziil az optimalis (U, C, (p,), (A,)). Erre tehat

a célfiiggvény (amit roviden jeloljiink G-vel)
G=DWU,cs, () = Z (1 + va,i) va,iufiA-
velC ) i

Vegyiik most fel minden 0 < ¢ < L szintre és minden 0 < j < ¢/ — ¢; indexre

egy €, ; valoszintiségi valtozot, amelynek értéke egy C-beli pont, eloszlasa

Pui
Y
ZUEC pvvi

és az Osszes ¢;; teljesen fiiggetlen egymastol. Képezziik ezekb6l minden

Plv=c¢i;) =

0 < ¢ < L szinthez és v € C koézépponthoz a b,,; valtozot, amelynek ér-
téke azon 0 < j < ¢/ — ¢; indexek szama, amelyre v = ¢, ;. Erre nyilvan igaz
Y vec bui = @ — qi, ezért az (U, C, (pv,; + byi), (Ay)) egy véletlen részmegol-
dés, és ennek a lenyomata biztosan (U, ¢, s, (¢;)). Be fogjuk latni, hogy ezen
részmegoldasok atlagos célfiiggvénye legfeljebb a megadott felsé korlat, ebbdl
pedig kovetkezik, hogy legalabb egy részmegoldas célfiiggvénye is legfeljebb
ennyi, tehat az egyenlGtlenség igaz.

Vegyiik észre, hogy mivel ¢; <> - pvi, €8 ¢; — q; < 0g; ezért

E(b;) = (q{ — ) -
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Szamitsuk ki tehat a részmegoldas célfiiggvényét, jeloljiik ezt G'-vel.

=3 (1 +> (poi+ bm) > (poi+ boi)u A =

velC 7 7
¥y (1+me> S 5+ Y (Hzpm) S b A
veC veC
oy (zw) SRS (vaz) S haia
veC 7 veC 7

Szamitsuk ki, illetve becsiiljiik meg ennek a varhato értékét. Az elsG harom
taggal egyszertien boldogulhatunk. Az els§ tag konstans G; a masodik tag

varhato értéke

Z<1+ZPU7Z>ZE(bUZ 2A<Z<1+vaz>zapvzﬂ_lA_5G
veC i i veC

hasonléan a harmadik tagé

> (Z E(by) ) D puit A (Z Opus ) Z it A < 5G.

veC i veC i/

A negyedik tag kicsit nehezebb. Az g j-k teljes fiiggetlensége miatt ha i # 7,
akkor b, ; és b, ;s fiiggetlenek. Igy a negyedik tag varhato értéke

Z Z Z E(bv,i’bvﬂ‘)[t_iA =

veC ¢/ i
= S S Bl Bl A+ YD (B, — B A
veC & i veC i

Ennek az elsS tagja az el6z6khoz hasonléan nem nagyobb §2G-nél. A mésodik

tagban viszont b,; binomidlis eloszlasi, ebbdl a szoras

(b3:) = E(boi)* = (q; >Z 5 ; ,

veC pv,z’
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igy hat ez az utolso tag

STSEW®L) —Ebu))n A <30S pnia <

veC 1 veC 1

S Z (1 + va,i’) Z 5pv,i:u_iA = 0G.

veC

Osszegezve az elézéeket, mivel 0 < §, valoban azt kaptuk, hogy
E(G) < G+46G +6G + §°G + 6G < (1 +6)°G,

amibdl, ha egy, az atlagnal nem nagyobb lehetséges G’ értéket valasztunk, a

lemma allitasa adodik.

Most definidlni fogunk egy fiiggvényt bizonyos lenyomatokon, amit a 3.18.
és 3.16. lemmakhoz hasonl6 rekurzio definial, kdzel van D-hez, de gyorsabban

ki lehet szamitani.

3.20. definici6. Legyen adott a kés6bb meghatarozand6 1 < v szam. Ne-
vezziik megengedett egészeknek a 0-t, és az dsszes [17] szdmot, ahol 0 < j.
Jelolje barmely g nemnegativ egészre f(q) a ¢g-nal nem kisebb szamok koziil

a legkisebb megengedett egészt.
3.21. allitas. Ha 0 < q egész, akkor ¢ < f(q) <7 - q.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy 2 < ¢. Nyilvan ¢ < f(q). Ha viszont v-¢q <
f(g) = [17] lenne, akkor f(q) —1 <+, igy

1 ,
1< @ L J@=1
Y Y
tehdt g < [771]

3.22. definici6. Egy (¢;) vektort megengedett vektornak hivunk, ha a ¢;-k

mind megengedett egészek.
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A modszeriink az lesz, hogy a lenyomatokat olyan lenyomatokkal fogjuk
kozeliteni, amelyekben (¢;) megengedett vektor. Ilyen lenyomatbol mar csak
polinomiélisan sokat kell megvizsgalni. Ehhez meg kell adnunk a v és p

paramétert megfelelGen.

3.23. definici6. Rogzitsiink egy 0 < ¢ < 1 és egy 1 < I' valos konstanst.
Rogzitsiik a két korabban definialt paramétert ugy, hogy csak n-tél fiiggjenek,

és teljesiiljon a kovetkezs két aszimptotika.

p=0O((lnn)°)
N = [1/0(n*n)

Ez 6sszhangban van a korabbi kikotéssel, hogy p-nek n-t6l fiiggetlen 1-nél
nagyobb als6 korlatja legyen, és hogy 1 < 7.

3.24. definici6. Tegyiik fel, hogy az U legalabb kételemi szabalyos levélhal-
maz, amely pontosan a W-beli csticsok Osszes leszdrmazottjat tartalmazza,
ahol W egy (l-edik szinten 16v6) w belss cstics legalabb két gyerekébol all.
Ekkor kettéoszthatjuk a W halmazt W = W© U W® modon ugy, hogy
(WO —[W®]|| < 1legyen. Legyen U® és UM a WO illetve W) leszérma-
zottainak halmaza. Ez egy a 3.17. allitasnak megfelel6 felbontas. Rogzitsiink

minden U halmazhoz egyetlen ilyen (U® UM) felosztast.

3.25. allitas. Ha barmely U-bol kiindulva ajra és ajra felosztjuk két részre,
akkor legfeljebb log, n mélységben oszthatjuk fel a nélkiil, hogy ! valtozna,
ezért legfeljebb L - log, n = O(log? n) lépésben egyelemti halmazhoz jutunk.

3.26. definicié. A B fiiggvény olyan (U, ¢, s, (q;)) lenyomatokon van értel-
mezve, ahol U szabalyos levélhalmaz, és (¢;) megengedett vektor. Ha U
egyelemt, akkor

B(U,c,s,(q)) = D(U,c,s,(q)).

Ha U legalabb kételemt, akkor legyen U@ UM és | megadva a 3.24. defini-

cibban rogzitett modon.

B(U,c¢,s,(qo,---,q5-1)) = min(B(U(O), c(o), 3(0), (q((]o), .. ,q(LOzl)) +
+BUY, W50, (7, )
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ahol a minimum a

C(o)j C(l), 3(0)7 3(1)7 qéo), o ’q(LOzh q(()l)’ - .q(Llll’ 0(0)7 o

egész értéki valtozok minden olyan értékén fut, ahol qu) megengedett egé-

szek, és teljesiilnek a kovetkezs egyenlGségek

c= C(O) + C(l)
s = g0 + s — 50 _ ;@)

g +0®+o < ql(o) + ql(l) <y (g +09+ o)

6 <¢”+q¢" <vg hai#l

és a kovetkezd kiegészits egyenlGtlenségek

0<o® < min(s(l), ql(o))
0 < oW < min(s, Ql(l))
0 < c® D 5O 1 <o

Lathato, hogy ez a rekurzi6é nagyon hasonlit a 3.18. lemmaban D-re meg-
adott rekurziora. Az egyetlen eltérés az, hogy a ¢; szamot megengedett
egészre kerekitjiik. Vizsgaljuk meg a rekurzi6 futasidejét. Ehhez be kell

latnunk a 3.13. allit4ds analogjat.

3.27. allitas. Minden (U, ¢, s, (qo,--.,qr—1)) lenyomatban, amit a fenti re-

kurzié megvizsgal B(V, k,0,(0,...,0)) kiszamitasadhoz, minden i-re
g < aq- nln’n
valamely 0 < oy konstansra.

Bizonyitas. A bizonyitas is hasonlit a 3.13. allitaséhoz.
Azt igazoljuk H-ra vonatkoz6 indukciéval, hogy ha a B-t definialé re-
kurzio a (U, ¢, s, (qo, - - -,qr—1)) lenyomatot a (B, k,0,(0,...,0)) lenyomattol
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szamitott H-adik rekurziv hivasi szinten vizsgalja, akkor minden i-re
¢ < 2nH~Y.

Ez nyilvan igaz a 0 = H alapesetre. Tegyiik most fel, hogy az (U, ¢, s, (¢;))
lenyomathoz a H-adik szinten jutottunk el, és erre igaz az indukcios feltétel.
Be kell litnunk, hogy ekkor az &sszes (U9, cl9), 5(9) (qgg))) lenyomatra, amely

a minimumban szerepel, szintén igaz. De ¢¢) < s(=9) < n miatt valoban
0" <v-(@+09+0M) <y (@n(H - 17"+ 2n) < 2nHAM.

Mérmost a 3.25. 4llitas miatt H sosem lehet tobb O(log” n), ezért valoban

g = O(nHy") = O(nlog®n - 7" =
= O(nlog? pIleg” n/O(log? ") = O(nlog®n).

3.28. allitas. B(V,k,0,(0,...,0)) értékét n-ben polinomialis id6ben ki lehet

szamolni.

Bizonyitas. Adjunk becslést arra, hany kiilonb6z6 (U, ¢, s, (¢;)) lenyomatot
vizsgél meg a rekurzi6. Nyilvanvalo, hogy U pontosan 2n—1 kiilonféle értéket
vesz fel. Azt tudjuk, hogy 0 <c<n, 0<s<mn,és 0<gq, ésa 3.27. allitas-
ban belattuk, hogy ¢; < agn In” n, ennél kisebb megengedett szam pedig csak
O(log® n) darab van. Mivel a szintek szama L = O(log, n) = O(logn/log‘ n),

ezért a lehetséges lenyomatok szdma valéban

1—e

O(n? - (log?n)ls ") = pO0W),

Most a rekurzi6 elvégzéséhez egyszeriien minden egyes lenyomathoz kisza-
mithatunk B értékét tgy, hogy minden két masik lenyomatrol és minden
0 < o® oM < n értekekrdl ellendrizziik, teljesitik-e ezek a kikotott egyen-
leteket és egyenlGtlenségeket, és kiszamitjuk az Osszegek minimumat. Ha
gondoskodunk rola, hogy az egyes lenyomatokra a B fiiggvényt egynél tobb-

szOr ne szamoljuk ki, akkor ez az eljaras valoban polinom idében elvégezhetd.
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Most pedig lassuk be, hogy a rekurzié eredménye is kozel van D-hez.

3.29. lemma. Ha az (U, ¢, s, (¢;)) lenyomatban U szabalyos levélhalmaz, és

(¢;) megengedett vektor, akkor
D<U7 G, S, (%)) S B<U7 G s, (%)) S ap - D(U7 G, S, (QZ>)7
valamely 0 < ap konstansra.

3.30. definici6. Jelolje a tovabbiakban h(U) azt a mélységet, ahény 1épés
utan U-bol legkésGbb elérhetiink egy egyelemi halmazhoz, ha valaszthatunk,
hogy U-rol U©-ra vagy UM-re lépiink. Masképpen ha U egyelemii, akkor
h(U) = 0; kiilonben h(U) = max(h(U®), L,(UW)).

Bizonyitas. Az als6 korlatot teljes indukcioval bizonyitjuk az U-ra vonat-
kozo rekurzi6 mélysége, azaz h(U) szerint.

Ha 0 = h(U), vagyis U egyelemii, akkor a lemma nyilvanvalo, ezért most
tegyiik fel, hogy legalabb kételemii.

Legyenek U@ ¢9), (9 qi(g), o9 azok a paraméterek, amelyekre a B-t de-
finialé rekurzié a minimumot felveszi, tehét

B(U.c,5, () = BU®, s, (¢) + B, e, (¢")

(2

Az indukcios feltétel szerint

ezért

ql/ = ql(o) —|— ql(l) _ O-(O) _ 0-(1)

¢ =q" +q" hail
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Ekkor
D(U,¢,s, () < DU, e, 5O, (¢™)) + DWW, M, 5Y, (giV)),

mivel kdnnyen lathato, hogy a 3.18. lemmaéaban felsorolt 6sszes egyenl&tlenség
teljesiil. Viszont minden i-re ¢; < ¢}, igy alkalmazhatjuk a 3.19. lemmat, e
szerint

D(U,e¢,s,(q)) < D(U,c,s,(q)),

igy valoban
D(U> G, S, (QZ)) < B(U, ¢S, (Qi))a

A felss korlathoz azt az erésebb allitast latjuk be A(U)-ra vonatkozo in-
dukciéval, hogy

B(U7 G S, (QZ>) S 73h(U) ' D(U7 ¢S, (QZ))

Irjuk fel D(U, c, s, (¢;))-re a (%) szerinti rekurziot: legyenek ebben a rekurzi-

6ban a minimumnal felvett paraméterek U9 ¢9) 59 qi(g), o9, Tehat
D(U,e,s,(q)) = DU, 0,50, (¢”)) + DO, eV, s, (¢")).
Legyen Qgg) = f(qi(g)). Ekkor ha i # [, akkor
g =q" +4¢" <Q”+ Q" <v¢\” + 74" =y,
és

0 1 0 1

Y+ QY < g + vqf” =g+ + o),
igy az Osszes feltétel teljesiil ahhoz, hogy

B(U.c,s,(g:) < BUW, e s Q)+ BUW, M, s Q).
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Az indukcios feltételbsl

BUY 9 59 (Q¥)) < 33D 9 59) (Q¥)y).

)

(9)

7

Viszont a 3.19. lemma miatt, mivel Qgg) < g
DU, 9 9 (QWY)) <43 D(UW, 9 59 (49));
ebbdl pedig valoban
B(U, ¢,s,(q:)) <™ - D(U, ¢,s,(4))-

Végiil az indukcios feltételbdl kovetkezik a lemma allitasa, mert a 3.25. al-

litas szerint barmely U szabélyos levélhalmazra h(U) = O(log® n), igy

73h(U) _ F10g2 n/O(log?n) _ O(l)

Annyit kell még belatnunk, hogy a B fiiggvényt a rekurzi6 alapjan nem
csak ki tudjuk szamolni, hanem a megfelel§ részmegoldast is meg tudjuk

talalni.

3.31. allitas. Barmely (U, ¢, s, (¢;)) lenyomathoz, amelyhez eljuthatunk a
B(V,k,0,(0,...,0)) rekurziv kiszamitasanal, polinomialis id6ben meg tu-
dunk adni egy olyan részmegoldast, amelynek lenyomata megegyezik ezzel

a lenyomattal, és célfiiggvénye nem nagyobb, mint B(U, ¢, s, (¢;)).

Bizonyitas. Az allitast természetesen indukcioval latjuk be U mérete sze-
rint. A 3.16. lemma szerint egyelemii U-ra az allitas igaz. Tegyiik fel tehat,
hogy a megadott lenyomatban U legalabb kételemi szabdalyos halmaz, és
hogy minden kisebb U-ra igaz az allitas.

Irjuk fel a 3.26. definicié szerinti rekurziot a megadott lenyomatra, és

keressiik meg a minimum paramétereit. A 3.28. allitdsban lattuk, hogy ezt
(9)

polinomialis id§ alatt meg lehet tenni. A kapott c9), 59 ;7 o9 paraméte-

rekkel tehat

B(U,c,s, (@) = BU®, 0,50, (g") + BUW, M, 50, (g)).

i

45



Szamitsuk ki az indukcios feltétel alapjan az (U9, c9), s09), (qi(g))) lenyoma-

tokhoz a megfelel6 részmegoldasokat. Ezeknek a célfiiggvénye kiilon-kiilon
legfeljebb B(UYW, c9) s(9), (qi(g))), igy Osszesen legfeljebb B(U, ¢, s, (¢;)).

A két részmegoldasbol most a 3.18. lemma bizonyitasaval teljesen meg-
egyez6 modon Osszerakhatunk egy nagyobb részmegoldast. A kapott rész-
megoldas lenyomata (U, ¢, s, (¢})), ahol ha i # [, akkor

¢=aq" +aq" =dq,
mig
a<q” +q" -0 - =g
tehat minden i-re ¢; < ¢. Igy aztan ezt a részmegoldast a 3.19. lemma, als6
korlatjahoz hasonloan atalakithatjuk egy (U, ¢, s, (¢;)) lenyomati részmegol-
dassa, ezzel nem novelve a célfiiggvényt. Ennek a részmegoldasnak tehat
B(U, ¢, s,(gq;))-nél nem nagyobb a célfiiggvénye.
Az, hogy mindezt valoban polinomiélis id6ben végrehajthatjuk, a 3.28. 4l-

litashoz teljesen hasonl6 szamitassal ellendrizhetd.

Most mar csak ssze kell fiizniink a lemmakat a bizonyitashoz.

3.32. allitas. Olyan n csicstt p-HST fakon, amelyeknek O(log,n) szintje
van, polinomidlis id6 alatt konstans kozelitést tudunk adni az indukalt met-
rikdn felirt min-sum k-clustering problémara; feltéve, ha mi hatarozhatjuk

meg a p paramétert el6re n fiiggvényében (de 1-nél nagyobb also korlattal).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a 3.31. allitast a (V,k,0,(0,...,0)) lenyomatra.
Az igy kapott részmegoldas célfiiggvénye legfeljebb B(V, k, 0, (0,---,0)), de
a 3.29. lemma szerint ez nem nagyobb ag - D(V, k,0, (0, ---,0))-nal, tehat
ez a részmegoldés a legjobb ugyanilyen lenyomati részmegoldasnal is csak
legfeljebb konstans faktorral rosszabb.

A 3.14. lemma szerint ebbdl kapunk egy konstans faktor erejéig optimalis
megoldast a balanced k-median probléméara. Ez a 3.5. lemma miatt a min-

sum k-clustering problémanak is konstans faktorig optimélis megoldasa.

Bizonyitas (3.1. tétel). A 3.2. lemmabol és a 3.32. allitasbol kovetkezik.
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Végiil {6 tételiink bizonyitasa.

Bizonyitas (1.12. tétel). Alkalmazzuk a 2.5. tételt a bemenetként kapott
metrikus térre a 3.23. definicioban valasztott u paraméterrel. Ez polinomi-
alis id6 alatt megad egy p paraméterti HST-t, amelyen az indukalt metrika
az eredeti teret a = p(2Inn + 2)(1 + log, n) paraméterrel valésziniiséghen
kozeliti.

Futtassuk le a a 3.1. tétel algoritmuséat ezen a HST-n a bemenetként meg-
adott k-val. Ez megadja egy 3 konstans faktor erejéig kozelité megoldasat a
min-sum k clustering problémanak az indukélt metrikus téren.

Az 1.15. lemma szerint igy a min-sum k-clustering probléméra az ere-
deti metrikus téren atlagosan legfeljebb a3 faktor erejéig kozelité megoldast

kapunk. Viszont p értékét behelyettesitve lathato, hogy a3 = O(log® n).
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