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DIPLOMAMUNKA KIVONATMetrikus terek beágyazása, alkalmazás klaszterezésreZsbán AmbrusTémavezet®: Luká
s András, MTA Számításte
hnikai és Automatizálási Kuta-tóintézet.Bels® témavezet®: Rónyai Lajos, BME Matematikai Intézet, Algebra Tanszék.Dolgozatomban el®ször rövid áttekintést nyújtok a véges metrikus beágya-zások elméletér®l. Ez a módszer széls®érték-feladatokra ad közelít® megoldástolyan módon, hogy egy metrikus teret egy másik, egyszer¶bb szerkezet¶ metri-kus térbe ágyaz be. Bemutatok néhány tételt, amelyek ilyen beágyazást konst-ruálnak; és egy lemmát, amelynek segítségével az ilyen beágyazásokat fel lehethasználni.Részletesen ismertetem a metrikus beágyazások elméletének egy alkalmazá-sát: egy közelít® megoldást adó algoritmust egy konkrét klaszterezési feladatra,a min-sum k-
lustering problémára. Ez az algoritmus egy általános metrikusteret el®ször egy spe
iális formájú véletlen fa által meghatározott térbe képezi,majd ezen a metrikán rekurzív módon számít ki egy jó közelítést.A klaszterezést � vagyis adatok el®re nem meghatározott, közeli pontokbólálló 
soportokba sorolását � az adatbányászatban többek között arra használ-ják, hogy egy nagy méret¶ magas dimenziós adathalmaz viselkedését az egyesklaszterek néhány tulajdonságának vizsgálatával könnyebben megérthessük.My thesis �rst gives a short review of the theory of �nite metri
 embed-dings. This method gives approximating solutions to optimization problems byembedding a metri
 spa
e to another, simple metri
 spa
e. I des
ribe a few the-orems that 
onstru
t su
h embeddings, and a lemma allowing us to use theseembeddings.I 
omprehensively present an appli
ation of this theory, namely an algorithmthat approximates a 
on
rete 
lustering problem, min-sum k-
lustering. Thisalgorithm works by �rst transforming a general metri
 spa
e to a spa
e indu
edby a random tree of a 
ertain spe
ial form, then gets a good approximation onthis new metri
 with a re
ursive 
al
ulation.Clustering, whi
h means dividing points to groups of points 
lose to ea
hother without groups known in advan
e, is used in data mining for understandingthe behaviour of large high-dimension data sets by examining few properties ofea
h 
luster.Budapest, 2008. május 21.
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1. Bevezetés a metrikus terek beágyazásánakelméletébeA véges metrikus terek beágyazásának elméletével kap
solatos vizsgálato-kat Bourgain 1985-ös eredménye indította el; azóta annyi eredmény született,hogy ezeknek 
sak kis részét tudom ismertetni. Ezekr®l az eredményekr®l jóáttekintést ad Indyk, Matou²ek [6℄ fejezete egy kézikönyvb®l, és valamivel b®-vebben Matou²ek könyvének [7℄ fejezete. Ebben a diplomamunkában ismer-tetem ennek az elméletnek egy konkrét alkalmazását a min-sum k-
lusteringprobléma közelít® megoldására.1.1. de�ní
ió. Legyen a továbbiakban V pontoknak egy adott véges hal-maza, és n a pontok száma. Egy d : V × V → R függvényt távolság-függvénynek nevezzük a ponthalmazon, ha szimmetrikus, tehát ha minden
u, v ∈ V pontpárra d(u, v) = d(v, u), és d(u, u) = 0. Ha a távolságfügg-vény pozitív, vagyis minden u, v ∈ V pontpárra ha u 6= v akkor 0 < d(u, v);és ha a háromszögegyenl®tlenség is teljesül, azaz minden u, v, w ∈ V pon-tokra d(u, w) ≤ d(u, v) + d(v, w); akkor a távolságfüggvény metrika. Ha aháromszögegyenl®tlenség teljesül, de a pozitivitás helyett 
sak nemnegativi-tást (0 ≤ d(u, v)) kötünk ki, akkor a távolságfüggvényt szemimetrikánakhívjuk.1.2. de�ní
ió. Tekintsünk egy optimalizálási problémát, amely a távolság-függvénnyel van paraméterezve. Pontosabban legyen T a megengedettmegoldások halmaza; g pedig a 
élfüggvény, amely a távolságfüggvényb®lés megengedett megoldásból álló párokat képezi a valós számokba. Az alap-feladatunk, hogy adott d távolságfüggvényre keressünk meg egy t0 ∈ T opti-mális megoldást, amelyre g(d, t0) minimális. Bizonyos esetben megelégedhe-tünk közelít® megoldással is: adott d távolságfüggvény mellett egy t megol-dásról akkor mondjuk, hogy β közelítéssel optimális, ha g(d, t) ≤ β · g(d, t0)(itt t0 az optimális megoldás, és 1 ≤ β valós paraméter; továbbá ezt a de�ní-
iót abban az esetben fogjuk használni, ha a 
élfüggvény értéke nemnegatív).Az optimalizálási problémákat általában 
sak szemimetrikákra vagy met-rikákra megszorítva fogjuk vizsgálni, de a következ® de�ní
ióhoz te
hnikailag3



egyszer¶bb bármely távolságfüggvényre kiterjeszteni ®ket, mivel az összestávolságfüggvény együtt valós vektorteret alkot.1.3. de�ní
ió. A fenti optimalizálási problémát (vagy a 
élfüggvényét) ak-kor hívjuk a távolságfüggvényben pozitív lineárisnak, ha bármely rögzített
t ∈ T megoldásra a g függvény el®áll g(d, t) =

∑

u,v∈V cuv · d(u, v) alakbanvalamilyen nemnegatív cuv konstansokra.Nyilvánvaló, hogy ha a 
élfüggvény pozitív lineáris, akkor a távolságfügg-vényt®l (amelyet a vektortér elemeinek tekintünk) lineárisan függ. Fontos to-vábbá észrevenni, hogy ha a 
élfüggvény pozitív lineáris, akkor szemimetrikatávolságokon az értéke mindig nemnegatív. Abból azonban, hogy a 
élfügg-vény a távolságfüggvényben lineáris és minden szemimetrikán nemnegatívértéket vesz fel, még nem következik, hogy pozitív lineáris is: példa erre a
g(d, t) = d(u, v) + d(v, w)− d(v, w) függvény.Pozitív lineáris problémára példa az utazó ügynök problémája, a legkisebbsúlyú feszít®fa keresése, vagy metrikus térben az egymáshoz legközelebbi kétpont megkeresése.1.4. de�ní
ió. Legyen most d és d∗ két szemimetrika ugyanazon a 
sú
shal-mazon. Azt mondjuk, hogy a d∗ szemimetrika α torzítással közelíti d-t, haminden u, v pontpárra d(u, v) ≤ d∗(u, v) ≤ α · d(u, v) (ahol 1 < α valós).A torzítás fogalmának a következ® egyszer¶ lemma adja meg a jelent®sé-gét. Ez a lemma lehet®vé teszi, hogy egy pozitív lineáris optimalizálási prob-lémára közelít® megoldást adjunk, ha tudunk találni a bemen® metrikáhozegy másik metrikát, amely az eredetit kis torzítással közelíti, és amely elégspe
iális formájú ahhoz, hogy az optimalizálási problémát könnyebb megol-dani rajta.1.5. lemma. Tegyük fel, hogy a d∗ szemimetrika α torzítással közelíti a dszemimetrikát, és a g 
élfüggvény pozitív lineáris. Ha t1 optimális megol-dása a d∗ szemimetrika mellett problémának, azaz minimalizálja a g(d∗, t1)függvényt, akkor α közelítéssel optimalizálja a problémát az eredeti d szemi-metrikával, azaz g(d, t1) ≤ α · g(d, t0) az optimális t0 megoldásra. Hasonlóan,4



ha a t megoldás β közelítéssel optimális a d∗ szemimetrikával, akkor αβ kö-zelítéssel optimális a d szemimetrikával.Bizonyítás. Vegyük észre, hogy a lemma feltételei mellett bármely t ∈ Tmegengedett megoldásra g(d, t) ≤ g(d∗, t) ≤ α · g(d, t). Valóban, ha a t meg-oldást rögzítve a g függvényt felírjuk az 1.3. de�ní
iónak megfelel® alakban,akkor, mivel 0 ≤ cuv,
g(d, t) =

∑

u,v

cuv · d(u, v) ≤
∑

u,v

cuv · d
∗(u, v) = g(d∗, t),

g(d∗, t) =
∑

u,v

cuv · d
∗(u, v) ≤

∑

u,v

cuv · α · d(u, v) = α · g(d, t).Most ha t1 az optimális megoldás a d∗ szemimetrika mellett, akkor bár-mely t ∈ T megoldásra g(d∗, t1) ≤ g(d∗, t). Spe
iálisan ha t0 az optimálismegoldás a d szemimetrikával,
g(d, t1) ≤ g(d∗, t1) ≤ g(d∗, t0) ≤ α · g(d, t0),azaz t1 valóban α-közelítés az eredeti problémára.Ha most t a d∗ szemimetrikával β faktor erejéig optimális, akkor

g(d, t) ≤ g(d∗, t) ≤ β · g(d∗, t1) ≤ β · g(d∗, t0) ≤ αβ · g(d, t0)·,tehát t valóban αβ-közelítése az optimumnak.Metrikus beágyazásnak azt az általános módszert hívjuk, amikor egy met-rikus teret egy másik hasonló térrel helyettesítünk. A második metrikus térlehet egyszer¶bb szerkezet¶ az els®nél, rövidebben leadható, vagy akár 
saka megoldandó feladat szempontjából valamilyen okból kényelmesebb. Lát-tuk, hogy egy pozitív lineáris feladat közelít® megoldásában segíthet, ha ametrikus teret ala
sony torzítással tudjuk beágyazni.Nézzünk most néhány példát olyan ismertebb tételekre, amelyekkel egyvalamilyen értelemben jól közelít® metrikus teret megkonstruálhatunk.5



1.6. de�ní
ió. Legyen k pozitív egész, 1 ≤ p valós. Az k hosszúságú valósvektorokból álló teret a
d((u0, . . . , uk−1), (v0, . . . , vk−1)) =

(

(y0 − x0)
p + · · · + (yk−1 − xk−1)

p
)1/pmetrikával lpk jelöli; ugyanezt a vektorteret a

d((u0, . . . , uk−1), (v0, . . . , vk−1)) = max
(

|y0 − x0|, . . . , |yk−1 − xk−1|
)metrikával l∞k jelöli.1.7. állítás. Bármely n elem¶ metrikus teret izometrikusan be lehet ágyazniaz l∞n−1 térbe, azaz bármely n elem¶ vektortérhez van az l∞n−1 térnek olyanrészhalmaza, amelyre megszorított metrikus tér 1 torzítással közelíti az ere-deti metrikus teret.Ezt az állítást nagyon egyszer¶ belátni, de inkább 
sak elméleti jelent®-sége van, mivel a kapott metrikus teret általában nem könnyebb kezelni azeredetinél.Jegyezzük meg rögtön, hogy nem lehet bármely véges metrikus teret egy

lp térbe izometrikusan beágyazni. Például azt a metrikus teret, amely az
A, B, C, D pontokból áll, és

1 = d(A, B) = d(B, C) = d(C, D) = d(A, D)

2 = d(A, C) = d(B, D),nem lehet l2 térbe beágyazni, bármi is legyen a dimenzió. Hasonló példákatlehet készíteni bármilyen p-re.Jí°i Matousek 1996-os eredménye a következ® tétel.1.8. tétel. Legyen D = 2b − 1, ahol 1 < b egész. Tetsz®leges n elem¶metrikus tér beágyazható D torzítással az l∞k térbe, ahol a dimenzió
k = O(bn1/b log n)Bourgain 1985-ös beágyazási tétele a következ®.6



1.9. tétel. Bármely n pontból álló metrikus tér O(logn) torzítással beágyaz-ható egy l2 térbe.Adatbányászati feladatokban el®fordul, hogy a metrikus tér egy magasdimenziós lp térrel van megadva. Ilyen magas dimenziós nagy adathalma-zokon különféle feladatokat akarhatunk elvégezni, mint például klaszterezés,klasszi�ká
ió, outlierek keresése, statisztikai modellezés stb. Az algoritmusokszempontjából sok esetben segíthet, ha ala
sonyabb dimenziós térrel dolgo-zunk. Ebben segíthet a következ® Johnson�Lindenstrauss dimenzió
sökken-tési lemma.1.10. tétel. Egy l2 tér bármely n pontból álló részét 1 + ε torzítással belehet ágyazni a k = O(ε−2 log n) dimenziós lk2 térbe bármely adott 0 < ε ≤ 1esetén.A három el®z® tétel bizonyítását az olvasó megtalálhatja [7℄-ben. Ezek abizonyítások tanulságos példát adnak a valószín¶ségi módszerek alkalmazá-sára, ami egyébként a metrikus beágyazások konstruálására tipikus módszer.A fentieken kívül nagyon sok beágyazási tétel létezik, lehet például foglal-kozni különféle tulajdonságú gráfok által indukált metrikákkal, vagy nullákatés egyeseket tartalmazó vektorok terén Hamming- vagy Ja

ard-távolsággal.Vannak olyan tételek is, amelyek a torzítás helyett más mér®számmal jellem-zik egy beágyazás jóságát.Most rátérünk tulajdonképpeni 
élunkra, a min-sum k-
lustering prob-léma vizsgálatára.1.11. de�ní
ió. Legyen az el®z®ekhez hasonlóan rögzítve az n elem¶ V
sú
shalmaz, és bemenetnek adott a d metrika ezen a halmazon. Legyentovábbá rögzítve egy k pozitív egész paraméter. A min-sum k-
lusteringprobléma feladata megkeresni V egy olyan partí
ióját (legfeljebb) k részre,ami az egy partí
ión belüli pontpárok távolságának összegét minimalizálja.Megengedett megoldás tehát a 
sú
shalmaz tetsz®leges {P0, . . . , PN−1} disz-junkt partí
iója (bármely N-re; V = P0 ∪̇ . . . ∪̇ PN−1). A 
élfüggvény értéke
g(d, {Pi}) =

1

2

∑

0≤i<N

∑

u∈Pi

∑

v∈Pi

d(u, v).7



Bartal, Charikar, Raz [3℄ 
ikkében egy új közelít® algoritmust ad a prob-lémára. Ez a metrikus beágyazás módszerét alkalmazza, vagyis a metrikátegy spe
iális formájú (egyszer¶bben kezelhet®) véletlen metrikával helyette-síti, majd ezen ad meg egy közelít® megoldást. Ennek a bizonyítást fogomjelen diplomamunkában részletesen ismertetni.A min-sum k-
lustering problémát korábban is vizsgálták. A fenti ered-mény azért újszer¶, mert a legtöbb másik algoritmussal ellentétben k-tól füg-getlenül polinomiális idej¶. Csak rögzített k mellett polinomiális konstansfaktorral közelít® algoritmust mutat be [8℄.Dolgozatunk f® tétele tehát a következ®.1.12. tétel. Adható olyan polinomiális id®korlátú algoritmus, amelynek be-menete tetsz®leges � páronkénti távolságokkal megadott � véges metrikus tér,kimenete pedig a min-sum k-
lustering problémának ezen a téren az optimá-lisnál várhatóan legfeljebb O(log2 n)-szer rosszabb megoldása.El®ször is szögezzük le a következ®t.1.13. állítás. A min-sum k-
lustering probléma pozitív lineáris.Bizonyítás. A 
élfüggvény fenti felírásából nyilvánvaló, ha a szummákatfel
seréljük:
cuv =

1

2
d(u, v) ha u, v ∈ Pi valamely i-re,

cuv = 0 különben.Nem az 1.5. lemmát fogjuk használni azonban, hanem egy valamivel bo-nyolultabb változatot.1.14. de�ní
ió. Legyen d egy szemimetrika, és d∗ egy szemimetrika érték¶valószín¶ségi változó (mindkett® a V ponthalmazon). Azt mondjuk, hogy
d∗ egy 1 < α paraméterrel valószín¶ségben közelíti a d szemimetrikát, haminden u, v ∈ V -re biztosan d(u, v) ≤ d∗(u, v) (azaz dN dominálja dM -et),de minden u, v ∈ V -re d∗(u, v) várható értéke legfeljebb α · d(u, v).8



1.15. lemma. Tegyük fel, hogy a d∗ véletlen szemimetrika α paraméterrelvalószín¶ségben közelíti a d szemimetrikát, és a g 
élfüggvény pozitív lineáris.Ha t1 optimális megoldása a d∗-ra vonatkozó problémának, azaz bármely
d∗ kimenet esetén minimalizálja a g(d∗, t1) függvényt, akkor E(g(d, t1)) ≤

≤ α · g(d, t0) az optimális t0 megoldásra. Hasonlóan, ha a t megoldás mindig
β közelítéssel optimális megoldása a d∗ szemimetrikához tartozó feladatnak,akkor E(g(d, t1)) ≤ αβ · g(d, t0).Megjegyzem, hogy a Markov-egyenl®tlenség miatt ebb®l az is követke-zik, hogy ha αβ < γ, akkor annak, hogy a kapott t megoldás g(d, t) 
él-függvénye nagyobb az optimális g(d, t0) 
élfüggvény γ-szorosánál, legfeljebb
(αβ − 1)/(γ − 1) lehet a valószín¶sége.Bizonyítás. Hasonlóan járunk el, mint az 1.5. lemmánál.El®ször állítom, hogy bármely t ∈ T megengedett megoldásra g(d, t) ≤

≤ g(d∗, t) biztosan teljesül, és E(g(d∗, t)) ≤ α · g(d, t). Valóban, hiszen
g(d, t) =

∑

u,v

cuv · d(u, v) ≤
∑

u,v

cuv · d
∗(u, v) = g(d∗, t);

E(g(d∗, t)) =
∑

u,v

cuv · E(d∗(u, v)) ≤
∑

u,v

cuv · α · d(u, v) = α · g(d, t).Ebb®l pedig egyrészt ha t1 optimális a d∗ szemimetrikával, akkor
g(d, t1) ≤ g(d∗, t1) ≤ g(d∗, t0)

E(g(d∗, t0)) ≤ α · g(d, t0);így tehát t1 valóban átlagosan legfeljebb α-szor rosszabb az optimális meg-oldásnál:
E(g(d, t1)) ≤ α · g(d, t0).Ha pedig 
sak annyit tudunk, hogy t a módosított g(d∗, t) problémának

β-közelítése, akkor
g(d, t) ≤ g(d∗, t) ≤ β · g(d∗, t1) ≤ β · g(d∗, t0)

E(g(d∗, t0)) ≤ α · g(d, t0);9



így tehát t az eredeti problémára átlagosan legfeljebb αβ-szor rosszabb azoptimálisnál:
E(g(d, t)) ≤ αβ · g(d, t0).A második fejezetben de�niálunk egy metrika-osztályt, a µ paraméter¶hierar
hikusan elválasztott fák által indukált metrikák osztályát, és bebizo-nyítjuk, hogy bármely metrikát O(µ(2 lnn + 2)(1 + logµ n)) torzítással köze-líteni lehet ilyen metrikával. A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogyanlehet ezen metrikákon hatékonyan konstans közelítéssel megoldani a min-sum

k-
lustering problémát.2. Metrikus terek közelítése véletlen fákkalVegyünk egy tetsz®leges összefügg® gráfot, aminek minden éléhez egy po-zitív élsúly van rendelve, röviden egy súlyozott él¶ gráfot. Egy ilyen súlyozottél¶ gráfból kaphatunk egy metrikát a gráf 
sú
shalmazán vagy ennek egy ré-szén: távolságnak a két 
sú
s közötti legrövidebb út hosszát választjuk. Eza konstruk
ió még nagyon általános: minden metrikát meg lehet kapni sú-lyozott él¶ gráfból. Értelmes fogalmakat kaphatunk azonban, ha a gráframegszorításokat teszünk.Ha spe
iálisan a gráf egy fa (összefügg® körmentes gráf), akkor bármelykét levél között pontosan egy út van, így a de�ní
iót fogalmazzuk egyszer¶enígy.2.1. de�ní
ió. Egy súlyozott él¶ fa leveleinek V halmaza felett indukáljaazt a metrikus teret, amiben a távolság a két levél közötti út élsúlyainakösszege.Az általunk vizsgált egyszer¶bb metrikus tereket az úgynevezett hierar-
hikusan elválasztott fákból (HST) kapjuk ilyen módon.2.2. de�ní
ió. Egy súlyozott él¶ gyökeres fát µ-HST-nek hívunk az 1 < µparaméterrel és ∆ átmér®vel, ha minden levele azonos ∆/2 távolságra van agyökért®l, és minden gyereke vagy levél, vagy szintén µ-HST pontosan ∆/µátmér®vel. 10



A de�ní
ióból következik, hogy egy ∆ átmér®j¶ µ-HST-ben az i-edik szin-ten lév® 
sú
stól az összes levél leszármazottja pontosan µ−i∆/2 távolságravan.Vegyük észre, hogy az itt használt ∆ átmér® nagyobb lehet a kapottmetrikus tér átmér®jénél (a maximális távolságnál) ha a gyökérnek 
sak egygyereke van, de kisebb sosem lehet annál. A gyökeret nem tekintjük levélnek,még akkor sem, ha 
sak egy él indul ki bel®le. (Megjegyzem, hogy némely
ikk ennél általánosabban de�niálja a HST-t.)2.3. de�ní
ió. Egy HST-t spe
iális formájúnak hívunk, ha minden levél egyszinten van, azaz mindegyiket ugyanannyi él választja el a gyökért®l.A levelekbe men® élek felosztásával könnyen beláthatjuk a következ® ál-lítást.2.4. állítás. Bármely HST-t spe
iális formára hozhatunk, és ez a m¶veletmegtartja a ∆ és µ értékeit, a levelek halmazát, és az ezen indukált gráf-metrikát.Bartal [1℄ megmutatja, hogy bármely (véges) metrikus teret bármelyadott µ-re valószín¶ségben közelíteni lehet egy, a tér pontjaira kifeszített µ-HST-vel, α = O(µ logn/ logµ n) paraméterrel. Ezt a módszert fogom ebbena fejezetben kifejteni.A közelítés paraméterét α = O(µ logn log log n)-re javítja [2℄. A módszertderandomizálni is lehet: [4℄ egy determinisztikus algoritmust ad, amellyel elég
O(n log n) fát megvizsgálni. Rosszabb korlátú, de egyszer¶bb bizonyítást admeg [5℄.E fejezet f® tétele tehát a következ®.2.5. tétel. Legyen adott egy d véges metrikus tér a V ponthalmazon. Ha-tékony véletlen algoritmussal konstruálhatunk egy véletlen spe
iális formájú
µ-HST-t úgy, hogy a HST által a leveleken indukált d∗ véletlen gráf-metrikavalószín¶ségben α paraméterrel közelíti d-t, ahol

α = µ(2 lnn + 2)(1 + logµ n)11



Itt 1 < µ el®re rögzített paraméter.El®ször kimondunk egy lemmát, amely a bizonyítás egyik lépését te
hni-kailag segíti.2.6. lemma. Legyenek F0, . . . , FN−1 illetve E0, . . . , EN−1 olyan véletlen ese-mények, hogy bármely 0 ≤ k < N indexre Fk és Ek kizárja egymást. Tegyüktovábbá fel, hogy van egy olyan 0 ≤ U ≤ N − 2 index, amelyre FU biztosannem következik be.De�niáljuk az m valószín¶ségi változót, mint a legkisebb olyan 0 ≤ m <

< N indexet, amelyre Fm hamis (az el®bbi feltevés miatt mindig van ilyenindex). A G eseményt de�niáljuk, mint Em.Tegyük fel, hogy minden 0 ≤ k < N indexre van olyan ξk szám, hogy akövetkez® három egyenl®tlenség teljesül:
1/n ≤ ξk (1)

P(Ek ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤ P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ·
n

n − 1
· p · ξk (2)

P(Fk ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤ P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ·
n

n − 1
· (1 − ξk). (3)Állítjuk, hogy ekkor P(G) ≤ 2p.Bizonyítás. Teljes induk
ióval látjuk be a következ® egyenl®tlenséget

P(G | F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤
2n − 2 − k

n − 1
· pegyenl®tlenséget. Pontosabban a teljes induk
ió k szerint visszafele halad az

0 ≤ k ≤ U + 1 intervallumon, és azt állítjuk, hogy
P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤

2n − 2 − k

n − 1
· p · P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1). (4)A k = U + 1 alapesetben az F0 ∧ · · · ∧ Fi feltétel triviálisan sosem teljesül,így az egyenl®tlenség mindkét oldala nulla. Másrészt az k = 0 esetben afeltétel triviálisan mindig igaz, így az egyenl®tlenség az P(G) ≤ 2p alakraegyszer¶södik, és ez éppen az, amit igazolni akarunk.12



Mármost lássuk be az induk
iós állítást k-ra, ha feltesszük k − 1-re. Itt
k ≤ U − 1 ≤ N − 2. Tudjuk tehát, hogy
P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Fk) ≤

2n − 3 − k

n − 1
· p · P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Fk). (5)Mármost

P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) =

= P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Fk) + P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ ¬Fk) (6)Csakhogy ha F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ ¬Fk igaz, akkor m = k, és így G ekviva-lens Ek-val. Ezért aztán a második tagot átírhatjuk a következ®képpen, éshasználhatjuk a (3) feltételt:
P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ ¬Fk) = P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Ek) (7)Helyettesítsük be a (6) második tagjába a (7) kifejezést, az els® tagjábapedig az (5) induk
iós feltételt.

P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤

≤
2n − 3 − k

n − 1
· p ·P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Fk) + P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1 ∧ Ek)Összevetve ezt az a (3) és a (2) feltételekkel, ezt kapjuk:

P(G ∧ F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ≤

≤ P(F0 ∧ · · · ∧ Fk−1) ·

(

2n − 3 − k

n − 1
· p ·

n

n − 1
· (1 − ξk) +

n

n − 1
· p · ξk

)

13



Viszont ebben az együttható
2n − 3 − k

n − 1
· p ·

n

n − 1
· (1 − ξk) +

n

n − 1
· p · ξk =

=

(

2n2 − 3n − nk

(n − 1)2
+

−n2 − 2n + nk

(n − 1)2
ξk

)

· p ≤

≤

(

2n2 − 3n − nk

(n − 1)2
+

n(−n − 2 + k)

(n − 1)2
·

1

n

)

· p =

=
2n2 − 4n − nk − 2 + k

(n − 1)2
· p =

2n − 2 − k

n − 1
· p(Felhasználtuk, hogy k ≤ n − 2, és az (1) feltételt.) Ez pedig az induk
ióa (4) állítása, amit bizonyítani akartunk.Most a tényleges bizonyítás els® lépéseként megadunk egy módszert a
sú
shalmaz bizonyos tulajdonságú véletlen partí
ionálására. (Noha az el-nevezés hasonló, ne tévessze össze ezt a partí
ionálást a min-sum 
lusteringprobléma megoldásával: ez utóbbi partí
ionálásról ebben a szakaszban nemejtünk szót.) Pontosan a következ®t állítjuk.2.7. lemma. A V0, . . . , VN−1 valószín¶ségi változókat megválaszthatjuk úgy,hogy a V 
sú
shalmaz ezen halmazok (klaszterek) V0 ∪̇ . . . ∪̇ VN−1 diszjunktuniójaként áll el®, és a következ® három tulajdonság teljesül. Egyrészt min-den Vk klaszter átmér®je legfeljebb 2r ln n; másrészt ha d(u, w) = 0, akkor

u és w biztosan egy klaszterben van; harmadrészt bármely u, w ∈ V 
sú-
sokra annak a valószín¶sége, hogy u és w külön klaszterben van, legfeljebb
2p, ahol p = d(u, w)/r. (Itt 0 < r egy tetsz®leges paraméter; d pedig adottszemimetrika.)Bizonyítás. A bizonyításhoz megkonstruálunk egy megfelel® (V0, . . . , VN−1)valószín¶ségi változót. Feltehetjük, hogy 2 ≤ n, különben az állítás triviális.2.8. de�ní
ió. El®ször rögzítsük a 
sú
sok egy tetsz®leges sorrendjét: V =

{v0, . . . , vn−1}. Minden 0 ≤ k < n indexhez válasszunk egy zk véletlenszámot,amelyre 0 ≤ zk < r ln n, az eloszlása
P(zk ≤ t) =

n

n − 1
(1 − e−t/r),14



ha 0 ≤ t ≤ r ln n, és a z0, . . . , zn−1 számok teljesen függetlenek. Ezutánlegyen N = n, és legyen
Vk = {u ∈ V | d(u, vk) ≤ zk és u /∈ V0 ∪ · · · ∪ Vk−1}.Másképpen a k sorszámú klaszter a vk körüli zk sugarú gömbben lév®
sú
sokat tartalmazza, kivéve azokat, amelyek valamely korábbi klaszterbenvannak.Most belátjuk, hogy az így de�niált véletlen partí
ióval a lemma állításaiigazak.El®rebo
sájtjuk, hogy a zk-ra megadott eloszlás folytonos, és hogy elosz-lásfüggvényét 0 ≤ t esetén felírhatjuk a következ® egységes alakban:

P(zk ≤ t) =
n

n − 1
(1 − e−min(t,r lnn)/r). (8)Mivel d(vk, vk) ≤ zk mindenképp igaz minden k-ra, ezért a partí
ió való-ban lefedi az egész ponthalmazt: V = V0 ∪ · · · ∪ Vn−1. Az is látható, hogy aklaszterek diszjunktak. Bármely klaszter sugara legfeljebb r ln n, hiszen ha

u ∈ Vk akkor d(u, vk) ≤ zk < r ln n, ezért az átmér®je is legfeljebb kétszerekkora: ha u, w ∈ Vk akkor d(u, w) ≤ d(u, vk)+d(vk, w) ≤ 2r ln n. A másodiktulajdonság is nyilvánvalóan igaz: ha d(u, v) = 0 akkor u és v ugyanabba aklaszterbe kerül.A harmadik tulajdonság igazolásához legyen u, w ∈ V két rögzített 
sú
s.A 2.6. lemmát fogjuk felhasználni. Jelölje Fk azt az eseményt, hogy zk <

< d(u, vk) és zk < d(vk, w) is teljesül; Ek pedig azt jelöli, hogy zk < d(u, vk)vagy zk < d(vk, w) közül pontosan az egyik teljesül.Az nyilvánvaló, hogy Fk és Ek kizárja egymást. Mivel u, w ∈ V , vannakolyan U0, U1 < N indexek, hogy u = vU0 illetve w = vU1, ezekre az indexekrepedig d(u, vU0) = 0 ≤ zk illetve d(vU1 , w) = 0 ≤ zk miatt Fk nem teljesül.Ráadásul U0 6= U1, így az U = min(U0, U1) ≤ N − 2 indexre is igaz mindez.Vegyük észre, hogy mivel Fk és Ek függvénye zk-nak, és z0, . . . , zN−1 füg-getlenek, ezért az
(F0, E0), . . . , (Fk, Ek)15



párok teljesen függetlenek egymástól. Ezért aztán a (2), (3) feltételeket egy-szer¶síthetjük P(F0∧· · ·∧Fk−1)-gyel. Ahhoz, hogy a lemmát alkalmazhassuk,azt kell tehát igazolni, hogy minden k indexre van olyan ξk szám, hogy
1/n ≤ ξk

P(Ek) ≤
n

n − 1
· p · ξk

P(Fk) ≤
n

n − 1
· (1 − ξk)Vezessük be a következ® jelöléseket:

̺0 = min(d(u, vk), d(vk, w)); ̺∗
0 = min(̺0, r ln n);

̺1 = max(d(u, vk), d(vk, w)); ̺∗
1 = min(̺1, r ln n).Ezzel a jelöléssel az Ek eseményt úgy is átfogalmazhatjuk, hogy ̺0 ≤ zk <

< ̺1. Használjuk fel a (8) eloszlásfüggvényt (kihasználva, hogy folytonos).
P(Ek) = P(̺∗

0 ≤ zk < ̺∗
1) =

n

n − 1
(e−̺∗0/r − e−̺∗1/r) =

=
n

n − 1
e−̺∗0/r(1 − e(̺∗0−̺∗1)/r) (9)Teljesen hasonlóan Fk akkor és 
sak akkor teljesül, ha zk < ̺0. Tehát

P(Fk) = P(zk < ̺0) =
n

n − 1
(1 − e−̺∗0/r) (10)Vegyük most észre, hogy

̺∗
1 − ̺∗

0 ≤ ̺1 − ̺0 = |d(u, vk) − d(vk, w)| ≤ d(u, w),amib®l, mivel 1 + x ≤ ex minden x valós számra igaz,
1 − e(̺∗1−̺∗0)/r ≤ (̺∗

1 − ̺∗
0)/r ≤ d(u, w)/r = p

16



Másrészt ̺∗
0 ≤ r ln n miatt az is igaz, hogy

1/n ≤ e−̺∗0/rÍgy aztán ξk = e−̺∗0 választással (9) és (10) adja a kívánt feltételeket. Valóbanalkalmazhatjuk tehát a 2.6. lemmát. Vizsgáljuk meg, mit ad az állítása.A 2.8. de�ní
ióból következik, hogy az u pont abban a Vk0 klaszterbenvan benne, amelyre d(u, vk0) ≤ zk, de minden k < k0 indexre z < d(u, vk).Ugyanígy, w abban a Vk1 klaszterben van, amelyre d(vk1, w) ≤ zk, de minden
k < k1 indexre z < d(vk, w). Viszont az m valószín¶ségi változót úgy de�ni-áltuk, mint azt az indexet, amelyre Fm hamis, de minden k < m indexre Fmigaz. Ezért aztán Fk de�ní
iójából minden k < m indexre zk < d(u, vk) és
zk < d(vk, w); viszont d(u, vm) ≤ zk vagy d(vm, w) ≤ zk.Együtt ez azt jelenti, hogy u és v közül legalább az egyik a Vm klaszter-ben van. Ráadásul látható, hogy G azaz Em akkor és 
sak akkor igaz, hanem mindkét pont van ebben a klaszterben. Azt kaptuk, hogy G akkor és
sak akkor következik be, ha u és v különböz® klaszterben van. A lemmaazt állítja, hogy ennek a valószín¶sége legfeljebb 2p. Ezzel a 2.7. lemmátbeláttuk.Következ® lépésként módosítjuk a fenti partí
ionálási módszert, hogy egyújabb követelményt is kielégítsen.2.9. lemma. A V0, . . . , VN−1 valószín¶ségi változókat megválaszthatjuk úgy,hogy a V 
sú
shalmaz ezen halmazok (klaszterek) V0 ∪̇ . . . ∪̇ VN−1 diszjunktuniójaként áll el®, és a következ® három tulajdonság teljesül. Egyrészt min-den Vk klaszter átmér®je legfeljebb r(2 lnn + 2); másrészt ha d(u, w) ≤ r/n,akkor u és v biztosan egy klaszterben van; harmadrészt bármely u, w ∈ V
sú
sokra annak a valószín¶sége, hogy u és w külön klaszterben van, legfel-jebb 2p, ahol p = d(u, w)/r (0 < r egy tetsz®leges paraméter).(Vegyük észre, hogy az átmér®re adott korlát kissé gyengébb az el®z®nél,míg a harmadik tulajdonság változatlan.)17



Bizonyítás. El®ször képezzünk a metrikus térb®l egy új szemimetrikát úgy,hogy összehúzzuk az r/n-nél közelebbi 
sú
sokat egy 
sú
sba. Pontosabbantekintsük azt az ekvivalen
iarelá
iót, amely szerint az u és v 
sú
s ekvivalensegymással, ha d(u, v) ≤ r/n, vagy ha más V -beli 
sú
sokon keresztül u-bólel lehet jutni v-be legfeljebb r/n hosszú ugrások sorozatával. De�niáljunkegy új dC szemimetrikus teret a V halmazon, amelyben a dC(u, v) távolságegyenl® az u ekvivalen
iaosztálya és v ekvivalen
iaosztálya közti legkisebbtávolsággal.Alkalmazzuk a 2.7. lemmát az új dC szemimetrikára (de változatlan rparaméterrel), így V egy (V0, . . . , VN−1) partí
ióját kapjuk. Állítom, hogyerre a partí
ióra teljesülnek a lemma követelményei.Mivel összesen n 
sú
s van, ezért bármely pontból bármely vele ekvivalenspontba legfeljebb n − 1 darab, egyenként r/n hosszú ugrással el lehet jutni,így két ekvivalens pont távolsága kisebb r-nél. Ebb®l az következik, hogybármely két 
sú
sra dC(u, v) ≤ d(u, v)+ 2r, így az egyes klaszterek átmér®jea d metrika szerint legfeljebb 2r-rel nagyobb, mint a dC szerint, azaz legfel-jebb r(2 lnn + 2). Ha az u, v pontokra d(u, v) ≤ r/n, akkor ez a két pontekvivalens, ezért dC = 0, így ez a két pont biztosan egy klaszterbe kerül.Végül mivel bármely két u, v 
sú
sra dC(u, v) ≤ d(u, v), ezért a harmadiktulajdonság is teljesül: u és v legfeljebb d(u, v)/r valószín¶séggel kerül különklaszterbe.Valóban a fenti tulajdonságú véletlen partí
ionálást kaptunk tehát.Most már készen állunk arra, hogy megadjuk a µ-HST-t el®állító algorit-must.2.10. de�ní
ió. Legyen bemenetként adott a V (nem üres) 
sú
shalmaz, a
d metrika ezen a halmazon, az 1 < µ paraméter, és a ∆ átmér®, amelyr®lfeltesszük, hogy nem kisebb a V átmér®jénél a d metrika szerint. A beme-nethez tartozó közelít® fát, amely egy súlyozott él¶ gyökeres véletlen fa Vlevélhalmazzal, rekurzívan de�niáljuk a következ®képpen.Az alapeset, ha 1 = n (n jelölje V elemszámát): ekkor a közelít® fa álljonegy levélb®l és egy gyökérb®l köztük egy ∆/2 súlyú éllel.18



Különben partí
ionáljuk a V 
sú
shalmazt a 2.9. lemma szerint a d met-rika alapján az r = ∆/(µ(2 lnn+2)) paraméterrel. Dobjuk el az üres klaszte-reket. Ezután minden Vk klaszterhez rekurzív módon készítsük el a közelít®fát, metrikának a d metrika megszorítását használva, a µ paraméterrel ésa ∆/µ átmér®vel. (Az egyes véletlen közelít® fákat a partí
ionálástól füg-getlenül készítsük el.) Végül vegyünk fel egy új gyökér
sú
sot, amelynekgyerekei az így kapott kisebb közelít® fák, melyek bármelyikének a gyökerét
(1 − 1/µ)∆/2 súlyú él köti össze az új gyökérrel.2.11. lemma. Ha a V, d, µ, ∆ bemenetek teljesítik a feltételeket, akkor aközelít® fa rekurzív de�ní
iója értelmes, kimenete egy ∆ átmér®j¶ µ para-méter¶ HST, melynek levélhalmaza V , és ez a fa olyan d∗ metrikát indukál,amely az 1.14. de�ní
ió értelmében

α = µ(2 lnn + 2)(1 + logµ n)paraméterrel közelíti d-t.Bizonyítás. Ahhoz, hogy a de�ní
ió értelmes, 
sak két dolgot kell belát-nunk: azt, hogy a rekurzív hívás bemenetei teljesítik a kikötéseket, és azt,hogy az eljárás terminál, tehát nem hívja magát közvetetten végtelen sokszor.A rekurzív hívás argumentumairól rögtön adódik, hogy Vk nem üres hal-maz, d megszorítása ugyanerre pedig metrika rajta, és hogy 1 < µ. Azt kell
sak belátni, hogy a ∆/µ átmér® nem kisebb a Vk átmér®jénél, ez is igazazonban, mert a 2.9. lemma garantálja, hogy a kapott klaszterek átmér®jelegfeljebb 2(r ln n + 2) = ∆/µ.Az l mélység¶ rekurzív hívásnál az átmér® bemenet egyenl® ∆/µl-nelígy a 
sú
shalmaz átmér®je is legfeljebb ennyi. A használt metrika mindigugyanannak a d-nek a megszorítása, így elég nagy l-re ez a korlát kisebb alegkisebb d-beli távolságnál is, ekkor pedig a 
sú
shalmaz 
sak egy 
sú
sbólállhat, ilyenkor pedig az alapeset érvényesül. Ebb®l aztán látható, hogy arekurzió terminál.A konstruk
ió és a 2.2. de�ní
ió összevetéséb®l nyilvánvaló, hogy a kime-net valóban egy HST a µ paraméterrel, ∆ átmér®vel, és V levélhalmazzal.19



Vizsgáljuk most a valószín¶ségben közelítés érvényét. Legyen u, v ∈ V két
sú
s, jelölje a fában mért távolságukat d∗ = d∗(u, v), az eredeti metrikábanmért távolságukat d = d(u, v). Annyit kell 
sak belátnunk, hogy d ≤ d∗biztos, de E(d∗) ≤ αd. Nyilván feltehetjük, hogy u 6= v.Az els® egyenl®tlenséget induk
ióval láthatjuk be a rekurzió mélysége sze-rint. Két esetet kell vizsgálnunk: ha u és v a partí
ionálásnál különböz®klaszterbe került, akkor a kapott fában gyökérnek különböz® gyerekét®l szár-maznak le, d∗ = ∆, ez pedig a feltételb®l nagyobb vagy egyenl® V átmér®jé-nél, így d-nél is. Ha viszont azonos klaszterbe kerültek, akkor ugyanannak arészfának a levelei, ezt a részfát pedig egy rekurzív hívás állította el®, amelyrealkalmazhatjuk az induk
iós feltételt, így ebben a részfában a távolságuk leg-alább d.A második állításhoz jelölje i azt a nemnegatív egészt, amelyre ∆/µi+1 <

< d ≤ ∆/µi (nyilván 0 ≤ i). Bizonyítsuk i-re vonatkozó teljes induk
ióval aztaz er®sebb állítást, hogy E(d∗) < dµ(2 lnn + 2)(1 + min(i, logµ n)). Vegyükészre, hogy ha logµ n ≤ i, akkor d ≤ ∆/n, így a partí
ionálásról kikötöttharmadik tulajdonság miatt u és v biztosan ugyanabba a klaszterbe kerül, ígyaz induk
iós feltételt alkalmazhatjuk erre a klaszterre, ezért valóban E(d∗) ≤

dµ(2 lnn + 2)(1 + logµ n). Másrészt ha i = 0, akkor ∆/µ < d, ezért u és
v nem kerülhet azonos klaszterbe a 2.9. lemma els® tulajdonsága miatt, így
d∗ = ∆ < dµ < dµ(2 log n + 2). Végül ha 0 < i < logµ n, alkalmazzuka második tulajdonságot: ez azt mondja ki, hogy annak a valószín¶sége,hogy a két 
sú
s külön klaszterbe kerül, legfeljebb d/r = dµ(2 lnn + 2)/∆.Ha a két 
sú
s külön klaszterbe kerül, akkor a d∗ = ∆. Ha ugyanabba aklaszterbe, akkor az induk
iót alkalmazhatjuk a megfelel® részfára, ennek azátmér®je ∆/µ, míg d változatlan, így erre a rekurzív hívásra i eggyel kisebbmint a teljes fára, tehát az állításból d∗ feltételes várható értéke legfeljebb
dµ(2 logn + 2)i. A két lehet®séget összerakva éppen azt kapjuk, hogy

E(d∗) ≤
dµ(2 lnn + 2)

∆
· ∆ + dµ(2 log n + 2)i = dµ(2 log n + 2)(i + 1).Meg kell még jegyezni, hogy a fenti számításban n-et állandónak tekin-tettük, holott a részfákra n értéke kisebb az eredeti fa elemszámánál. El-20



len®rizhet® azonban, hogy ez nem rontja el a be
sléseket. Ezzel beláttuka 2.11. lemmát.A fentiek már közvetlenül igazolják a fejezet f® tételét.Bizonyítás (2.5. tétel). Vegyük a V, d metrikus tér 2.10. de�ní
ió szerintiközelít® fáját, ahol a paraméter µ, és a ∆ átmér® egyenl® a metrikus térátmér®jével. A 2.11. lemma szerint ez valóban egy µ-HST, amely által in-dukált d∗ metrika α paraméterrel valószín¶ségben közelíti d-t. Ezt a HST-ta 2.4. állítás szerint spe
iális alakra hozhatjuk, és ez nem rontja el a többitulajdonságot.Nem fogjuk teljes részletességgel bebizonyítani, hogy ez a konstruk
iópolinom idej¶ véletlenített algoritmussal elkészíthet®, de bizonyos részleteketkiemelünk.Egyrészt a bemenet méretéhez meg kell adni pontosan, milyen formájúbemenetet kap az algoritmus. Azt feltételezem, hogy µ értékét a bemenettartalmazza, de egy 1-nél nagyobb alsó korlátot rögzítettünk rá. hogy a dmetrikában minden távolság egész szám, és a metrikát egyszer¶en az összes
d(u, v) távolság felsorolásával adjuk meg.Azt nem nehéz látni, hogy a 2.9. lemmában, a 2.10. de�ní
ióban, ésa 2.4. állításban szerepl® konstruk
iókat polinom id®ben el lehet végezni.Csak annyit jegyeznék meg, hogy a közelít® fa rekurziója összesen legfeljebb
l · n-szer hívja meg magát, ahol l a rekurzió legnagyobb mélysége (egyben akapott fa mélysége), és l = O(log ∆), ahol ∆ a d-beli legnagyobb távolság (alegkisebb távolság legalább 1).Gondot 
sak az okoz, hogy a 2.8. konstruk
ióját is végre lehet-e hajtanipolinomiális id® alatt � s®t, egyáltalán algoritmikusan. Ehhez a de�ní
ióhozugyanis el® kellene állítani egy véletlen valós számot egy megadott eloszlással.Vegyük azonban észre, hogy ha a zk véletlen szám helyett egy másikat vá-lasztunk, amely pontosan ugyanazoknál a d(u, v) távolságoknál kisebb, mintaz igazi, akkor az eredmény ugyanaz lesz, ilyen d(u, v) távolság pedig 
sak n2féle van. Azt nyilván megtehetjük P -ben polinomiális id®ben (és polinomiálissok véletlen bittel), hogy zk helyett ennek egy közelítését számítjuk ki, amely-nek az eloszlása zk-étól mindenhol legfeljebb 2−P -nel tér el. Ez a közelítés21



legfeljebb O(2−P ) · n2 valószín¶séggel kerül másik intervallumba azok közül,amelyeket a d(u, v) távolságok határolnak. Mivel legfeljebb nO(1) · logO(1) ∆ilyen véletlenszámot használunk, Így legfeljebb O(2−P ) · NO(1) valószín¶ség-gel kapunk rossz eredményt, ha N a bemenet mérete. Azonban még ha rosszeredményt is kapunk, a végs® eredmény akkor is egy HST, és az ebb®l ka-pott d∗ indukált gráf-metrika dominálja d-t, mivel pedig d∗(u, v) sosem lehetnagyobb, mint ∆, így E(d∗(u, v)) ≤ α · d(u, v) + ∆ · O(2−P ) · NO(1). Ezértaztán az ilyen közelítéssel kapott d∗ mérték α + ε paraméterrel valószín¶-ségben közelíti d-t, ahol ε = NO(1) · O(2−P ′

), és a futásid® P ′-nek és N-nekpolinomjával korlátos.3. A min-sum k -
lustering közelít® megoldásaEbben a fejezetben megadjuk a HST-kre vonatkozó közelít® algoritmust[3℄ alapján. Az algoritmus bemenetként már egy HST-t kap, kimenete a min-sum k-
lustering problémának (lásd 1.11. de�ní
ió) olyan megoldása, amelya 
élfüggvény szerint az optimálistól 
sak legfeljebb konstans faktorral tér el,determinisztikus, és polinom id®ben lefut. Kiemeljük, hogy a k számot be-menetnek tekintjük, tehát a közelítésre és az id®re adott korlát minden k-raegyszerre érvényes. A közelítéshez azonban szükséges, hogy a HST µ para-méterét n-t®l függ®en válasszuk meg. A választást kés®bb fogjuk megadni.HST alatt ebben a fejezetben végig a 2.3. de�ní
ió szerinti spe
iális for-májú HST-t értünk � ezt megtehetjük, mert a 2.5. tétel ilyet ad. A fejezetf® tétele tehát a következ®.3.1. tétel. Bármely bemenetként kapott spe
iális formájú µ-HST-re és 0 ≤

k egészre polinomiális id® alatt konstans faktorral optimális közelítést tudunkadni a HST indukált metrikáján a min-sum k-
lustering problémára. Ehhezazonban feltesszük, hogy µ kés®bb meghatározandó, 
sak n-t®l függ® korlátokközött van, ahol az alsó korlát nagyobb egy n-t®l független 1-nél nagyobbkonstansnál, és a korlátok bármely n-re kielégíthet®ek.Most az els® el®készít® lépésben visszavezetjük a feladatot arra az esetre,amikor a HST-nek legfeljebb O(logµ n) szintje van.22



3.2. lemma. Legyen µ mint az el®z® tételben. Tegyük fel, hogy van egypolinomiális idej¶ algoritmusunk, amelynek a bemenete egy αL logµ n szint¶ nlevel¶ µ-HST, és egy 0 ≤ k egész, kimenete pedig egy β konstans közelítésseloptimális megoldás a min-sum k-
lustering problémára az indukált metrikán.Ekkor szintén polinom id®ben 2β konstans közelítéssel optimális megoldásttudunk adni a min-sum k-
lustering problémára tetsz®legesen magas µ-HST-re is. Itt αL egy kés®bb meghatározott β-tól függ® pozitív konstans.Bizonyítás. Legyen a bemenetünk egy ∆ átmér®j¶ µ-HST az n elem¶ Vlevélhalmaz felett, és a k egész szám. Tegyük fel, hogy az optimális megoldás
élfüggvénye g0. Legyen l az a legkisebb egész, amelyre β · g0 < ∆/µl. Ek-kor egy β faktorig optimális megoldásban a klasztereken belül biztosan nemszerepelhet ∆/(2µl)-nél hosszabb távolság, így a fa els® l szintjének nin
ssok jelent®sége: ha 2 ≤ l, ezeket akár össze is vonhatjuk egy szintté, azazfelveszünk egy új gyökeret, és az l-edik szinten lév® összes 
sú
sot közvetlenülehhez kötjük egy-egy (1 − 1/µ)∆/(2µl) hosszú éllel.Másrészt legyen l′ a legnagyobb egész, amelyre ∆/µl′ ≤ g0. Ekkor nin
sjelent®sége a ∆/(n2 · µl+1)-nél rövidebb távolságoknak sem, mert ha ezeketmegnöveljük egységesen ∆/(n2 · µl+1)-re, akkor ez a 
élfüggvényt legfeljebb
∆/µl+1-nel növeli meg, így legfeljebb kétszer rosszabb közelítést kaphatunk.Vonjuk tehát össze a fában az (els® összevonás el®tt) l′-edik és alatta lév®szinteket, azaz minden levelet az l′-edik szinten lév® 
sú
sokhoz közvetlenülegy-egy ∆/(2µl′) hosszú éllel.Mivel nyilván l′− l = O(logµ n), ezért az így kapott fának legfeljebb ennyiszintje van, és ha a feltételezett algoritmust futtatjuk rajta, akkor a kapottközelít® megoldás az eredeti fán is 2β paraméter¶ közelítés.Csak egy probléma van: g0 értékét nem tudjuk el®re meghatározni. Sebaj,egyszer¶en kipróbálhatunk minden szóba jöv® l, l′ értéket, és mindegyikremeghívhatjuk az algoritmust, majd a kapott megoldások helyességét könnyenellen®rizhetjük, és kiválaszthatjuk a legjobbat. Ez legfeljebb annyi hívástigényel, ahány szintes a bemenetként adott fa, ez pedig még mindig 
sakpolinomiális id®t jelent.Második el®készít® lépésként a min-sum k-
lustering problémáról átté-23



rünk egy hasonló problémára.3.3. de�ní
ió. Legyen adott egy (V, d) metrikus tér és egy k nemnegatívegész. A balan
ed k-median probléma egy megengedett megoldása a kö-zéppontok K halmazából, és a klaszterek Pv halmazaiból áll: ahol K ⊆ Vegy pontosan k elem¶ halmaz, és minden v ∈ K középpontra Pv a V egyrészhalmaza és v ∈ Pv, a klaszterek diszjunktak, uniójuk a teljes V . Aminimalizálandó 
élfüggvény a klaszterek elemeinek a középponttól való tá-volságának a klaszterek elemszámával súlyozott összege:
g(d, (K, (Pv))) =

∑

v∈K

|Pv|
∑

w∈Pv

d(v, w).Megjegyzem, hogy a balan
ed k-median problémát másképpen is szoktákde�niálni, mégpedig a v ∈ Pv megszorítás nélkül.Nyilvánvaló a következ® állítás.3.4. állítás. A balan
ed k-median probléma pozitív lineáris.3.5. lemma. Ha adott metrikus téren és adott k mellett a (K, (Pv)) meg-engedett megoldás β-közelíti a balan
ed k-median problémát, akkor a {Pv}partí
ió 2β-közelíti a min-sum k-
lustering problémát.(A jelöléssel kap
solatban hadd jegyezzem meg, hogy míg a balan
ed k-median probléma megoldásában a (Pv) 
sú
shalmazokból álló rendszer Kelemeivel van indexelve, a min-sum k-
lustering problémában az ugyanígyjelölt {Pv} nin
senek indexelve.)Bizonyítás. Legyen {P ′
0, . . . , P

′
k−1} a min-sum k-
lustering probléma opti-mális megoldása. Ennek min-sum k 
lustering szerinti 
élfüggvénye

g′(d, {P ′
i}) =

1

2

∑

i

∑

u∈P ′

i

∑

w∈P ′

i

d(u, w).Legyen most minden i-re v′
i a P ′

i halmaz azon eleme, amelyre∑w∈P ′

i
d(v′

i, w)minimális. Ez után legyen minden i-re P ′
v′

i
= P ′

i . Az így kapott ({v′
i}, (P

′
v′

i
))24



megengedett megoldása a balan
ed k-mediannak, és 
élfüggvénye
g(d, ({v′

i}, (P
′
v′

i
))) =

∑

i

|P ′
i | ·
∑

w∈P ′

i

d(v′
i, w) =

∑

i

∑

u∈P ′

i

∑

w∈P ′

i

d(v′
i, w) ≤

≤
∑

i

∑

u∈P ′

i

∑

w∈P ′

i

d(u, w) = 2g′(d, {P ′
i}).Másrészt a (K, (Pv)) a balan
ed k-medianra β-közelítés, ezért a fenti 
él-függvénynek legfeljebb β-szorosa:

∑

v∈K

|Pv| ·
∑

w∈Pv

d(v, w) = g(d, (K, (Pv)) ≤ β · g(d, ({v′
i}, (P

′
v′

i
))).Viszont a {Pv} k elem¶ partí
iója V -nek, így megengedett megoldása a min-sum k-
lustering problémának, 
élfüggvénye pedig

g′(d, {Pv}) =
1

2

∑

v∈K

∑

u∈Pv

∑

w∈Pv

d(u, w) ≤
1

2

∑

v∈K

∑

u∈Pv

∑

w∈Pv

d(u, v) + d(v, w) =

=
∑

v∈K

|Pv|
∑

w∈Pv

d(v, w) = g(d, (K, (Pv))) (11)A három egyenl®tlenségb®l együtt pedig g′(d, {Pv}) ≤ 2β · g′(d, {P ′
v}),tehát {Pv} valóban 2β faktorig optimális megoldás.A 3.2. lemma és a 3.5. lemma miatt a továbbiakban 
sak egy egy adott

n level¶, legfeljebb O(logµ n) szint¶ µ-HST által indukált gráf-metrikán kellpolinom id®ben konstans közelítéssel megoldást adnunk a balan
ed k-medianfeladatra.Erre egy dinamikus programozáson alapuló algoritmust fogunk bemu-tatni, amely a problémának bizonyos, egyre nagyobb részmegoldásait keresi.El®ször leírunk egy olyan változatot, amely optimális megoldást ad, de po-linomiálisnál több id®t használ. Ezután megadjuk ennek egy javítását, amimár polinomiális idej¶, de 
serébe egy konstans faktorral rosszabb megoldástis adhat.El®ször de�niálni fogjuk a probléma részleges megoldásának a fogalmát.A részmegoldást szemléletesen úgy képzeljük el, mint a balan
ed k-medián25



megoldásának részben meghatározott változata, de ennek a képnek nemadunk pre
íz jelentést. Spe
iálisan nem feltétlenül tartozik minden részmeg-oldáshoz teljes megoldás.De�niálunk egy nemnegatív érték¶ 
élfüggvényt (kiértékel® függvényt) isa részmegoldásokon, valamint de�niáljuk a részmegoldás lenyomatát. A dina-mikus programozási algoritmus lényege az lesz, hogy bizonyos lenyomatokhozel®állítjuk a 
élfüggvényt minimalizáló részleges megoldást (és a 
élfüggvényitt felvett értékét is). A bizonyítás sok te
hnikai részletb®l áll. Meg kellugyanis adni a legegyszer¶bb részmegoldásokat, amelyekb®l kiindulunk; azta m¶veletet, amivel két kisebb részmegoldásból egy nagyobbat kaphatunk, ésazt, hogy számíthatjuk ki a 
élfüggvényét és a lenyomatát egy ilyen összeté-telnek; azt, hogy minden részmegoldást felépíthetünk ilyen módon; és hogyminden teljes megoldást meg lehet kapni egy bizonyos lenyomatú részmegol-dásból.3.6. de�ní
ió. Legyen tehát a továbbiakban adva a ∆ átmér®j¶ spe
iálisformájú µ-HST a V leveleken. Legyen adott a k nemnegatív egész paraméter;és jelölje n a V elemszámát. Jelölje L a fa szintjeinek számát leszámítva alevelek szintjét: a gyökér a nulladik, a gyökér gyerekei az els®, stb, a levelekaz L-edik szinten vannak. Ha két levél leg�atalabb közös ®se az i-edikszinten van, akkor azt mondjuk, hogy a két levél az i szinten kap
solódik.Természetesen bármely két különböz® levélhez van olyan i (0 ≤ i < L),hogy a két levél az i-edik szinten kap
solódik. Idézzük fel a HST-nek azt atulajdonságát, hogy ilyenkor a két levél távolsága µ−i∆3.7. de�ní
ió. Részleges megoldásnak bizonyos (U, C, (pv,i), (Av)) né-gyeseket hívunk, ahol U ⊆ V és C ⊆ U 
sú
shalmazok, minden v ∈ C
sú
sra Av ⊂ U , és minden v ∈ C 
sú
sra és 0 ≤ i < L egészre pv,i nemnega-tív egész. A négyesr®l annyit kötünk még ki, hogy az Av halmazok páronkéntdiszjunktak legyenek; minden v ∈ C-re v ∈ Av; és hogy ha av,i jelöli az Avolyan 
sú
sainak számát, amelyek v-vel az i-edik szinten kap
solódnak, akkorminden v ∈ C-re és minden 0 ≤ i < L-re av,i ≤ pv,i.Szemléletesen a részleges megoldás a balan
ed k-median megoldásánakegy részleges meghatározását jelenti. Az U , amelyet egy részfa leveleinek26



kell elképzelni, azt adja meg, hogy a részmegoldás mekkora részét rögzíti amegoldásnak: ha U = V , akkor a teljes megoldást egyértelm¶en rögzíti. Amásik három változó jelentése: C az U-ban lév® középpontok halmaza, és
Av v klaszteréb®l az U-beli pontok halmaza, és pv,i a klaszter olyan pont-jainak száma, amelyek v-vel az i-edik szinten kap
solódnak. Spe
iálisan
1 +

∑

0≤i<L pv,i a v klaszterének elemszáma.3.8. de�ní
ió. Egy (U, C, (pv,i), (Av)) részleges megoldás 
élfüggvényénekértéke legyen
∑

v∈C

(

1 +
∑

0≤i<L

pv,i

)

∑

0≤i<L

pv,iµ
−i∆.Ez szemléletesen a balan
ed k-medián 
élfüggvényéb®l az U-beli közép-pontú klaszterekhez tartozó részösszeg. (Megjegyzem, hogy ez nem az 1.2. de-�ní
ió értelmében vett 
élfüggvény.)3.9. de�ní
ió. Egy (U, C, (pv,i), (Av)) részleges megoldáshoz de�niáljuk en-nek (egyértelm¶) lenyomatát: ez legyen az (U, c, s, (qi)) négyes; ahol c =

= |C|; s = |U | −
∑

v∈C |Av|, és minden 0 ≤ i < L indexre qi =
∑

v∈C(pv,i −

av,i), ahol itt av,i ismét az Av olyan 
sú
sainak száma, amelyek v-vel az i-edikszinten kap
solódnak.A lenyomat paramétereinek szemléletes jelentése a következ®: c az U-beliközéppontok száma; s az olyan U-beli 
sú
sok száma, amelyek U-n kívüliközépponthoz tartoznak; és qi az olyan U-n kívüli 
sú
sok száma, amelyek
U-beli középponthoz kap
solódnak az i-edik szinten át.A de�ní
ióból könnyen következik néhány korlát.3.10. állítás. Minden részleges megoldás lenyomatában 0 ≤ s ≤ n, és min-den i-re 0 ≤ qi.Ismertetek néhány megszorítást, ami az összes, az algoritmus által vizs-gált lenyomatra teljesülni fog. Mivel a rekurziót még nem adtuk meg, ezeket
sak kés®bb látjuk be.Az els® megszorítás U-ra vonatkozik.27



3.11. de�ní
ió. Az U levélhalmazt szabályosnak nevezzük, ha nem üres,és V -nek van egy olyan w bels® 
sú
sa, és a bels® 
sú
snak néhány gyereke,hogy U pontosan ezen gyermekekb®l leszármazott leveleket tartalmazza.(A gyerek 
sú
sok lehetnek bels® 
sú
sok vagy levelek w-tól függ®en.Megjegyzem, hogy ez az w nem feltétlenül egyértelm¶: ha U a w összesleszármazottjának halmaza, akkor w helyett vehetnénk ennek szül®jét is �kivéve ha w a gyökér 
sú
s.) Ebb®l következik, hogy ha w az l-edik szintenvan, akkor U bármely elemével együtt az összes olyan levelet is tartalmazza,amelynek vele az l + 1-edik szinten közös ®se van.3.12. állítás. Az összes, a rekurzió által vizsgált lenyomatban U szabályoslevélhalmaz. Ez az állítás a rekurzió megadásából világosan következni fog.A második és a harmadik megszorítás qi-re vonatkozik.3.13. állítás. Minden, a rekurzió során vizsgált lenyomatban minden 0 ≤

i < L szintre qi ≤ 2n(n − |U |)A harmadik megszorítás a bizonyításhoz ugyan nem szükséges, ezért nemfogjuk igazolni, mégis a bizonyítás megértését segítheti. Ez a következ®tmondja ki: a 3.11. de�ní
ióban de�niált l-re 0 = ql+1 = ql+2 = · · · = qL−1.Szemléletesen ennek az oka, hogy az els® tulajdonság miatt U-n kívüli 
sú
saz U-n belüli klaszter-középponthoz 
sak l-edik vagy fels®bb szint¶ 
sú
sonkeresztül kap
solódhat.A rekurzió 
élja az lesz, hogy a (V, k, 0, (0, . . . , 0)) lenyomathoz találjukmeg az optimális (azaz minimális 
élfüggvény¶) részmegoldást. Ez elegend®a következ® lemma miatt.3.14. lemma. A balan
ed k-median probléma egy tetsz®leges megoldásáhozelkészíthetünk egy olyan részmegoldást, amelynek lenyomata éppen
(V, k, 0, (0, . . . , 0))és amelynek a 
élfüggvénye megegyezik a részmegoldás 
élfüggvényével. Meg-fordítva, egy olyan részmegoldáshoz, amelynek a lenyomata a fentivel egyezikmeg, elkészíthetünk egy megoldást ugyanolyan 
élfüggvénnyel.28



Bizonyítás. Legyen adott a (K, (Pv)) megoldás. Legyen pv,i a Pv klaszterolyan pontjainak száma, amelyek v-hez az i-edik szinten kap
solódnak. Vizs-gáljuk a (V, K, (pv,i), (Pv)) részmegoldást. Ez valóban részmegoldás, mivelminden v ∈ K-ra és 0 ≤ i < L szintre a Pv halmazok páronként diszjunktak,
v ∈ Pv, és av,i = pv,i. A részmegoldás 
élfüggvénye

∑

v∈K

(

1 +
∑

0≤i<L

pv,i

)

∑

0≤i<L

pv,iµ
−i∆,
sakhogy pv,i megválasztása miatt 1 +

∑

l pv,i = |Pv|, és mivel ha két 
sú
saz i-edik szinten kap
solódik, akkor a távolságuk éppen µ−i∆, ezért
∑

i

pv,iµ
−i∆ =

∑

u∈Pv

d(u, v);így ez a 
élfüggvény éppen megegyezik az eredeti megoldás min-sum k-
lustering 
élfüggvényével.Visszafele legyen adott a (V, C, (pv,i), (Av)) megoldás. Vizsgáljuk ekkora (C, (Av)) megoldást. Tudjuk, hogy az Av halmazok diszjunktak, így aklaszterek is; és c = k darab klaszterközéppont van. A lenyomatban s = 0,ezért a részmegoldás olyan, hogy |U | =
∑

v∈C |Av|, tehát minden 
sú
s be-került valamelyik klaszterbe. Ez tehát megengedett megoldása a problémá-nak. Másrészt mivel a lenyomatban qi = 0, ezért a lenyomat de�ní
iójából
0 =

∑

v∈C(pv,i − av,i), 
sakhogy a részmegoldás de�ní
iójából ennek az ösz-szegnek minden tagja nemnegatív, így pv,i = av,i minden v-re. Az el®z®hözhasonló érveléssel látható az is, hogy a részmegoldás 
élfüggvényének értékeegyenl® a balan
ed k-medián 
élfüggvényével a megadott megoldáson.Most pedig lássuk a rekurzió lépéseit. Ez, mint már említettük, bizo-nyos (U, c, s, (qi)) lenyomatokra megkeresi a 
élfüggvény minimumát az ilyenlenyomatú részmegoldásokon, és egy ilyen optimális részmegoldást.3.15. de�ní
ió. A (U, c, s, (qi)) lenyomatú részmegoldások minimumánakértékét D(U, c, s, (qi)) jelöli. (El®fordul, hogy valamilyen lenyomathoz nin
srészmegoldás, ilyenkor a minimumot +∞-nek tekintjük.)29



Tegyük tehát fel, hogy adott leveleknek egy U halmaza, amely teljesíti azels® megszorítást, és adottak a 0 ≤ c, s, q0, . . . , qL−1 ≤ n egészek. A számításimódszernek két esete van: az alapeset az lesz, ha U egyetlen levélb®l áll, atöbbi esetben az optimum számítását visszavezetjük kisebb U-ra.Legyen tehát el®ször U = {u} egyelem¶. Az optimum ilyenkor könnyenszámítható.3.16. lemma. Egyelem¶ U halmazzal a lenyomatokhoz tartozó optimumo-kat a következ® képletek adják meg, és a megfelel® részmegoldást is könnyenmeg lehet konstruálni.
D({u}, 0, 1, (0, . . . , 0)) = 0

D({u}, 1, 0, (q0, . . . , qL−1)) =
∑

i

(

1 +
∑

i

qi

)

qiµ
−i∆

D({u}, c, s, (q0, . . . , qL−1)) = +∞ minden más esetbenBizonyítás. Ha c = 0 és s = 1 és q0 = · · · = qL−1 = 0, akkor az optimum
0, és az ehhez tartozó részmegoldás triviális: C = ∅, így p és A üresek.Ha c = 1 és s = 0, akkor bármilyen (q0, . . . , qL−1) paraméterekre van egyegyértelm¶ részmegoldás: C = {u}, Au = {u}, és pu,i = qi minden i-re.Erre a 
élfüggvény értéke valóban a fent megadott. Ha c = 0 de s vagy qnem a fenti alakú, akkor könnyen látható, hogy nin
s megfelel® lenyomatúrészmegoldás. Ugyanez a helyzet, ha 1 < c, vagy ha 1 = c mellett 0 < s.Legyen most U legalább kételem¶.3.17. állítás. Ha az U levélhalmaz szabályos a 3.11. de�ní
ió szerint, éslegalább kételem¶, akkor felírható az U (0) és U (1) szabályos levélhalmazokuniójaként úgy, hogy van a gráfnak egy w bels® 
sú
sa, amelyre mind U ,mind U (0) és U (1) el®áll a w néhány gyerekének összes leszármazott leveleként.Jelöljük w szintjét l-lel. Bármely U (0)-beli 
sú
s bármely U (1)-beli 
sú
shozaz l-edik szinten kap
solódik.Bizonyítás. Mivel az U reguláris, van egy olyan w 
sú
s és w gyerekeinekegy W halmaza, amelyre U pontosan a W pontjaiból leszármazott levelek30



halmaza. Feltehetjük, hogy W legalább két elemb®l áll, mert ha W egyelem¶lenne, akkor w helyett válasszuk W egyetlen elemét, és egyidej¶leg W helyettaz új w összes gyerekének halmazát (ezt a lépést legfeljebb véges sokszorkell megismételni, és mivel U nem egyelem¶, végül nem kaphatunk levelet).Osszuk a W halmazt két diszjunkt nem üres részre: W = W (0) ∪̇ W (1).A rekurziós lépéshez W (0)-t tetsz®legesen választhatjuk W nem üres valódirészhalmazai közül, de a bizonyítás kés®bbi részében további megszorítástfogunk adni rá. Legyen U (0) a W (0)-tól leszármazott összes levél halmaza, ésképezzük hasonlóan W (1)-b®l U (1)-et. Ezekre a halmazokra az állítás triviális.Az U-hoz tartozó optimumokat a fenti felosztás után az U (0)-hoz illetve
U (1)-hez tartozó optimumokból fogjuk rekurzív módon megkapni. Mivel ezeka levélhalmazok U-nál kisebbek, a rekurzió véges lesz. Pontosan azt állítom,hogy a következ® képlet érvényes.3.18. lemma. Legyen (U, c, s, (qi)) egy lenyomat, melyben az U legalábbkételem¶ szabályos levélhalmaz a 3.17. állítás szerinti módon fel van osztvakét részre. Ekkor az ilyen lenyomatú részmegoldások minimális 
élfüggvé-nyét a következ® képlettel számolhatjuk, és könnyen konstruálhatunk egymegfelel® részmegoldást is, ha a képlet jobb oldalán szerepl® optimumokhozismerünk egy megfelel® részmegoldást.

D(U, c, s, (q0, . . . , qL−1)) = min(D(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
0 , . . . , q

(0)
L−1)) +

+ D(U (1), c(1), s(1), (q
(1)
0 , . . . , q

(1)
L−1))

(∗)ahol a minimum a
c(0), c(1), s(0), s(1), q

(0)
0 , . . . , q

(0)
L−1, q

(1)
0 , . . . q

(1)
L−1, σ

(0), σ(1)egész érték¶ változók minden olyan értékén fut, ahol teljesülnek a következ®
31



egyenl®ségek
c = c(0) + c(1)

s = s(0) + s(1) − σ(0) − σ(1)

ql = q
(0)
l + q

(1)
l − σ(0) − σ(1)

qi = q
(0)
i + q

(1)
i ha i 6= lés a következ® kiegészít® egyenl®tlenségek

0 ≤ σ(0) ≤ min(s(1), q
(0)
l )

0 ≤ σ(1) ≤ min(s(0), q
(1)
l )

0 ≤ c(0), c(1), s(0), s(1) ≤ n

0 ≤ q
(0)
i , q

(1)
i .Miel®tt elkezdenénk a bizonyítást, ellen®rizzük a rekurzióra korábbanmegadott két megszorítást. A 3.12. állítás nyilvánvaló, 
sak a 3.13. állításszorul indoklásra.Bizonyítás (3.13. állítás). A 3.14. lemmában megadott kiindulásra az ál-lítás nyilvánvaló, mivel ott qi = 0 és |U | = n. Tegyük most fel, hogy az

(U, c, s, (qi)) lenyomatára igaz a korlát. Be kell látnunk ebb®l, hogy a (∗)egyenl®tlenség jobb oldalán minden, az összegben szerepl® lenyomatra is igaz.Mivel |U (g)| < |U |, ezért a korlát
qi + 2n ≤ 2n(n − |U |) + 2n ≤ 2n(n − |U (g)|).Viszont mivel 0 ≤ σ(0) + σ(1) ≤ s(1) + s(0) ≤ 2n, ezért

q
(0)
i + q

(1)
i ≤ qi + σ(0) + σ(1) ≤ qi + 2n,és 0 < q

(0)
i , q

(1)
i , ezért a korlát valóban teljesül.Bizonyítás. El®ször belátjuk, hogy a (∗) bal oldala nem kisebb a jobb ol-dalnál. Ehhez vegyük az eredeti (U, c, s, (qi)) lenyomathoz tartozó optimális32



(U, C, (pv,i), (Av)) részmegoldást: ennek a 
élfüggvénye D(U, c, s, (qi)). Szed-jük ezt szét két kisebb részmegoldásra, amelyet g = 0, 1 indexekkel jelölünk.Az (U (g), C(g), (p
(g)
v,i ), (A

(g)
v )) részmegoldásban U (g) a korábban rögzített hal-maz; C(g) = C ∩ U (g); továbbá minden v ∈ C(g) középpontra p

(g)
v,i = pv,i és

A
(g)
v = Av ∩ U (g). (Ez a képzési szabály összhangban van a részmegoldásszemléletes jelentésével: a két indexelt részmegoldás ugyanazt a megoldásthatározza meg kevésbé szigorúan, mint az eredeti.)Legyen (U (g), c(g), s(g), (q

(g)
i )) a megfelel® részmegoldás lenyomata. Legyentovábbá

σ(g) =
∑

v∈C(g)

|Av \ U (g)|, (12)azaz szemléletesen az olyan 
sú
sok száma, amelyek U (g)-beli középponthoztartoznak, de maguk U (1−g)-beliek. Belátjuk, hogy ezekre a paraméterekrea kikötött egyenletek és egyenl®tlenségek teljesülnek, így a két részmegoldás
élfüggvénye szerepel a (∗)-beli minimumban.Nyilvánvaló, hogy a paraméterek egészek, hogy a lenyomat paramétereireadott korlátok teljesülnek, és hogy σ(g) nemnegatív. Az els® két egyenl®ségis könnyen adódik: c = |C| = |C(0) ∪̇C(1)| = c(0) + c(1). Hasonlóan a másodikegyenl®séghez
s =

∣

∣

∣

∣

∣

U \
˙⋃

v∈C

Av

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

U (0) \
˙⋃

v∈C(0)

(Av ∩ U (0)) \
˙⋃

v∈C(1)

(Av ∩ U (0))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

U (1) \
˙⋃

v∈C(1)

(Av ∩ U (1)) \
˙⋃

v∈C(0)

(Av ∩ U (1))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= s(0) − σ(1) + s(1) − σ(0).A szerepl® részösszegekb®l kapjuk azt is, hogy σ(1) ≤ s(0) illetve σ(0) ≤ s(1).
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A harmadik és negyedik egyenl®séghez el®ször használjuk a de�ní
iókat.
qi =

∑

v∈C

pv,i −
∑

v∈C

av,i

q
(g)
i =

∑

v∈C(g)

p
(g)
v,i −

∑

v∈C(g)

a
(g)
v,iAz els® tagra C = C(0) ∪ C(1) és p

(g)
v,i = pv,i miatt nyilván

∑

v∈C

pv,i =
∑

v∈C(0)

p
(0)
v,i +

∑

v∈C(1)

p
(1)
v,i .A második tagot hasonlóan kettébontjuk:

∑

v∈C

av,i =
∑

v∈C(0)

av,i +
∑

v∈C(1)

av,i.Idézzük fel, hogy av,i az Av olyan pontjainak a száma, amelyek v-hez az iszinten kap
solódnak; analóg módon a
(g)
v,i az A

(g)
v = Av ∩ Uv halmaz ilyenelemeinek a száma. Ha tehát v ∈ C(g), akkor a

(g)
v,i -be 
sak olyan pontokatszámolunk, amelyeket av,i-ben is. Az utóbbiban még olyan pontok szerepel-nek, amelyek U (1−g)-be esnek: és σ(g) épp az ilyen különleges pontok számátadja meg az összes v ∈ C(g)-re együtt. Mivel egy ilyen pont v-hez 
sak az

l-edik szinten kap
solódhat, ezért az eltérés teljes egészében az i = l index¶esetbe számít bele. Így tehát
∑

v∈C(g)

av,l =
∑

v∈C(g)

a
(g)
v,l + σ(g)

av,i = a
(g)
v,i ha i 6= l és v ∈ C(g),ami összegezve az el®z®vel éppen a kívánt egyenl®ségeket adja. Végül mivela fentiek miatt

0 ≤
∑

v∈C(g)

(pv,l − av,l) =
∑

v∈C(g)

(p
(g)
v,l − a

(g)
v,l ) − σ(g) = q

(g)
l − σ(g)ezért a σ(g) ≤ q

(g)
l korlát is teljesül. Az utolsó két egyenl®tlenség a 3.10. állítás34



miatt igaz: ha ez a korlát nem teljesül, akkor a megfelel® lenyomathoz azoptimum +∞, tehát az ilyen eseteket nem kell �gyelembe venni.Be kell még látnunk, hogy a részmegoldás 
élfüggvénye a két kisebb rész-megoldás 
élfüggvényének összege. Ez viszont triviális, hiszen pv,i = p
(g)
v,i ésa 
élfüggvényt de�niáló összeget szét lehet választani a v ∈ C(0) és v ∈ C(1)esetekhez tartozó összegekre.A (∗) egyenlet másik irányú be
sléséhez azt kell belátni, hogy akárhogyadottak a jobb oldali összeg paraméterei, és két ilyen lenyomatú részmeg-oldás, a kett®b®l össze lehet rakni egy részmegoldást a teljes U-n a megfe-lel® lenyomattal, és ennek a 
élfüggvénye az el®z® kett® 
élfüggvényének azösszege.A bizonyítást jelent®sen egyszer¶síti, hogy felhasználhatjuk az el®z® bizo-nyítás állításait, ha belátjuk, hogy a kapott U-ra vonatkozó részmegoldást afenti módszerrel szétválasztva az U (0)-ra és U (1)-re eredetileg adott részmeg-oldást kapjuk. Ez azonnal adja az összeg paramétereire adott egyenleteketés egyenl®ségeket, és a 
élfüggvények additivitását is; ezek az egyenletek pe-dig biztosítják, hogy a részmegoldás lenyomata épp a kívánt lenyomat lesz.Be kell azonban látni a a (12) egyenl®séget, mivel ezt felhasználtuk a bizo-nyításban.Legyenek tehát adottak az

(U (0), C(0), (p
(0)
v,i ), (A

(0)
v )), (U (1), C(1), (p

(1)
v,i ), (A

(1)
v ))részmegoldások és a σ(g) paraméterek úgy, hogy ezek a részmegoldások lenyo-matával és az adott (U, c, s, (qi)) lenyomattal együtt teljesítsék a minimumparamétereire adott összes feltételt.Ekkor az (U, C, (pv,i), (Av)) részmegoldást a következ®képpen állítjuk el®.Legyen C = C(0) ∪C(1) és legyen pv,i = p

(g)
v,i ahol v ∈ C(g). Kezdetben legyen

Av = A
(g)
v ha v ∈ C. Mivel U (1)-ben s(1) olyan pont van, ami egyik A

(1)
v -bensin
s benne, ezek közül kiválaszthatunk σ(0) darabot. Ezeket belevesszüktetsz®leges v ∈ C(0)-hoz tartozó Av halmazhoz, 
sak arra kell vigyázni, hogy

Av-ben ne legyen pv,l-nél több olyan pont, ami v-hez az l szinten kap
solódik.Ezt mindig megtehetjük, mert a σ(0) ≤ q
(0)
i feltétel miatt a pv,l−av,l többletek35



összege az összes v ∈ C(0)-ra éppen q
(0)
i . Hasonlóan vegyünk hozzá v ∈ C(1)-hez tartozó Av-khez pontokat U (0)-ból.Látható, hogy ez a konstruk
ió biztosítja az a (12) egyenlet teljesülését.Az is nyilvánvaló, hogy a részmegoldás szétválasztásával visszakapjuk a C(g),

p
(g)
v,i , A

(g)
v értékeket.Ezzel tehát a 3.18. lemma bizonyítását befejeztük. A bizonyítás konst-ruktívan megadta azt is, hogyan állítjuk el® az U-hoz tartozó optimális rész-megoldást olyan U (g)-khez tartozó részmegoldásokból, amelyekre a rekurzióalkalmazható.A módszer a balan
ed k-median megoldására ezután egyszer¶en a kö-vetkez® lenne: a 3.18. és a 3.16. lemmák ismételt használatával kiszámoljuka (V, k, 0, (0, . . . , 0)) lenyomathoz tartozó egy optimális részmegoldást, majda 3.14. lemmával ebb®l megkonstruálunk egy optimális megoldást. Ez az eljá-rás nyilván terminál, mert mindig egyre kisebb U halmazokra vezetjük visszaa nagyobbakat, és a lenyomatban a 0 ≤ c, s, q0, . . . , qL−1 ≤ 2n2 egészek 
sakvéges sok értéket vehetnek fel. E közben nyilván érdemes feljegyezni min-den lenyomathoz a kiszámított optimumot, hogy egynél többször ne kelljenugyanazt kiszámolni.Sajnos azonban ez az eljárás nem polinom idej¶, ugyanis nem tudjuk,hogy e közben nem kell-e polinomiálisnál több féle lenyomathoz optimumotszámolni. A fejezet hátralev® részében a módszert úgy módosítjuk, hogy ez afutásid® k-tól függetlenül n-ben polinomiális legyen, és be kell látnunk, hogyez a módosítás nem ad az optimálisnál lényegesen rosszabb közelítést.3.19. lemma. Legyen adott az U szabályos levélhalmaz és a

0 ≤ c, s, q0, . . . , qL−1, q
′
0, . . . , q

′
L−1egészek. Tegyük fel, hogy minden i-re qi ≤ q′i. Ekkor

D(U, c, s, (qi)) ≤ D(U, c, s, (q′i)).Ha még azt is feltesszük, hogy a 0 ≤ δ valós szám olyan, hogy minden i-re36



q′i ≤ (1 + δ) · qi, akkor
D(U, c, s, (q′i)) ≤ (1 + δ)3D(U, c, s, (qi)).Bizonyítás. Az els® egyenl®tlenséghez egyszer¶en vegyük az (U, c, s, (q′i))lenyomathoz tartozó optimális részmegoldást, majd ebben 
sökkentsük a pv,iértékeket úgy, hogy a lenyomat éppen (U, c, s, (qi)) legyen (
sak arra kellvigyázni, hogy 0 ≤ pv,i igaz maradjon). Ett®l a 
élfüggvény nyilvánvalóannem n®het.A másik iránynak elég különös bizonyítása van. Legyen az (U, c, s, (qi))lenyomatú részmegoldások közül az optimális (U, C, (pv,i), (Av)). Erre teháta 
élfüggvény (amit röviden jelöljünk G-vel)

G = D(U, c, s, (qi)) =
∑

v∈C

(

1 +
∑

i

pv,i

)

∑

i

pv,iµ
−i∆.Vegyük most fel minden 0 ≤ i < L szintre és minden 0 ≤ j < q′i − qi indexreegy εi,j valószín¶ségi változót, amelynek értéke egy C-beli pont, eloszlása

P(v = εi,j) =
pv,i

∑

v∈C pv,i

,és az összes εi,j teljesen független egymástól. Képezzük ezekb®l minden
0 ≤ i < L szinthez és v ∈ C középponthoz a bv,i változót, amelynek ér-téke azon 0 ≤ j < q′i − qi indexek száma, amelyre v = εi,j. Erre nyilván igaz
∑

v∈C bv,i = q′i − qi, ezért az (U, C, (pv,i + bv,i), (Av)) egy véletlen részmegol-dás, és ennek a lenyomata biztosan (U, c, s, (qi)). Be fogjuk látni, hogy ezenrészmegoldások átlagos 
élfüggvénye legfeljebb a megadott fels® korlát, ebb®lpedig következik, hogy legalább egy részmegoldás 
élfüggvénye is legfeljebbennyi, tehát az egyenl®tlenség igaz.Vegyük észre, hogy mivel qi ≤
∑

v∈C pv,i, és q′i − qi ≤ δqi ezért
E(bi) = (q′i − qi) ·

pv,i
∑

v∈C pv,i
≤ δpv,i.
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Számítsuk ki tehát a részmegoldás 
élfüggvényét, jelöljük ezt G′-vel.
G′ =

∑

v∈C

(

1 +
∑

i

(pv,i + bv,i)

)

∑

i

(pv,i + bv,i)µ
−i∆ =

=
∑

v∈C

(

1 +
∑

i

pv,i

)

∑

i

pv,iµ
−i∆ +

∑

v∈C

(

1 +
∑

i

pv,i

)

∑

i

bv,iµ
−i∆+

+
∑

v∈C

(

∑

i

bv,i

)

∑

i

pv,iµ
−i∆ +

∑

v∈C

(

∑

i

bv,i

)

∑

i

bv,iµ
−i∆Számítsuk ki, illetve be
süljük meg ennek a várható értékét. Az els® háromtaggal egyszer¶en boldogulhatunk. Az els® tag konstans G; a második tagvárható értéke

∑

v∈C

(

1 +
∑

i′

pv,i

)

∑

i

E(bv,i)µ
−i∆ ≤

∑

v∈C

(

1 +
∑

i′

pv,i

)

∑

i

δpv,iµ
−i∆ = δG;hasonlóan a harmadik tagé

∑

v∈C

(

∑

i′

E(bv,i)

)

∑

i

pv,iµ
−i∆ ≤

∑

v∈C

(

∑

i′

δpv,i)

)

∑

i

pv,iµ
−i∆ ≤ δG.A negyedik tag ki
sit nehezebb. Az εi,j-k teljes függetlensége miatt ha i 6= i′,akkor bv,i és bv,i′ függetlenek. Így a negyedik tag várható értéke

∑

v∈C

∑

i′

∑

i

E(bv,i′bv,i)µ
−i∆ =

=
∑

v∈C

∑

i′

∑

i

E(bv,i′)E(bv,i)µ
−i∆ +

∑

v∈C

∑

i

(E(b2
v,i) − E(bv,i)

2)µ−i∆Ennek az els® tagja az el®z®khöz hasonlóan nem nagyobb δ2G-nél. A másodiktagban viszont bv,i binomiális eloszlású, ebb®l a szórás
E(b2

v,i) −E(bv,i)
2 = (q′i − qi) ·

pv,i
∑

v∈C pv,i
·

(

1 −
pv,i

∑

v∈C pv,i

)

≤ δpv,i;
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így hát ez az utolsó tag
∑

v∈C

∑

i

(E(b2
v,i) −E(bv,i)

2)µ−i∆ ≤
∑

v∈C

∑

i

δpv,iµ
−i∆ ≤

≤
∑

v∈C

(

1 +
∑

i′

pv,i′

)

∑

i

δpv,iµ
−i∆ = δG.Összegezve az el®z®eket, mivel 0 ≤ δ, valóban azt kaptuk, hogy

E(G′) ≤ G + δG + δG + δ2G + δG ≤ (1 + δ)3G,amib®l, ha egy, az átlagnál nem nagyobb lehetséges G′ értéket választunk, alemma állítása adódik.Most de�niálni fogunk egy függvényt bizonyos lenyomatokon, amit a 3.18.és 3.16. lemmákhoz hasonló rekurzió de�niál, közel van D-hez, de gyorsabbanki lehet számítani.3.20. de�ní
ió. Legyen adott a kés®bb meghatározandó 1 < γ szám. Ne-vezzük megengedett egészeknek a 0-t, és az összes ⌈γj⌉ számot, ahol 0 ≤ j.Jelölje bármely q nemnegatív egészre f(q) a q-nál nem kisebb számok közüla legkisebb megengedett egészt.3.21. állítás. Ha 0 ≤ q egész, akkor q ≤ f(q) < γ · q.Bizonyítás. Feltehetjük, hogy 2 ≤ q. Nyilván q ≤ f(q). Ha viszont γ · q ≤

f(q) = ⌈γj⌉ lenne, akkor f(q) − 1 ≤ γj , így
q − 1 <

f(q)

γ
−

1

γ
≤

f(q) − 1

γ
≤ γj−1tehát q ≤ ⌈γj−1⌉3.22. de�ní
ió. Egy (qi) vektort megengedett vektornak hívunk, ha a qi-kmind megengedett egészek. 39



A módszerünk az lesz, hogy a lenyomatokat olyan lenyomatokkal fogjukközelíteni, amelyekben (qi) megengedett vektor. Ilyen lenyomatból már 
sakpolinomiálisan sokat kell megvizsgálni. Ehhez meg kell adnunk a γ és µparamétert megfelel®en.3.23. de�ní
ió. Rögzítsünk egy 0 < ε < 1 és egy 1 < Γ valós konstanst.Rögzítsük a két korábban de�niált paramétert úgy, hogy 
sak n-t®l függjenek,és teljesüljön a következ® két aszimptotika.
µ = Θ((lnn)ε)

γ = Γ1/O(ln2 n)Ez összhangban van a korábbi kikötéssel, hogy µ-nek n-t®l független 1-nélnagyobb alsó korlátja legyen, és hogy 1 < γ.3.24. de�ní
ió. Tegyük fel, hogy az U legalább kételem¶ szabályos levélhal-maz, amely pontosan a W -beli 
sú
sok összes leszármazottját tartalmazza,ahol W egy (l-edik szinten lév®) w bels® 
sú
s legalább két gyerekéb®l áll.Ekkor kettéoszthatjuk a W halmazt W = W (0) ∪̇ W (1) módon úgy, hogy
∣

∣|W (0)|−|W (1)|
∣

∣ ≤ 1 legyen. Legyen U (0) és U (1) a W (0) illetve W (1) leszárma-zottainak halmaza. Ez egy a 3.17. állításnak megfelel® felbontás. Rögzítsünkminden U halmazhoz egyetlen ilyen (U (0), U (1)) felosztást.3.25. állítás. Ha bármely U-ból kiindulva újra és újra felosztjuk két részre,akkor legfeljebb log2 n mélységben oszthatjuk fel a nélkül, hogy l változna,ezért legfeljebb L · log2 n = O(log2 n) lépésben egyelem¶ halmazhoz jutunk.3.26. de�ní
ió. A B függvény olyan (U, c, s, (qi)) lenyomatokon van értel-mezve, ahol U szabályos levélhalmaz, és (qi) megengedett vektor. Ha Uegyelem¶, akkor
B(U, c, s, (qi)) = D(U, c, s, (qi)).Ha U legalább kételem¶, akkor legyen U (0), U (1) és l megadva a 3.24. de�ní-
ióban rögzített módon.

B(U, c, s, (q0, . . . , qL−1)) = min(B(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
0 , . . . , q

(0)
L−1)) +

+ B(U (1), c(1), s(1), (q
(1)
0 , . . . , q

(1)
L−1))40



ahol a minimum a
c(0), c(1), s(0), s(1), q

(0)
0 , . . . , q

(0)
L−1, q

(1)
0 , . . . q

(1)
L−1, σ

(0), σ(1)egész érték¶ változók minden olyan értékén fut, ahol q
(g)
i megengedett egé-szek, és teljesülnek a következ® egyenl®ségek

c = c(0) + c(1)

s = s(0) + s(1) − σ(0) − σ(1)

ql + σ(0) + σ(1) ≤ q
(0)
l + q

(1)
l < γ · (ql + σ(0) + σ(1))

qi ≤ q
(0)
i + q

(1)
i < γqi ha i 6= lés a következ® kiegészít® egyenl®tlenségek

0 ≤ σ(0) ≤ min(s(1), q
(0)
l )

0 ≤ σ(1) ≤ min(s(0), q
(1)
l )

0 ≤ c(0), c(1), s(0), s(1) ≤ n.Látható, hogy ez a rekurzió nagyon hasonlít a 3.18. lemmában D-re meg-adott rekurzióra. Az egyetlen eltérés az, hogy a qi számot megengedettegészre kerekítjük. Vizsgáljuk meg a rekurzió futásidejét. Ehhez be kelllátnunk a 3.13. állítás analógját.3.27. állítás. Minden (U, c, s, (q0, . . . , qL−1)) lenyomatban, amit a fenti re-kurzió megvizsgál B(V, k, 0, (0, . . . , 0)) kiszámításához, minden i-re
qi ≤ αq · n ln2 nvalamely 0 < αq konstansra.Bizonyítás. A bizonyítás is hasonlít a 3.13. állításéhoz.Azt igazoljuk H-ra vonatkozó induk
ióval, hogy ha a B-t de�niáló re-kurzió a (U, c, s, (q0, . . . , qL−1)) lenyomatot a (B, k, 0, (0, . . . , 0)) lenyomattól41



számított H-adik rekurzív hívási szinten vizsgálja, akkor minden i-re
qi ≤ 2nHγH .Ez nyilván igaz a 0 = H alapesetre. Tegyük most fel, hogy az (U, c, s, (qi))lenyomathoz a H-adik szinten jutottunk el, és erre igaz az induk
iós feltétel.Be kell látnunk, hogy ekkor az összes (U (g), c(g), s(g), (q

(g)
i )) lenyomatra, amelya minimumban szerepel, szintén igaz. De σ(g′) ≤ s(1−g′) ≤ n miatt valóban

q
(g)
l < γ · (ql + σ(0) + σ(1)) ≤ γ · (2n(H − 1)γH−1 + 2n) ≤ 2nHγH.Mármost a 3.25. állítás miatt H sosem lehet több O(log2 n), ezért valóban

qi = O(nHγH) = O(n log2 n · γlog2 n) =

= O(n log2 nΓlog2 n/O(log2 n)) = O(n log2 n).3.28. állítás. B(V, k, 0, (0, . . . , 0)) értékét n-ben polinomiális id®ben ki lehetszámolni.Bizonyítás. Adjunk be
slést arra, hány különböz® (U, c, s, (qi)) lenyomatotvizsgál meg a rekurzió. Nyilvánvaló, hogy U pontosan 2n−1 különféle értéketvesz fel. Azt tudjuk, hogy 0 ≤ c ≤ n, 0 ≤ s ≤ n, és 0 ≤ qi, és a 3.27. állítás-ban beláttuk, hogy qi ≤ αqn ln2 n, ennél kisebb megengedett szám pedig 
sak
O(log2 n) darab van. Mivel a szintek száma L = O(logµ n) = O(log n/ logǫ n),ezért a lehetséges lenyomatok száma valóban

O(n3 · (log2 n)log1−ǫ n) = nO(1).Most a rekurzió elvégzéséhez egyszer¶en minden egyes lenyomathoz kiszá-míthatunk B értékét úgy, hogy minden két másik lenyomatról és minden
0 ≤ σ(0), σ(1) ≤ n értékekr®l ellen®rizzük, teljesítik-e ezek a kikötött egyen-leteket és egyenl®tlenségeket, és kiszámítjuk az összegek minimumát. Hagondoskodunk róla, hogy az egyes lenyomatokra a B függvényt egynél több-ször ne számoljuk ki, akkor ez az eljárás valóban polinom id®ben elvégezhet®.42



Most pedig lássuk be, hogy a rekurzió eredménye is közel van D-hez.3.29. lemma. Ha az (U, c, s, (qi)) lenyomatban U szabályos levélhalmaz, és
(qi) megengedett vektor, akkor

D(U, c, s, (qi)) ≤ B(U, c, s, (qi)) ≤ αB · D(U, c, s, (qi)),valamely 0 < αB konstansra.3.30. de�ní
ió. Jelölje a továbbiakban h(U) azt a mélységet, ahány lépésután U-ból legkés®bb elérhetünk egy egyelem¶ halmazhoz, ha választhatunk,hogy U-ról U (0)-ra vagy U (1)-re lépünk. Másképpen ha U egyelem¶, akkor
h(U) = 0; különben h(U) = max(h(U (0)), h(U (1))).Bizonyítás. Az alsó korlátot teljes induk
ióval bizonyítjuk az U-ra vonat-kozó rekurzió mélysége, azaz h(U) szerint.Ha 0 = h(U), vagyis U egyelem¶, akkor a lemma nyilvánvaló, ezért mosttegyük fel, hogy legalább kételem¶.Legyenek U (g), c(g), s(g), q

(g)
i , σ(g) azok a paraméterek, amelyekre a B-t de-�niáló rekurzió a minimumot felveszi, tehát

B(U, c, s, (qi)) = B(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
i )) + B(U (1), c(1), s(1), (q

(1)
i )).Az induk
iós feltétel szerint

D(U (g), c(g), s(g), (q
(g)
i )) ≤ B(U (g), c(g), s(g), (q

(g)
i )),ezért

D(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
i )) + D(U (1), c(1), s(1), (q

(1)
i )) ≤ B(U, c, s, (qi))Legyen

q′l = q
(0)
l + q

(1)
l − σ(0) − σ(1)

q′i = q
(0)
i + q

(1)
i ha i 6= l.43



Ekkor
D(U, c, s, (q′i)) ≤ D(U (0), c(0), s(0), (q

(0)
i )) + D(U (1), c(1), s(1), (q

(1)
i )),mivel könnyen látható, hogy a 3.18. lemmában felsorolt összes egyenl®tlenségteljesül. Viszont minden i-re qi ≤ q′i, így alkalmazhatjuk a 3.19. lemmát, eszerint

D(U, c, s, (qi)) ≤ D(U, c, s, (q′i)),így valóban
D(U, c, s, (qi)) ≤ B(U, c, s, (qi)),A fels® korláthoz azt az er®sebb állítást látjuk be h(U)-ra vonatkozó in-duk
ióval, hogy

B(U, c, s, (qi)) ≤ γ3h(U) · D(U, c, s, (qi)).Írjuk fel D(U, c, s, (qi))-re a (∗) szerinti rekurziót: legyenek ebben a rekurzi-óban a minimumnál felvett paraméterek U (g), c(g), s(g), q
(g)
i , σ(g). Tehát

D(U, c, s, (qi)) = D(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
i )) + D(U (1), c(1), s(1), (q

(1)
i )).Legyen Q

(g)
i = f(q

(g)
i ). Ekkor ha i 6= l, akkor

qi = q
(0)
i + q

(1)
i ≤ Q

(0)
i + Q

(1)
i < γq

(0)
i + γq

(1)
i = γqi,és

ql + σ(0) + σ(1) = q
(0)
l + q

(1)
l ≤ Q

(0)
l + Q

(1)
l

Q
(0)
l + Q

(1)
l < γq

(0)
l + γq

(1)
l = γ(ql + σ(0) + σ(1)),így az összes feltétel teljesül ahhoz, hogy

B(U, c, s, (qi)) ≤ B(U (0), c(0), s(0), (Q
(0)
i )) + B(U (1), c(1), s(1), (Q

(1)
i )).
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Az induk
iós feltételb®l
B(U (g), c(g), s(g), (Q

(g)
i )) ≤ γ3h(U)−3D(U (g), c(g), s(g), (Q

(g)
i )).Viszont a 3.19. lemma miatt, mivel Q

(g)
i ≤ γq

(g)
i ,

D(U (g), c(g), s(g), (Q
(g)
i )) ≤ γ3 · D(U (g), c(g), s(g), (q

(g)
i ));ebb®l pedig valóban

B(U, c, s, (qi)) ≤ γ3h(U) · D(U, c, s, (qi)).Végül az induk
iós feltételb®l következik a lemma állítása, mert a 3.25. ál-lítás szerint bármely U szabályos levélhalmazra h(U) = O(log2 n), így
γ3h(U) = Γlog2 n/O(log2 n) = O(1).Annyit kell még belátnunk, hogy a B függvényt a rekurzió alapján nem
sak ki tudjuk számolni, hanem a megfelel® részmegoldást is meg tudjuktalálni.3.31. állítás. Bármely (U, c, s, (qi)) lenyomathoz, amelyhez eljuthatunk a

B(V, k, 0, (0, . . . , 0)) rekurzív kiszámításánál, polinomiális id®ben meg tu-dunk adni egy olyan részmegoldást, amelynek lenyomata megegyezik ezzela lenyomattal, és 
élfüggvénye nem nagyobb, mint B(U, c, s, (qi)).Bizonyítás. Az állítást természetesen induk
ióval látjuk be U mérete sze-rint. A 3.16. lemma szerint egyelem¶ U-ra az állítás igaz. Tegyük fel tehát,hogy a megadott lenyomatban U legalább kételem¶ szabályos halmaz, éshogy minden kisebb U-ra igaz az állítás.Írjuk fel a 3.26. de�ní
ió szerinti rekurziót a megadott lenyomatra, éskeressük meg a minimum paramétereit. A 3.28. állításban láttuk, hogy eztpolinomiális id® alatt meg lehet tenni. A kapott c(g), s(g), q
(g)
i , σ(g) paraméte-rekkel tehát

B(U, c, s, (qi)) = B(U (0), c(0), s(0), (q
(0)
i )) + B(U (1), c(1), s(1), (q

(1)
i )).45



Számítsuk ki az induk
iós feltétel alapján az (U (g), c(g), s(g), (q
(g)
i )) lenyoma-tokhoz a megfelel® részmegoldásokat. Ezeknek a 
élfüggvénye külön-különlegfeljebb B(U (g), c(g), s(g), (q

(g)
i )), így összesen legfeljebb B(U, c, s, (qi)).A két részmegoldásból most a 3.18. lemma bizonyításával teljesen meg-egyez® módon összerakhatunk egy nagyobb részmegoldást. A kapott rész-megoldás lenyomata (U, c, s, (q′i)), ahol ha i 6= l, akkor
qi = q

(0)
i + q

(1)
i = q′i,míg

ql ≤ q
(0)
l + q

(1)
l − σ(0) − σ(1) = q′l,tehát minden i-re qi ≤ q′i. Így aztán ezt a részmegoldást a 3.19. lemma alsókorlátjához hasonlóan átalakíthatjuk egy (U, c, s, (qi)) lenyomatú részmegol-dássá, ezzel nem növelve a 
élfüggvényt. Ennek a részmegoldásnak tehát

B(U, c, s, (qi))-nél nem nagyobb a 
élfüggvénye.Az, hogy mindezt valóban polinomiális id®ben végrehajthatjuk, a 3.28. ál-lításhoz teljesen hasonló számítással ellen®rizhet®.Most már 
sak össze kell f¶znünk a lemmákat a bizonyításhoz.3.32. állítás. Olyan n 
sú
sú µ-HST fákon, amelyeknek O(logµ n) szintjevan, polinomiális id® alatt konstans közelítést tudunk adni az indukált met-rikán felírt min-sum k-
lustering problémára; feltéve, ha mi határozhatjukmeg a µ paramétert el®re n függvényében (de 1-nél nagyobb alsó korláttal).Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.31. állítást a (V, k, 0, (0, . . . , 0)) lenyomatra.Az így kapott részmegoldás 
élfüggvénye legfeljebb B(V, k, 0, (0, · · · , 0)), dea 3.29. lemma szerint ez nem nagyobb αB · D(V, k, 0, (0, · · · , 0))-nál, tehátez a részmegoldás a legjobb ugyanilyen lenyomatú részmegoldásnál is 
saklegfeljebb konstans faktorral rosszabb.A 3.14. lemma szerint ebb®l kapunk egy konstans faktor erejéig optimálismegoldást a balan
ed k-medián problémára. Ez a 3.5. lemma miatt a min-sum k-
lustering problémának is konstans faktorig optimális megoldása.Bizonyítás (3.1. tétel). A 3.2. lemmából és a 3.32. állításból következik.46



Végül f® tételünk bizonyítása.Bizonyítás (1.12. tétel). Alkalmazzuk a 2.5. tételt a bemenetként kapottmetrikus térre a 3.23. de�ní
ióban választott µ paraméterrel. Ez polinomi-ális id® alatt megad egy µ paraméter¶ HST-t, amelyen az indukált metrikaaz eredeti teret α = µ(2 lnn + 2)(1 + logµ n) paraméterrel valószín¶ségbenközelíti.Futtassuk le a a 3.1. tétel algoritmusát ezen a HST-n a bemenetként meg-adott k-val. Ez megadja egy β konstans faktor erejéig közelít® megoldását amin-sum k 
lustering problémának az indukált metrikus téren.Az 1.15. lemma szerint így a min-sum k-
lustering problémára az ere-deti metrikus téren átlagosan legfeljebb αβ faktor erejéig közelít® megoldástkapunk. Viszont µ értékét behelyettesítve látható, hogy αβ = O(log2 n).Hivatkozások[1℄ Yair Bartal, Probabilisti
 approximation of metri
 spa
es and its algo-rithmi
 appli
ation.Annual Symposium on Foundations of Computer S
i-en
e, 37 (1996), 184�193.[2℄ Yair Bartal, On Approximating Arbitrary Metri
s by Tree Metri
s. An-nual ACM symposium on Theory of Computing, 30 (1998), 161�168.[3℄ Yair Bartal, Moses Charikar, Danny Raz, Approximating min-sum k-Clustering in Metri
 Spa
es. Annual ACM Symposium on Theory of Com-puting, 33 (2001), 11�20.[4℄ M. Charikar, C. Chekuri, A. Goel, S. Guha, and S. Plotkin, Approxima-ting a Finite Metri
 by a Small Number of Tree Metri
s. Annual Sympo-sium on Foundations of Computer S
ien
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