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1. Halmazelméleti alapok

1.1. Definicié. A halmazelmélet keretein beliil formuldnak nevezziik a karaktersorozatok azon leg-
sziikebb F¢ csaladjanak elemeit, melyre teljesiil, hogy

e minden x; és x; valtozdjel esetén az x; € x; karaktersorozat F¢ eleme;

e minden z; és x; valtozdjel esetén az x; = x; karaktersorozat Fe eleme;

e minden p,q € F¢ és z; valtozdjel esetén

=(p), (p) V (q), Fzi(p) € Fe

teljesiil.

1.2. Definicié. A logikai jelek felhasznédlasaval a kovetkezs logikai miveleteket definidljuk. Legyen
p, q formula és x; valtozojel.
= (P) A (@) p és g, ha ~((=(p)) V (=(a)));
— (p) = (q): p-bél q kévetkezik, ha (—(p)) V (¢);
= (p) ¢ (q): p és q ekvivalensek, ha ((p) — (q)) A ((a) = (p));
— Vaz(p): minden x esetén p teljesiil, ha ~(Iz(—(p))).
)

1.3. Definicié. Egy adott formula lehet igaz (i), vagy hamis (h). Adott p és g formula igaz vagy
hamis formula esetén az alabbi igazsdgtdbldizaban foglaljuk Gssze —p és p V q igaz vagy hamis voltat.

plqg|p|pVyg
ili| h i
ilh| h i
h|lh| i h

1.4. Definicié. A p és g formulakat ekvivalensnek neveziink, ha igazsagtartalmuk azonos, azaz, ha
p <> q igaz, ennek jele p = q.

1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy A részhalmaza a B halmaznak, ha Yv(v € A — v € B) teljesiil,
melynek jele A C B, vagy B D A.

1.6. Definicié. Az x halmaz hatvdnyhalmazdnak nevezziik és a P(z) szimbélummal jeloljiik azt a
halmazt, melynek elemei éppen x részhalmazai.

1.7. Definicié. Adott X halmaz esetén UX jeloli azt a halmazt, melynek elemei éppen az X hal-
mazban lévé halmazok elemei, vagyis UX az X elemeinek egyesitését jeloli.

1.8. Definicié. Legyen A és B halmaz. Ekkor a paraxioma szerint létezik az { A, B} halmaz, tovabba
az egyesitési axoma szerint létezik az U{A4, B} halmaz, melyet a tovabbiakban AU B formaban irunk,
és az A, B halmaz egyesitésének (vagy —unidjinak) mondunk.

1.9. Definicié. Az A halmaz rdkévetkezdjének (vagy szukcesszordnak) nevezzik az
At =AU {4}
halmazt.

1.10. Definicié. Az A halmazt induktiv halmaznak vagy monoton halmaznak neveziink, ha ) € A
és Vzr € A esetén 1 € A.

1.11. Definicié. Legyen z halmaz és p formula. A részhalmaz axiémaséma alapjan az x halmaz azon
elemei, melyekre p teljesiil halmazt alkotnak. Ezt a halmazt a {u € x| p} szimbolummal jeldljiik.

1.12. Definicié. Adott X halmazrendszer metszetén az
{reuX|VzeX zez}

halmazt értjiik, melynek jele NX. Az A, B halmaz esetén N{A, B} helyett a AN B jelolést hasznaljuk,
melyet az A, B halmaz metszetének mondjuk.
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1.13. Definicié. Adott A, B halmaz esetén az {& € A| © ¢ B} halmazt A és B kilonbségének
nevezzik, ennek jele A\ B.

1.14. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az
(e.9) = ({2}, {z.9}}
halmazt rendezett pirnak nevezziik.
1.15. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezzilk az
Ax B2 {(a,b) e P(P(AUB)) |a€ A, be B}
halmazt.

1.16. Definicié. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk tetszéleges részhalmazat reld-
cionak nevezziik, azaz R relacio, ha RC X x Y. Az R C X x Y relacio
— értelmezési tartomdnya

DomRé{x€X| JyeY :(x,y) € R};

értékkészlete

Ran R 2 {yeY|3dre X : (x,y) € R};
— inverze

R ={(y,z) €Y x X| (z,y) € R};
altali képe a H C X halmaznak

RH)2{yeY|Iwe H: (x,y) € R};
— megszoritasa vagy leszikitése a H C X halmazra
Rlg 2 Rn(H xY).
Az Ri C X XY és Ry, CY x Z relacio kompozicidja

RooRy 2 {(x,2) e X xZ|IyeY: (x,y) € RiA(y,2) € Ro}.

1.17. Definicié. Tetszbleges X halmaz esetén
idy £ {(z,2) € X x X|z € X}
jeloli az identitdsreldcidt.
1.18. Definicié. Az R C X x Y relacié fiiggvény, ha
Vavyvy'(((z,y) € RA(x,y) € R) —y =)
teljestil.

1.19. Definicié. Az f: X — Y fiiggvény
— injektiv, ha Ve, 2’ € X : (f(z) = f(&') = 2 =2');
— sziirjektiv, ha Ran f =Y
— bigektiv, ha Dom f = X, injektiv és sziirjektiv.

P



-1
1.20. Definicié. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fiiggvényt ! jeloli és ez az f fiiggvény inverze.
Amennyiben egy fliggvénynek létezik inverze, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény invertdlhatd.

1.21. Definicié. Az f: X — Y filiggvény
— jobb inverze az a g : Ran f — Dom f fliggvény, melyre f o g =idgan ¢ ;
— bal inverze az a g : Ran f — Dom f fiiggvény, melyre g o f = idpom ¢ -

1.22. Definicié. Valamilyen X halmaz esetén az X x X — X fliggvényeket gyakran miveletnek

nevezzik és jelolésiikre altaldban az infix moédot hasznaljuk. Vagyis példaul az + : X x X — X

miivelet és z,y € X esetén az x + y 2 +(z,y) jeloléssel éliink.
— Azt mondjuk, hogy a + miivelet kommutativ, haVe,y € X :x+y =y + x.
— A + mivelet asszociativ, haVz,y,z€ X :x+ (y+2) = (x +y) + 2.
— A + mivelet egységelemes, ha de€e X, Vx e X :x+e=ec+ 1z = .
— Azt mondjuk, hogy a + egységelemes miivelet inverzelemes ha

VeeX:Ir eX:z+a2' =e N 2/ +x=c¢,

ahol e jeloli az egységelemet.
— A X x X = X miivelet disztributiv a + miuveletre nézve, ha Vx,y,z € X elemre

r-(yt2)=(-y)+(x-2) (Y+z)z=Y 2)+(z ).

1.23. Definicié. A (G, -) part félcsoportnak nevezziik, ha - : G x G — G asszociativ miivelet. A
(G, ") par kommutativ félcsoport, ha (G,-) félcsoport és a - mivelet kommutativ.

1.24. Definicié. A (G, -, e) harmast csoportnak nevezzik, ha e € G, - : G x G — G asszociativ,
egységelemes és inverzelemes miivelet. Az egységelemet altaldban e jeloli absztrakt csoport esetén és
a g € G elem inverzét pedig g~'. Igy csoportok esetén létezik egy

1G5 G gt

inverzképzés. A (G, -, e) harmas kommutativ csoport, ha (G, -, e) csoport, és a - miivelet kommutativ.

1.25. Definicié. Legyen I és A nem iires halmaz. Az f : I — P(A) fliggvényt halmazrendszernek

nevezziik, minden ¢ € I esetén az A; 2 f (@) jelolés hasznaljuk a fliggvény értékére, valamint az T
halmazt indezhalmaznak nevezzikk. Az f fiiggvényre pedig gyakran az (A4;);cs jelolést hasznaljuk.

1.26. Definici6. Legyen I, A # 0 és (A;);er halmazrendszer. Az (A;);c; halmazrendszer unidja
UAzé{xeAHieI: x € A}
iel

és metszete
nAié{IGAWiGI: x € A}.

il
1.27. Definicié. Az (A;);cr halmazrendszer Descartes-szorzatdn a

HAi:{f:IﬁUAZ-

el i€l

Viel: f(i)eAi}

halmazt értjiik. Adott f € H A; és k € I esetén az fy, 2 f(k) jelolést is fogjuk hasznélni.
iel

1.28. Definicié. Legyen (A;);e; halmazrendszer.
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— Adott k € I esetén a
prkzl_[Ai—nél;€ T Ty
iel
fliggvényt a k-adik projekcio fiiggvénynek nevezzik.
— Adott a € HA,» és k € I esetén a
iel

ing = {(x,u) € Ap x HAi | ug = a, Vi E[\{k}:uiai}

el

fliggvényt a k koordindta a ponthoz tartozoé inklizid fiiggvénynek nevezziikk. Vagyis a € HAi’
iel
k,iel ésx € Ay esetén
. r, ha i=k;
(ina 1 (2)); _{ ax, ha ik

1.29. Definicié. Az R C X x X relacié homogén reldcié az X halmaz félott. Néhany fontos lehetséges
tulajdonsaga:

— reflexiv, ha Vo € X ((z,z) € R);

— tranzitiv, ha Va,y,z € X(((z,y) € RA(y,2) € R) — (z,z) € R);

— szimmetrikus, ha Vo, y € X((z,y) € R — (y,x) € R);

— antiszimmetrikus, ha Vz,y € X(((z,y) € RA (y,z) € R) = x =vy).

1.30. Definicié. A reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv relacidkat a rendezéseknek nevezziik. Ha <
rendezés az A halmaz felett, akkor az (A, <) par neve: rendezett halmaz.

1.31. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz.

— Az X C A halmaz felsd (illetve alsd) korldtjanak neveziink minden olyan x € A elemet, amelyre
Vo' € X o’ <z (x < 2') teljesiil.

— Az X C A halmaz felilrél (illetve alulrdl) korlatos, ha létezik az X halmaznak felss (illetve also)
korlatja. Az X C A halmaz korldtos, ha X feliilrdl és alulrol is korlatos.

— Az X C A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik X minden olyan elemét,
amely felsé (illetve also) korlatja az X halmaznak.

— Az X C A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb)
felst (illetve also) korlatja; jele: sup X, illetve inf X.

- Az X C A halmaz mazimdlis (illetve minimdlis) elemének neveziink minden olyan z € X
elemet, amelyre teljesiil az, hogy X-nek nem létezik x-nél nagyobb (illetve kisebb) eleme.

1.32. Definicié. Az (A, <) par linedrisan rendezett halmaz, ha olyan (A, <) rendezett halmaz, hogy
A béarmely két eleme Osszehasonlithato a < rendezés szerint, azaz Vr,y € A : (x < yVy < z) teljesiil.

1.33. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz. Az (A, <) part jélrendezett halmaznak, magat a
< relaciét pedig jolrendezésnek nevezziik, ha A minden nem iires részhalmazanak létezik legkisebb
eleme.

1.34. Definicié. Ha (A, <) rendezett halmaz, akkor x,y € A esetén definidljuk az alabbi halmazokat.

|={zedlzss<y)
[={zed|lz<z<y}
|={z€ed|z<z<y}
[={zcdlz<z<y}

[z, y
[z,y
Jz,y
Jz,y

A fenti médon meghatarozott halmazokat intervallumoknak nevezziik.



1.35. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A, <) rendezett halmaz induktivan rendezett halmaz, ha
minden olyan részhalmaza feliilr6l korlatos, melynek barmely két eleme Gsszehasonlithato.

1.36. Definicio. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacidkat ekvivalenciareldcioknak nevezziik.

1.37. Definicié. Legyen A tetszdleges halmaz és legyen = ekvivalenciarelacio az A halmazon. Az
X C A halmazt ekvivalenciaosztilynak nevezziik, ha

o X #

o Vrx.ye Xz~ y;

eVreX,VyeA: (z~y—yeX).

1.38. Definicié. Azt a jol meghatarozott monoton halmazt, melyet minden mas monoton halmaz
tartalmaz, az N szimbolummal jeloljiik és elemeit természetes szamoknak hivjuk. Tovabba bevezetjiik

az N* 2 N\ {0} jelolest.

1.39. Definicié.

029

120t =0uU {0} = {0}

22 1T =1U{1} = {0, {0}}

3227 =20{2) = {0, {0}, {0, {0}}}

1.40. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a = k és
g:NxA—=N (nl)—1t.

Ekkor az egyszert rekurzié tétele alapjan létezik egy fr : N — N fliggvény, melyre f,.(0) = k és
minden [ € N elemre fi(I") = fr ()" teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

+:NxN-=>N (k1) fi(l)

dsszeadds miveletét.

1.41. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a =0 és
g:NxA—=>N (nl)—I1l+k.

Ekkor az egyszerid rekurzio tétele alapjan létezik egy fr : N — N fliggvény, melyre f(0) = 0 és
minden ! € N elemre f;(I + 1) = (1) + k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

S NxN-=N (k1) — fr(l)

szorzds miiveletét.

1.42. Definicié. Minden k£ € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a =1 és
g:NxA—=N (nl)—lk.

Ekkor az egyszerid rekurzio tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre fx(0) = 1 és
minden ! € N elemre f;,(1 +1) = fr()k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

h:NxN-=N (k) fi(l)

hatvdnyozds miiveletét, melyre a k! 2 h(k,1) jelolést alkalmazzuk.

1.43. Definicié. A Z halmaz elemeit egész szdmoknak nevezziik.
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1.44. Definicié. A Q halmaz elemeit raciondlis szamoknak nevezziik.

1.45. Definicié. A (K, +,-,0,1) 6t0s test, ha teljesiti az alabbiakat.
e 0,1eK, 0#1
e A (K,+,0) kommutativ csoport.
e A . miivelet asszociativ, kommutativ, 1 az egységeleme és minden nem nulla elemnek létezik
inverze.
e A - miivelet disztributiv a 4+ miiveletre nézve.

1.46. Definicié. A (K, +,-,0,1, <) hatost rendezett testnek mondjuk, ha az teljesiti az aldbbia-
kat.

A (K,+,-,0,1) 6t0s test.

A < relaci6 linearis rendezés.

Ve,mne K:(m<n—-m+k<n+k)

Vk,m,n € K:((m<nA0<k)—mk<nk)

1.47. Definicié. A (K, +,-,0,1, <) hatos teljesen rendezett test, ha
e A (K,+,-,0,1, <) rendezett test;
e minden nem {ires, feliilr6l korlatos részhalmazanak létezik szuprémuma.

1.48. Definicié. Az X C Q halmazt Dedekind-szeletnek hivjuk, ha
X 0

X feliilrél korlatos;

az. X halmaznak nincs legnagyobb eleme a Q halmazban;
minden x € X esetén

{fyveQly<az}CX
teljestl.

1.49. Definicié. A Dedekind-szeleteket valds szdmoknak nevezziik, ezek halmazat R jeloli.

1.50. Definicié. Jeloljon oo és —oo két olyan halmazt, melyre oo, —oco ¢ R teljesiil. Ekkor az

= A .. y
R = RU{—o00, 00} halmazt bdvitett valds szamoknak nevezziik, a co elemet végtelennek, a —oo elemet
pedig minusz végtelennek mondjuk. A valos szamok halmazan értelmezett < relacié bévitése

<2< UR x {00}) U ({00} x R) U {(—00, —00)} U {(—00,00)} U {(00, 00)}.
A + és - miivelet az alabbi modon bévitjiik.
— Minden a € R esetén legyen a + oo 2 5 +a 2 00, tovabbé legyen oo + oo 2 .
— Minden a € R esetén legyen a + (—o0) 2 (—o0)+a 2 —00, tovabba legyen —oo + (—00) 2 .
— Minden a € R\ {0} esetén legyen

A

A { o~ ha a>0,
a-00=00-a=

—o0 ha a<0,

tovabba legyen oo - 0o 2 (—00) - (—00) 2 0o és (—0) - 00 2 (—o0) 2 .

1.51. Definicié. A valos szamok halmazan definidljuk még az x € R elem altal meghatarozott alabbi
halmazokat.
[z,00[={z e R| z < z}
Jz,00[={z e R| z < z}
J—00,2] = {z € R| z <z}
|—o0,z[={z € R| z < z}
Tovabba bevezetjiik még az
]—o0,00[ =R

jelolést. Ezen halmazokat is intervallumoknak nevezziik.



1.52. Definicié. A (K, +,-,0, 1, <) teljesen rendezett testrdl azt mondjuk, hogy arkhimédészi modon
rendezett, ha Vx,y € K elemhez x > 0 esetén dn € N, hogy y < n - x teljesiil.

1.53. Definicié. Legyen x € R. Az

Hé inf{ne€Z|z<n}—1, ha z¢Z;
= x, ha =z € 7Z;

szamot az x eqgész részének a
A
{z} =2 —[z]

szdmot pedig az x tort részének nevezziik.

1.54. Definicié. A C halmazt a komplexr szdmok halmazdinak nevezziik, elemeit pedig komplex
szamoknak. A z = (a,b) € C elemet az a + bi alakban irjuk, ahol a = Rez a komplex szam wvalds
része, b = Im z pedig a képzetes része, vagyis

Re:C—>R (a,b) — a
Im:C—R (a,b) — b.

A z konjugdltja Z = a — bi.

1.55. Definicié. Legyen A és B halmaz.
— Az A és B ekvipotens, ha létezik f: A — B bijekcio. Ezt a tényt |A| = | B| jeloli.
— Az A halmaz kisebb-egyenld szdmossdigi a B halmaznél, ha 3X C B : |A| = |X|. Ebben az
esetben az |A| < |B| jelolést hasznaljuk.
— Az A halmaz kisebb szdmossdgi a B halmaznal, ha |A| < |B| és |A| # |B|. Ennek jele |A| < |B].
— Az A és B halmaz szamossdg tekintetében Gsszehasonlithato, ha (|A| < |B|)V(|B| < |A]) teljesiil.

1.56. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz.
— Az A halmaz véges, ha In € N, melyre |A| = |n| teljesiil, ekkor az mondjuk, hogy A egy n elemd
halmaz és az |A| = n jelolést hasznaljuk.
— Az A halmaz végtelen, ha nem véges.
— Az A halmaz megszdmldlhatd, ha véges vagy |A| = |N|.
— Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha |A| = |N|.
— Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A| = [R|.

2. A valés és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Definici6. Adott = € Rg és n € N esetén azt a jol meghatarozott y € Rsr szamot, melyre
y" = x teljesiil x n-edik gyékének nevezziik, ennek jele T vagy x.

2.2. Definicié. Az x € RY szdmnak a q € Q kitevdjé hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik.

Vam, ha ¢>0,¢="7; (m,neN)

. O 1, ha ¢=0;
x? = NG
r (x) , ha ¢<0,¢g=-""(m,neN).

Tovabba g > 0 esetén legyen 04 20650021,
2.3. Definicié. Az n € N szam faktoridlisa
1 ha n =0,
nl £ s
T H i, ha n>0.
i=1
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Az n, k € N szamokra definidljuk az n alatt a k szamot a

n!

K 0 ha & >n
képlettel.
2.4. Definicié. A (K, +,-,0,1) test feletti abszolit értéknek neveziink minden olyan
|| K =R x> |z]

fliggvényt melyre az aldbbiak teljesiilnek.
eVzeK: (Jzs] =0 2=0)
o Va,y € K |wy| = [a] - [y]
o Va,y € K: |w+y| < |+ |yl

2.5. Definici6. A fent definialt |-|  fiiggvényt improprius abszolit értéknek nevezziik a (K, +,-) test
felett.

2.6. Definici6. Legyen A halmaz, +: A x A — A mivelet, a € A és U,V C A. Ekkor definidljuk az
alabbi jeltléseket.

U+V={ut+tveAuecl veV}
a+V:={a+veAveV}
U+a:={ut+acAuelU}

Ennek a segitségével értelmezhetSk az alabbi komplezus miveletek.

P(A) x P(A) — P(A) (UV)—»U+V
P(A) — P(A) Veat+V
P(A) = P(A) U—U-+a

2.7. Definici6. Legyen A tetszdleges nem iires halmaz.
- Ha f,g € F(A,K) és ¢ € K, akkor definidljuk a fiiggvények dsszegét, szozatdt, szdmszorosat és
abszoliit értékét az alabbi modon.

f+g: A=K ar— f(a)+ g(a)
fg: A=K ar f(a)g(a)
cf A=K a— cf(a)

Ifl: A=K a = [f(a)]

— értelmezziik az Osszeadas, szorzas, szammal vald szorzas és abszolutérték képzés miveletét a
fliggvények terén az alabbi moédon.

+: F(AK) x F(AK) = F(AK) (f,o9)— f+g
x : F(A,K) x F(A4,K) = F(4,K) (f,9)— fg
K x F(4,K) = F(4,K) (¢, f)—cf
|| : F(A,K) = F(A,K) (f) =111

Az igy bevezetett fliggvénymiiveleteket nevezziik pontonkénti fiiggvénymiveleteknek.
— Legyen n € Nt és minden i € {1,...,n} esetén legyen f; € F(A,R). Ekkor az (fi)icf1,....n}
fligguényrendszer alsd, illetve felsd burkoldjat az alabbi képlettel definialjuk.

sup(fi,...,fn): A= R a — sup(fi(a),..., fn(a))
inf(f1,...,fn) :A—=R a — inf(fi(a),..., fn(a))



- Az f € F(A,R) fiigguény pozitiv, illetve negativ részét az alabbi képletek definialjak.
f+:A—=R a — sup(f(a),0)
f-:A=R a — —inf(f(a),0)
2.8. Definicié. Adott (a;)i—o,..., € K"T! esetén a
p:K—K xHZaixi
i=0

fliggvényt polinomnak nevezziik, az a; paramétereket pedig a polinom egyitthatdinak. Ha a, # 0,
akkor p n-ed foki polinom, melynek féegyiutthatdja a,. Az xy € K szamot a p polinom gyokének
nevezzik, ha p(zg) = 0 teljestil.

3. Topolégiai tulajdonsagok
3.1. Definicié. Minden r € RT szdmra és z € K pontra a
A
Br(z) ={y € K| [z —y| <7}
halmazt az x pont kérili r sugard nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

3.2. Definicié. Az X C K halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha K\ X nyilt;
— korldtos, ha létezik r € RT és z € K, hogy X C B,.(z) teljesiil.

3.3. Definicié. Legyen X C K és x € K. Azt mondjuk, hogy =
— belsdé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 AN B.(z) N (K\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B.(x) \ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha 3Ir € RT : B.(z) N X = {z}.

3.4. Definicié. Legyen X C K és z € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete az x pontnak, ha x
bels6 pontja az X halmaznak.

3.5. Definicié. Az X C K halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={ze€K|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeK|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt. Az X halmaz hatdrinek nevezzik a
Fr(X)=X\Int X
halmazt.

3.6. Definici6. Adott X,Y C K halmazok esetén azt mondjuk, hogy az X halmaz siri az Y hal-
mazban, ha X =Y teljesiil, valamint, hogy az X halmaz sird, ha X strd a K halmazban.

3.7. Definicié. Az X C K halmaz (be)fedésének neveziink minden olyan (A4;);e; halmazrendszert,
melyre Vi € [ : A; CKés X C U A; teljesiil. Az (A;)icr befedés részbefedésének neveziink minden
iel
olyan (A4;);cr rendszert, melyre I’ C T és X C U A; teljestil.
iel’
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3.8. Definicié. Az X C K halmaz kompaekt, ha minden nyilt halmazokbol &ll6 befedésének létezik
véges részbefedése. Azaz, ha minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre
iel
X C U A; teljesiil, ahol minden i € I esetén az A; halmaz nyilt.
il

4. Sorozatok

4.1. Definicié. Az a : N — R fliggvényeket valds szamsorozatoknak, az a : N — C fliggvényeket

A - .
komplex szamsorozatoknak nevezziik. Az a : N — K sorozat értékeire az a,, = a(n) jelolést hasznaljuk.

4.2. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.)
— Azt mondjuk, hogy az x € K szdm az a : N — K sorozat hatdrértéke, ha

Ve € R"IN € Nv¥n € N(n > N — a,, € B.()).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, ha
Ve e RTAN e Nvn € N(n > N — ¢ < ay,).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha

Ve e RTIN e NVn € N(n > N — —¢ > ay,).

Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat konvergens, ha létezik véges hatarértéke.
Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

4.3. Definicié. (A lim mduvelet.)
— Az a : N — K sorozat hatarértékét lima vagy lim a,, jeldli.
n—o0

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke végtelen, a lima = oo vagy a lim a, = co
n—oo

jelolés fejezi ki.

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke minusz végtelen, a lima = —oo vagy a
lim a, = —oo jelolés fejezi ki.
n—oo

4.4. Definicio.

— Az a : N — K sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.

— Az a : N — K sorozat zérussorozat, ha lima = 0.

— Legyen o : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n+1) teljesiil (az ilyen
o fliggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K tetsz6leges sorozat. Ekkor az aoo : N — K
sorozatot az a sorozat részsorozatanak nevezzik.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton névd, ha minden n € N esetén a,, < a,41.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton fogyd, ha minden n € N esetén a,, > a,41.

4.5. Definicié. Az a : N — R sorozat limesz inferiorja

R A .
liminf a = sup inf  ag
neN \keN, k>n

és limesz szuperiorja

. A,
limsupa = inf sup ay |-
neN \ keN, k>n

4.6. Definicié. Az a: N — K sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RYAN e Nvn,m e N((N <n A N <m) = |a, — am| < ¢).
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5. Sorok

5.1. Definicié. (Sorok.)
— Adott a : N — K sorozat esetén, azt a jol meghatérozott > a : N — K sorozatot, melyet

n
minden n € N esetén (Z a) = Zai definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden
[
csak sornak nevezziik és olykor a Z ay, szimbolummal jeloljik.

n
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatérozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

gens. Ekkor a E an 2 lim E ay, jelolést hasznaljuk.
n—oo
n=0 k=0

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Ha lim Z aj, = oo, akkor a Z a, = £oo jelolést hasznaljuk megfelels elGjellel.
e k=0 n=0

5.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy a Y a sor abszolit konvergens, ha a > |a| sor konvergens.

5.3. Definici6. Legyen m € N. A " a sor m-edik részletdsszege

A m
Sm = E ag.
n=0

A konvergens Y a sor m-edik hibatagja

A o) m
H,, = E Ay — E QA
n=0 n=0

o0
melyet gyakran a H,, = Z an alakban irunk.
n=m-+1
5.4. Definicié. A Z(—l)”an sor Leibniz-tipusi vagy Leibniz-sor, ha a : N — R monoton csokkend
n
zérussorozat.

5.5. Definici6. Legyen a : N — K tetsz6leges sorozat.
— A > asor dtrendezésének nevezziik a Y aoo sort, ahol o : N — N bijekcié. Tehat az dtrendezett

n
sor n-edik tagja Z Ao (k)-
k=0
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltétlen konvergens, ha minden atrendezése konvergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konver-
gens.

-

axb:N—-K nHZaibn,i
i=0

sorozatot.

5.7. Definicié. A Y a és ) bsor Cauchy-szorzatdnak nevezziik az a x b sorozat altal meghatéarozott
> ax b sort.

5.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat
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korldtos vdltozdsi, ha a

oo
Z lant1 — an| < o0
n=0
teljesiil;
korldtos részletdsszegi, ha a
n
sup Zak < 00
neN h—0

teljesiil.

5.9. Definicié. (Elemi hatvdnysorok.)

5.10.

Legyen a : N — K tetszGleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fiiggvényt a
Dom P, = {a: eK ’ a Zanx" sor konvergens}
halmazon, az alabbi médon.

P,:DomP, - K z+~ Zanx"

n=0

A P, fiiggvényt az a egytitthatdju 0 kézéppontu hatvanysornak nevezzik.
Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 <limsup V/|a,| < oo;

1
limsup /]a,|’ n—o0

é n—00
Re = 0, ha limsup V/|ay,| = oo;
n—oo
00, ha limsup {/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

Definicié. (Elemi fiiggvények.)

Az exponencidlis fiigguvény
X _n
z
exp:C—>C 2z~ E —-
n!

n=0
A szinusz fiigguény
Z2n+1

sin:C—C zw+ Z(—l)”m

n=0

A koszinusz fligguény

0 2n
z
cos:C—-C z— > (-1)" .
ng() (2n)!
A tangens fligguény .
sin z

tg:{z€C| cosz#0} >C 2z

cosz
A kotangens fiigguény

1
ctg: {z €C| coszsinz#0} - C z»—>tg—z.

A szinusz hiperbolikus fiigguény

oo
22n+1

n=0
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— A koszinusz hiperbolikus fiigguény

e z2n
ch:C—C 2z~ —_—
nZ:() (2n)!

— A tangens hiperbolikus fliggvény

5.11.

sh z
th: C| ch 0 C —_—
{z€C| chz#0} — 2
A kotangens hiperbolikus fiigguény
1
cth: {z€C| chzshz#0} —C 2 e
z

Definicidé. Az exp |g fliggvény inverzét természetes alapi logaritmusfiggvénynek nevezziik, jele

log vagy In. Teh&t Dom log = Ran(exp |r) és minden 2 € Dom log szémra exp(logz) = .

5.12.

Definicié. Legyen x € Domlog és z € C. A

o 2 exp(zlog(z))

szamot az x szam z-edik hatvdnydnak nevezziik.

5.13.

Definicié. Az exp(1l) szamot a természetes alapi logaritmus alapszémdnak nevezzik és az e

bettivel jeloljiik, vagyis e = exp(1). (értéke megkozelittleg e ~ 2, 71828182845904523536.)

6. Valos fiiggvények elemi vizsgalata

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fliggvény

pdros, ha minden = € Dom f elemre —z € Dom f és f(z) = f(—x);
pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f és f(x) = —f
monoton novd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(x) <

monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) > f(y);

monoton, ha monoton névs, vagy monoton fogyo;

szigoridan monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) < f(y);
szigordan monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre = < y esetén f(z) > f(y);
szigorian monoton, ha szigordan monoton névs, vagy szigortian monoton fogyo;
konvex az I C Dom f intervallumon, ha minden x,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

teljesiil;
konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 —a)y) = af(z) + (1 —a)f(y)

teljesiil;

periodikus, ha f nem konstans fiiggvény és ha létezik p € R™, hogy minden x € Dom f esetén
x+p € Dom f és f(z) = f(x+ p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsagu p szam nagyobb
mint nulla, azt az f fliggvény periddusinak nevezzik;

zérushelye vagy gydke x € Dom f, ha f(x) = 0.

6.2. Definici6. Legyen az f : K — K fiiggvény Dom f értelmezési tartoményéanak a torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény hatdrértéke az a pontban A € K, ha

Ve € R*35 € R*(f(Bs(a) \ {a}) C B.(A)).
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6.3. Definici6. Legyen f: R — R és legyen a torlodasi pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

Ve € RT36 € R (f(Bs(a) \ {a}) C [, o0]).

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

6.4. Definicié. Az A C R halmaznak a végtelen torléddsi pontja, ha
Ve e RT3z € A (e < ).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torléddsi pontja, ha a —A halmaznak torlodasi pontja a
végtelen.

6.5. Definicié. Legyen f : R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlédési pontja. Az f
fiigguény hatdrértéke a végtelenben,
- A€R, ha
Ve e RT36 € RT(f([6, 00[) C B:(A)).

— végtelen, ha
Ve € RT35 € RY(f([6, 00[) C [e, o0]).

— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatérértéket, mint az x — f(—x) fiiggvény végtelenben vett hatarértékét
definialjuk.

6.6. Definici6. (A lim mdvelet.)
— Legyen f : C - C éslegyen a € C a Dom f halmaz torlodési pontja. Az f fiiggvény hatarértékét
az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—ra a

— Legyen f: R — R és legyen a € RU {00, —00} a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény
hatarértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeldli.
Tr—ra a

6.7. Definici6. Legyen f: R — R fiiggvény és a € R.
— Ha a torlodasi pontja az Ja, oo N Dom f halmaznak és az fl), o[ fiiggvénynek létezik

hmf‘]a,oo[ =A
a

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguény jobb oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a 1ir+n f vagy a hni o f(z) szimbolummal jeldljiik.
a r—ra

— Ha a torlodasi pontja a |—oo,a[ N Dom f halmaznak és az f|j_o 4 fliggvénynek létezik
hclzn f|]—oo,a[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lim f vagy a lim o f(x) szimbolummal jeldljiik.
a— T—a—

6.8. Definicié. Legyen f: K — K és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RY35 € RY(f(Bs(a)) C B-(f(2))).

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Legyen A C K. Az A halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazara a

C(A,K) 2 {f: A—K] f folytonos}

jelolést hasznaljuk.
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6.9. Definicié. Legyen f: R — R és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fligguvénynek az a pontban szakaddsa van, ha a fiiggvény nem folytonos
az a pontban.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban elséfaji szakaddsa van, ha létezik lirin f, de
lim f # f(a) vagy lim f # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f fligguénynek az a pontban megsziintethetd szakaddsa van, ha létezik
lirilf és lim f = lirff # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek az a pontban mdsodfaji szakaddsa van, f nem folytonos

az a pontban és nincs elséfaju szakadésa az a pontban.

6.10. Definicioé. Azt mondjuk, hogy az f : K — K fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon,
ha A C Dom f és

Vee R"I eRVa,yec A: (lzr—yl<d = [f(z) — fy)| <e)

teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

6.11. Definicié. Legyen x € ]0,v/3[ az a szam, melyre cosz = 0 teljesiil, ekkor a 2 92 szamot
Ludolf-féle szamnak vagy pi-nek nevezziik és a gordg m (pi) betiivel jeloljik.
(értéke megkozelitSleg m ~ 3.1415926535897932385.)

6.12. Definicié. FElemi fiiggvények inverzei.
1. A Sin|[ ] fliggvény inverzét arkusz szinusz fligguvénynek nevezziik, jele arcsin, vagyis

T
272

A -1
arcsin = (sm |[_£ 1]> .
272
2. A cos o, fliggvény inverzét arkusz koszinusz fiiggvénynek nevezziik, jele arccos, vagyis

arccos 2 (cos |[07W])_1 :

)

3. Atg |} [ fliggvény inverzét arkusz tangens fligguénynek nevezziik, jele arctg, vagyis

Jusi
272

A —1
arctg = (tg \]7%%[) .

6.13. Definicié. Hiperbolikus fiigguények inverzei.
— Az sh | fiiggvény inverzét area szinusz hiperbolikus fiiggvénynek nevezzik, jele arsh, vagyis

arsh 2 (shlg)™".
— A ch | o[ fiiggvény inverzét area koszinusz hiperbolikus fiigguénynek nevezziik, jele arch, vagyis

arch 2 (ch [0,00() -

— A th|g fliggvény inverzét area tangens hiperbolikus figgvénynek nevezziik, jele arth, vagyis

arth 2 (th|g)~".
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7. Differencidlszamitas egy dimenziéban

7.1. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhatd, vagy derivilhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre
lim 7f(x) — fla) =A

r—a Tr—a
teljesiil. Ezt az A szamot az f fiiggvény a pontbeli differencidljinak vagy deriviltjanak nevezziik.
— Az f: R — R fiiggvény derivdltjinak vagy derivdlt fiiggvényének nevezziik a

f’:{aEIntDomf|HlimM}—>R aHlimM

T—a T —a r—a Tr—a
fliggvényt.

— Az f differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencialhat6 és f folytonos. Az A C R nyilt halmazon
értelmezett, R értéktd, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A,R) jeldli.

7.2. Definicié. Legyen I,J C R nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — J fiiggvény
diffeomorfizmus, ha bijekcio, differencialhat6 és az inverze is differencialhato.

7.3. Definicié. Legyen f: R — R differencidlhaté fiiggvény és tegyiik fel, hogy a végtelen torlodasi
pontja a Dom f halmaznak és 1éteznek az alabbi hatarértékek.

aélioronf’ b2 lim (f(z) — ax)

Tr—00

Ekkor az x — ax + b fiiggvényt az f fligguény végtelenben vett aszimptotdijinak nevezziik.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben vett aszimptota.

7.4. Definici6. Legyen f : R — R és teljes indukcidval értelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket. Le-
gyen f© £ f 6s minden i € N* esetén legyen &) 2 (fE-Dy.

— Legyen n € N* és a € R. Az f fiigguény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a € Dom ().

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén a €
Dom f(") teljesiil.

— Az f fiiggvény n-szer (n € N*) differencidlhaté, ha Dom f() = Dom f.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f(") = Dom f tel-
jesiil. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki végtelenszer differenciadlhaté fiiggvények
halmazat C*° (A, R) jeloli.

— Az f fiiggvény n-szer (n € NT) folytonosan differencidlhaté, ha f n-szer differencialhatod és
f() folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki n-szer (n € NT) folytonosan
differencidlhato fiiggvények halmazat C™ (A, R) jeloli.

7.5. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, n € NT és f : R — R olyan fiiggvény, melyre [a,b] C
Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer folytonosan differencidlhaté az [a, b] halmazon és
(n + 1)-szer differencidlhat6 az |a, b[ intervallumon.

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan & € ]a, b, melyre

B n f(k)(a) f(n+1)(§) "
f(b) _ng:o 7l (b—a)k—&—m(b—a) i

(e
(n+1)!
— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

") (g (n+1)
=3 1oy O g

n!

teljesiil, amibdl a (b —a)" " kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.

teljesiil, amibdl a
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7.6. Definici6. Legyen f : R — R, n € NT és a € Dom f(™. Az f figguény a pontbeli n-ed foki
Taylor-polinomjanak nevezzik a

"4k (g
Tan £ 3 e 0

polinomot. Ha f € C*°(R,R) és a € Dom f, akkor az f fiigguvény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik
a

©£(k) (g
i) 23 L@ gy

!
— K

hatvanysort.

7.7. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f'. Az [ fiigguény a pontbeli érintdjének nevezziik
a lei . bolinomot, vagyis az érint6 egyenlete

y(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

7.8. Definici6. Legyen f,g : R — R, n € Nt és a € Int(Dom f™ N Domg(™). Azt mondjuk,
hogy az f és g fiiggvények az a pontban n-ed rendben érintkeznek, ha minden n > k € N esetén
% (a) = g*)(a) teljesiil.

7.9. Definicié. Legyen f: R — R és a € R.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden x €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokilis maximuma vagy lokalis mi-
nimuma van az a pontban.

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis maxzimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € Br(a)NDom f esetén f(a) < f(x). [ figgvénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a
pontban, ha szigort lokalis maximuma vagy szigora lokalis minimuma van az a pontban.

7.10. Definicié. Legyen f : K — K, a € Dom f. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény analitikus az a
pontban ha létezik olyan r € RT és olyan s : N — R sorozat, hogy B,.(a) € Dom f, valamint a

P, o(z) 2 Z si(z —a)*
k=0

hatvanysor abszolut konvergens minden x € B,(a) elemre, és P;, = f teljesiil a B, (a) halmazon.
Az f: R — R fiiggvény analitikus, ha analitikus minden a € Dom f pontban. Adott A C R nyilt
halmazon értelmezett R értéki analitikus fliggvények halmazat C¥(A,R) jeloli.

7.11. Definicié. Legyen z € C és n € N, ekkor
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8. Hatarozatlan integral

8.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R. A differencidlhato F': I — R fliggvényt
az f primitiv fliigguényének nevezziik, ha F' = f teljesiil. Az f fiiggvény hatdrozatlan integrdljinak
nevezziik az

{F:1->R|F =f}

halmazt, melyre az [ f vagy [ f(z)dx szimb6lumot hasznéljuk. Az integral jel utan allo fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezziik.

8.2. Definicié. Legyen n € NT és | € Z". Ekkor x € R™ esetén legyen

n

P 2 H xﬁl

i=1

Legyen tovabba k € N*. Ha minden 1 < j < k esetén [; € Z™ és ¢; € R, akkor az

k
R*"—->R z+ chz[m

j=1
fliggvényt n vdltozds polinomnak nevezzik.

8.3. Definicié. (Raciondlis fiigguény.)
- Az f: R — R fiiggvényt raciondlis fiiggvénynek nevezziik, ha léteznek olyan P,Q polinomok,

P
hogy f = 0 teljesiil a Dom f halmazon.
— Az f:R™ — R fiiggvényt n vdltozés raciondlis fiigguénynek nevezzik, ha léteznek olyan P,Q n

valtozos polinomok, hogy f = @ teljesiil a Dom f halmazon.

9. Hatarozott integral

9.1. Definicié. Az R korlatos intervallumainak a halmazat jelolje

jO é U {[a7 b] ’ [CL, b[’ ]a’ b]v ]a7 b[}a

a,beR
a<b

és az Jop halmazban szerepld intervallumok hossza legyen

Ho : Jo — R* [av b] ) [CL, b[a ]aa b]v ]av b['_> b—a.

9.2. Definicioé. Az A C R halmaz Lebesgue nulla mértékid, vagy rovidebben nulla mértékd, ha min-
den € € RT esetén létezik olyan Jg-ban halad6 (A;);eny halmazrendszer, hogy

i=0 i=0
9.3. Definici6é. A
3m_1
A 3k+1 3k+2
c=0,1\ {J U}ngﬂ{

meN k=0

halmazt Cantor-halmaznak nevezzik.
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9.4. Definicié. Legyen minden z € R esetén p(z) egy-egy igaz vagy hamis formula. Azt mondjuk,
hogy majdnem mindeniitt p(x), ha az {z € R| p(z) hamis} halmaz nulla mértékid. Ezt ugy roviditjiik,
hogy m.m. p.

9.5. Definicié. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsin egy olyan (x;)i—o,..n Szdm n-est értiink
melyre 9 = a, , = b és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;11 teljesiil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat F1* jeloli, azaz

Flab] — {1’6 U ]—'(n,[a,b])‘ neN\{0,1}, zo=a, xp_1 =0, Vie (n—1): z; <xi+1}.

n=2

Azt mondjuk, hogy az z € Fl@! felosztas finomabb, mint az y € Fl@Y felosztas, ha Rany C Ranx,
melyet az y < x szimbolummal jeloliink.

9.6. Definicié. Legyen = = (2;)i=0,..n €S ¥ = (¥i)i=0,...m az [a,b] korlatos intervallum egy-egy
felosztasa. Legyen

L={x;|0<i<n}U{y|0<i<m}, k=Ll -1,

és definialjuk a (z;);=0,...  szdmokat az alabbi rekurzidval.
— Legyen zp = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen

ziy1 = min (L \ {z0,...,2i}).

Ekkor a z = (2;)i=0,... 1 felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzikk és a z = Uy
szimbolummal jeloljiik.

9.7. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és = (2;)i=0,...n € Flabl egy felosztas.
Ekkor az f fiiggvény (x;)i=o,... n felosztishoz tartozo alsd kizelitd dsszege

,,,,,

52(f) Z( it f0) G - 22),

telzi,xit1

(1>

7=
és felsd kozelitd dsszege

Sa(f) = z_: ( sup ]f(t)> (Tit1 — i)

i—0 \t€lzi,zit1

Tovabba definidljuk az alsé- és felsd kozelitd Gsszegek értékeinek a halmazdt.

s(/) = {s2(f) € Rz € Fio}
S(f) = {S:(f) € R w € Flotl}

9.8. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
b
— alsd integrdljénak nevezziik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele [ f;

b
— felsé integrdljanak nevezziik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele [ f;

b b
b b b b
— Riemann-integrdlhatd, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(x)dx jeloli az [ f = [ f értéket.
a a a a
a a
Tovabba bevezetjik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fiiggvényekre, vagyis

R([a,b],R) 2 {f : [a,b] = R]| f korlatos és Riemann-integralhato} .
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- Ha f € R([a,b] ,R), akkor bevezetjiik a

b

s

a

1>

1
b
jelolést.
— Tovabba minden a € R pontra és f : R — R fiiggvényre a € Dom f esetén legyen

]féa

b a
— Haa,b € R, a <b, valamint f € R([a,b] ,R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f fiiggvény
a b

hatdrozott integrdiljinak nevezziik.

9.9. Definicié. Az f : [a,b] — C fliggvény Riemann-integrdlhaté, ha Reof,Imof € R([a,b],R) és

ekkor a
b b

/bfA /Reof +i /Imof

a a

képlettel értelmezziik a komplex értékid fliggvény integraljat.

9.10. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fiiggvény oszcillicidja

AN .
o f.la,b]) 2 (@}Z‘?b] f(t)> - (e, ).

Az f fiigguény © = (z;)i=0....n € F@ felosztishoz tartozd oszcillicids dsszege

I
-

n
2

Q.(f)

w(f, s, Tig1]) (Tig1 — Ti)-

s
Il
=)

9.11. Definicié. Az f € R([a,b],R) fliggvény integrilfiggvénye
It :[a,b] = R x»—)/f.

9.12. Definicié. (Improprius integrdl.)
— Legyen f : [a,00[— R olyan fliggvény, hogy minden z €la, oo esetén f € R([a,z],R) teljesiil.
Ha a

x

lim [ f
Tr—>r00
a
hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fliggvény improprius integrdlja
az [a, o] intervallumon és erre a

/fé lim [ f
Tr—r 00

jelolést hasznaljuk; ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az
I fiigguény improprius integrdlja divergens az [a, oo[ intervallumon.
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— Ha f:] — 00, a]— R olyan fliggvény, hogy minden x €] — 0o, af esetén f € R([x,a],R) teljesiil és

a
a

lim f

rT——0Q
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja

a ] — 00, al] intervallumon, és erre a

a a
/ F2 tim [ f
r—r—00

jelolést hasznaljuk.

— Legyen f : [a,b[— R olyan fliggvény, hogy minden x €]a, | esetén f € R([a,x],

a

LW

R) teljesiil. Ha

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fliggvény improprius integrdlja

az [a, b[ intervallumon, melyre a

/f—;gg /f

jelolést hasznaljuk.

— Legyen f :]a,b] — R olyan fiiggvény, hogy minden = €]a, b[ esetén f € R([x, b,

a

b
:tl—1>I(Ill+ / f

R) teljesiil. Ha

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja

az |a, b] intervallumon, melyre a

/f—zhrzu/f

jelolést hasznaljuk.

10. Véges dimenzids terek topologiaja

10.1. Definici6é. A K" téren az alabbi miveleteket értelmezziik.

+ K" x K" = K" ((21,..,20), (Y1, yUn)) = (1 + Y1, .-

KK =K (A (21, ,20)) & Az, ATy)

10.2. Definici6é. A K" téren a
<'7'>:KHXKn_>K (xvy)'_)zxikyk

miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.
10.3. Definici6é. Az x,y € R" \ {0} vektorok dltal bezdrt szog

(z,y)

. = arccos .
(z,z) /Y, y)

y Tn + yn)
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10.4. Definici6é. A K" téren értelmezett
- K" =Ry x|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ré.
eV eK": ||z| =0 <= 2z=0
o Vr e K", VA K: |[Ax| = |\ |z
o Vo,y € K" : [l +y| <l + |yl
Azt mondjuk, hogy (K", ||||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.

10.5. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Minden r € R szémra és = € K" pontra a

Bl() & {y e K| ||lz —y| < r}

halmazt az x pont korili r sugari nyilt gombi kérnyezetnek nevezziik. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,.(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

10.6. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € RT, hogy B, (z) C X teljesiil.
- Az X C K" halmaz zdrt, ha K"\ X nyilt.
— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € Rt és € K", hogy X C B, (z) teljesiil.

10.7. Definici6é. Legyen (K", ||-||) normélt tér, X C K" és z € K". Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
~ hatdrpontja az X halmaznak, haVr e RT : B.(z)NX #0 A B.(z)N (K" \ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B,.(x)\ {z}) N X # 0;

~ izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e RT : B.(z) N X = {z}.

10.8. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és x € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete
az x pontnak, ha x belsé pontja az X halmaznak.

10.9. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX = {z €K"| Ir e R": B,.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6é pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeK"VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

10.10. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— si@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = K",

10.11. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az a : N — K" fiiggvényeket sorozatoknak nevezzik.
— Azt mondjuk, hogy x € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RTAIN eNVneN (n > N — a, € B.()).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.
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10.12. Definicié. (A4 lim mdvelet.) Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeloli.
n— oo

10.13. Definici6. Legyen (K", ||-||) normaélt tér.
— Az a : N — K" sorozat korldtos, ha Rana korldtos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo : N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

10.14. Definicié. Legyen (K", |||) normalt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve eRTAN e NVn,m e N (N <n AN <m) = |lan — an| <¢).

10.15. Definicié. Legyen (K", ||-||) normélt tér és A C K". Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes,
ha minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (K", ||-||) normalt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

10.16. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.

10.17. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel’

minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.
10.18. Definicié. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||") normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyanak torlédési pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdrértéke az a pontban A € K™, ha

Ve € R*35 e R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

10.19. Definicié. (A lim mivelet.) Legyen (K", |-||) és (K™, |]-|) normalt tér, f : K* — K™ fiigg-
vény és az a € K" pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fiiggvénynek hatarértéke
az a pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeldli.

a T—ra

10.20. Definicié. Legyen (K", |-[|) és (K™, ||-|') normalt tér, f : K® — K™ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C Ba(f(a)))-
— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

10.21. Definicié. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

10.22. Definicié. Legyen (K, ||-]|) és (K™, ||-|') normalt téer U C K" és V C K™ Az f: U —» V
fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekci6 és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

10.23. Definici6. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||) normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTIG e R,y e A (d(z,y) <6 — d'(f(x), fy)) <)

teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
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10.24. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett ||-|| és ||-||" normdk ekvivalensek egy-
mdssal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz
nyilt a ||-||" norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||-| norma szerint is.

10.25. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", |-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszéleges soro-
zat.

n
Azt a jol meghatarozott > a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
" i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan
n
szimbo6lummal jeloljiik.
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

A
gens. Ekkor a Z Qp = hm Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 > k=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

10.26. Definicié. A
A:K" - K™ x— Ax)

leképezésrél azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z1,x2 € K" vektorra és minden A, 4 € K szamra
A(Azy + pxa) = MNA(x1) + pA(zg)

teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazéara a Lin (K", K™) jelolést hasznéljuk.
A Lin(K", K) teret a K® vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K")*.
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznalni.

10.27. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (Ajj)ic....,
je{l,...,n}

A linedris leképezés mdtrizinak, ahol minden j € {1,...,n} ési € {1 .,m} indexre A;; = A(e;j);.

A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a lineéris lekepezes és matrlxa kozott. Az A leképezés

matrixdnak az elemeit a

w1 rendszert nevezziik az

Ay A ... A

A21 A22 PO A2n
A= | . . .

Ani Am2 ... Amn

moédon szokés felirni.
10.28. Definicio. A (K", |-||) és (K™, ||-|') normalt terek esetén a

[ : Lin(K", K™) - Ry  Aw sup ||Az|’
Izl <1

leképezést operdtornormdnak nevezziik.
10.29. Definicié. Adott k € NT esetén az
k
A:HK"—HK'“ (x1,...,28) = A(z1,...,Tk)
i=1

leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy k-linedris, ha mindegyik valtozojaban line-
k

. =1,...,

i=1
és minden ¢ € {1,...,k} indexre

ATy, i1, AT 4 Wiy Tty -5 T) = MA@, xk) + AT, i1, Yis Tige1s - - Th)
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teljesiil.
k k

A k-lineéris HK“ — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K",K"‘) vagy a Lin® ((K“)k ,Km)
i=1 i=1

jelolést hasznaljuk.

10.30. Definicié. Legyen k € NT. Azt mondjuk, hogy az A : (K“)k — K™ fliggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciora és minden 1, ...,z € K" elemre

A(xla v 7xk) = A(xa(l)v s ,wa(k))

teljesiil. A (K™)* — K™ szimmetrikus multilineéris leképezések halmazat Lin” (K")*  K™) jeldli a
tovabbiakban.

10.31. Definicié. Legyen k € N* és A € Lin” ((K")k 7R>.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € K® vektorra A(z,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(zx,...,z) <0.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K" \ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Iz, y € K" melyre A(z,...,x2) > 0és A(y,...,y) <O0.

10.32. Definicié. Egy f: K* — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0,1[Va,y € Dom [ (d(f(@), f(y) < Cd(,y)).
A C szamot gyakran kontrakcids eqyiitthaténak nevezik.

10.33. Definicié. Legyen (K", ||-||) norméalt tér és A C K". Ekkor az A halmaztdl valé tdvolsdg
fiigguénye

dist4 : K" >Rz~ inf d(z,x).
€A

10.34. Definicié. Az A, B C K" halmazok tdvolsdga a ||-|| norma szerint

dist(A,B) =inf{||lx —y| |z € A, y € B}.

10.35. Definicié. A K C K" halmaz konvez, ha minden z,y € K pontra és t € [0, 1] paraméterre
(1 —-t)z +ty € K teljesil.

11. Figgvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

11.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

I {t € ﬂ Dom f,, | Hnli)rréo fn(t)} —- K™ t— nIL%fn(t) .
neN
A pontonkénti hatarfiiggvényre a lim f, jelolést hasznaljuk.
n—oo
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f figgvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és lim f,|a = fl|a
n—oo

teljesiil;
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11.2.

11.3.

pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergél
az A halmazon;

pontonként konvergdl az f fligguényhez, ha az egész M halmazon konvergal az f fiiggvényhez;
pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;

egyenletesen konvergdl f figguvényhez az A halmazon, ha

Vee RFAN e NVn e NVt € A: (N <n — ||falt) — f(D)]| <¢)

teljestil;

egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergél az f
fliggvényhez;

egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

lokdlisan egyenletesen konvergens ha minden ¢ € Dom f pontnak van olyan kdrnyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

Definicidé. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f,, € F(M,K™).
Az (fn)nen fliggvénysorozathoz rendelt fiiggvénysort a

k

S fiN= FIMK™) ke [t f5()

Jj=0

képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

an5{t6 mDomfn|E|an(t)}_>Km tHan(t)
neN neN neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z frn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljestil.
neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.

Definicio. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetszéleges fiiggvény. Azt

mondjuk, hogy az f fiiggvény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP (M, K™) jeloli.

11.4.

Definicié. Adott z,y € R" esetén a

{tz+ (1 —t)y| t € ]0,1]}

halmazt szakasznak nevezziik. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelolni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

11.5.

Definicié. (Hatvdnysorok.)
Legyen a : N — K tetszGleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi moédon.

o0 o0
P, : {x ceK ‘ Zanx" konvergens} —-K z— Z anx”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kdzépponti hatvdnysornak nevezziik.
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- Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 < limsup V/|a,| < oo;
n—oo

1
limsup /|an|’
n—oo

1>

R . ,
a 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup V/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardinak nevezziik.

11.6. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f :[a,b] - K ésn € N*. Az f fiiggvény n-edik Bernstein-

polinomjdnak nevezziik az
B/ :R—=K t»—>;§n ¥ a—I—E(b—a) (t—a)k(b—t)n=F
" (b—a)" = \k n

polinomot.

12. Differenciadlszamitas véges dimenziéban

12.1. Definicié. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhato, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

1o 1) = f@) = A —a)

z—a [l — all

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f figgvény a pontbeli differencidljanak vagy deriviltjanak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:R"™ —» R™ fiiggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

Df = {(a,A) € (Int Dom f) x Lin(R", R™) | 1im &) =f(@=Alz=a) _ 0}
z—a |z — al
fliggvényt.

— Az f differencidlhatd, ha Dom f = DomDf.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhaté és Df folytonos. Az A C R" nyilt hal-
mazon értelmezett, R™ értékii, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazét C'(A,R™)
jeloli.

12.2. Definicié. Legyen f : R® — R™ fiiggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyid derivdltja, ha létezik a
L flatte) ~ f(a)

teR t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e iranyi (Gateaux-)
derivdltjanak neveziink.
k
12.3. Definicié. Legyen & € N*t, f : HR‘” — R™, a = (a1,...,a;) € Dom f, valamint i €
i=1
{1,...,k} tetszoleges index.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhato a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az
foing,; :RY — R™ x> flar, .. i1, 2T, Qig1, ..., QL)

fliggvény differencialhaté az a; pontban és ekkor a

(0if)(a) = (D(f ©ing,i))(as)

jelolést hasznaljuk.
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— Az f fiiggvény i-edik vdltozo szerinti deriviltfiiggvényének nevezzik a

0, f = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™, R™) foin,; differencialhaté az a; pontban }

és A= (D(f oing.))(a:)

fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhato az i-edik vdltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.

— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhaté az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhato az i-edik valtozoja szerint és 0; f folytonos.

12.4. Definicié. Legyen f : R® — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.
Ekkor a (Df)(a) € Lin(R", R™) linearis leképezés matrixat az f fiigguény a pontbeli Jacobi-mdtrizinak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(O fi)(a) (O2f1)(a) - (Ouf1)(a)
(O1f2)(a)  (O2f2)(a) -+ (Ouf2)(a)

(O1fm)(a) (O2fwm)(a) --- (Onfm)(a)
Az n = m esetben ezen méatrix determinansat nevezziik Jacobi-determindnsnak.

12.5. Definicié. Legyen f: R"™ — R tetsz6leges fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhat6 az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(0uf)(a)) € R"
vektort az f fiigguény a pontbeli gradiensének nevezziik és a (grad f)(a) szimbélummal jeloljiik.
— Az f fiigguény gradiensének nevezzik a

grad f : Dom(Df) —» R" a— ((01f)(a),...,(0nf)(a))
fliggvényt.
Bevezetjiik a V f = grad f jelolést, ahol a V szimbélumot nabla-operdtornak nevezziik.

12.6. Definicié. Legyen f: R"™ — R" fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhaté az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f fiiggvény
a pontbeli divergencidjinak nevezziik és a (div f)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a

div f : Dom(Df) - R a— Tr((Df)(a))

fliggvényt.

A divergencidra hasznéljuk még a V f 2 div f jelolést.
12.7. Definicié. Minden f : R" — R fliggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) = R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

12.8. Definicié. Legyen f: R3 — R3? tetszoleges fiiggvény.
~ Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R® pontban, akkor a

((923)(a) = (Bsf2)(a), (D3/1)(a) = (D1 f3)(a), (O f2)(a) — (B2f1)(a)) € R®

rot f :Dom(Df) — R3
a ((02f3)(a) — (95f2)(a), (93 f1)(a) — (01 f3)(a), (01 f2)(a) — (D2f1)(a))

fliggvényt.
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A rotéciora hasznédljuk még a V x f 2 rot f jelolést.
12.9. Definicié. Legyen f: R"™ — R™ fiiggvény és k € N\ {0,1}.

— Az f fiigguény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D*-1) f).

- Az a € DomD(D(’C_l)f) esetben (D(D*=Y f))(a) € Lin(R",Lin* ' ((R")* ' | R™)), ennek a

1 : Lin(R", Lin* ' (RM)*™! | R™)) — Lin®((R™)* ,R™))
Ay ((xl,...,mn) o (A(xl))(xg,...,a:n))
izometrikus bijekcioval jelslje (D) f)(a). Az f fiiggvény k-adik derivdltjanak nevezziik a
D® ¢ : DomDMDM* =V f) = Lin* (RN, R™)  a — pr_1 o (DDF D f))(a)

fliggvényt.

— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f figguény k-szor folytonosan differencidlhatd, ha differencialhaté és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékii, k-szor folytonosan differencialhaté
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jeloli.

- Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden k € N esetén k-szor differencialhato.
Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, végtelenszer differencialhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeldli.

12.10. Definici6. Legyen & € N*, f : R* — R fiiggvény és a € Dom(DW®) f). Az f fiiggvény a
pontbeli k-ad foki Taylor-polinomjdnak nevezzik a

k

T/,:R" =R (2) =T (2) 2

(DY f)(@)(x - )l

polinomot, amit az

k
T = 1@+ 30 D (@ 0@ o = an) o o = )

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differenciadlhaté az a € Dom f pontban, akkor az f fiiggvény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

A = 1
T/ :R" - R TS ( :ZH D® £)(a))(z — a)¥!
k=0

hatvanysort.

12.11. Definicié. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(z).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha lokilis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f figgvénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a pontban, ha szigoru lokalis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

12.12. Definicié. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f. Ha az f fiiggvény kétszer differencialhat6 az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.
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13. Metrikus terek

13.1. Definicié. Az M halmazon értelmezett metrikinak vagy tdvolsdgfiggvénynek neveziink min-
den olyan
d: M x M — R (z,y) — d(z,y)

fliggvényt, melyre az alabbiak teljesiilnek.
eVe,ye M: dlz,y) =0 <z=y
o Vr,y e M: d(z,y) =d(y,z)
o Vr,y,z€ M: d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2)
Az (M, d) part metrikus térnek nevezziik, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

13.2. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden r € R szamra és € M pontra a

A
Br(z) ={y € M| d(z,y) <r}
halmazt az = pont kérili r sugard nyilt gombi kérnyezetnek nevezziik.

13.3. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik » € RT, hogy B,(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha M \ X nyilt;
— korldtos, ha létezik olyan r € R™ és z € M, hogy X C B,.(z) teljesiil.

13.4. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € M. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 AN B.(z)N(M\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B.(z) \ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z)N X = {z}.

13.5. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x belsé pontja az X halmaznak.

13.6. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Az X C M halmaz belsejének nevezzik az
IntX ={zeM|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={reM|VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdinaek nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

13.7. Definici6é. Legyen (M, d) metrikus tér és X,Y C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— st@rd az Y halmazban, ha X =Y,
— strd, ha X = M.

13.8. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az (A,d|axa) part az (M, d) metrikus tér
alterének nevezzik.

13.9. Definicié. Legyen dy és do metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a dy és do metrikik
ekvivalensek, ha minden d; metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a dy metrika szerint is, valamint minden
do metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a d; metrika szerint is.

13.10. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
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— Azt mondjuk, hogy x € M az a : N — M sorozat hatdrértéke, ha
Ve € R"IN € Nvn € N(n > N — a,, € B.()).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — M sorozat konwvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

13.11. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M, d) metrikus tér. Az ¢ : N — M konvergens sorozat
hatarértékét lima vagy lim a, jeloli.
n— oo

13.12. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M sorozat korldtos, ha Rana korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — M tetszoleges sorozat. Ekkor az
aoo : N — M sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

13.13. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RTAN e NVn,m e N (N <n AN <m) = d(ay,an) <e).

13.14. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M, d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

13.15. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az X C M halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel’
minden ¢ € [ esetén az A; nyilt részhalmaza az M térnek.
— Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

13.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér lokdlisan kompakt, ha minden pontja-
nak létezik kompakt kornyezete.

13.17. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz relativ
kompakt, ha létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil.

13.18. Definicié. Az (M, d) metrikus teret szepardbilisnek nevezziik, ha létezik olyan (U, )nen hal-
mazrendszer, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden 2 C M nyilt halmaz
esetén létezik olyan I C N, hogy 2 = U U, teljesiil.

nel

13.19. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljesen

korldtos, ha minden ¢ € R* esetén létezik olyan X € A véges halmaz, melyre A C U B.(x) teljesiil.
rzeX
Az (M, d) metrikus teret teljesen korlatosnak nevezziik, ha M teljesen korlatos halmaz.

13.20. Definicié. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ figgvény és az a € M
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdrértéke az a pontban A € M’, ha

Ve € R*35 € R* (f(Bg(a) \{a}) C BE(A)).

13.21. Definici6. (A lim mdvelet.) Legyen (M,d) és (M’,d’) topologikus tér, f : M — M’ fliggvény
és az a € M pont a Dom f halmaz torlédasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(x) jeloli.

a Tr—a
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13.22. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C Ba(f(a)))-

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
A C(M, M') szimbélum jeloli az M — M’ folytonos fiiggvények halmazat.

13.23. Definici6. Legyen (Mi,dy), (Ma,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M; — Mo
fliggvény nyilt, ha minden U C M nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

13.24. Definicié. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér. Az f: M — M’ figgvény homeomorfiz-
mus, ha folytonos bijekci6 és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M,d) és (M’,d’') metrikus
terek homeomorfak, ha létezik f : M — M’ homeomorfizmus.

13.25. Definici6. Legyen (M, d;) és (Ms,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : My — Mo
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI§ e R*Va,y e A (di(z,y) <& — do(f(2), fy)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

13.26. Definici6. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M — X
fliggvény sirin értelmezett, ha Dom f = M.

13.27. Definicié. Legyen (M,d) és (M’',d") metrikus tér. Az f : M — M’ fiiggvény izometria,
ha minden z,y € Dom f esetén d(z,y) = d'(f(x), f(y)) teljesiil. Az (M,d) és (M’',d') metrikus tér
izometrikusan homeomorf, ha létezik f : M — M’ izometrikus homeomorfizmus.

13.28. Definici6. Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos fiigguény, ha

3C € R{Va,y € Dom f : (d2(f(z), f(y) < Cda(x, y)).

13.29. Definici6. Legyen (My,d;) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M, fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fiigguény kontrakcid, ha

3C € [0,1[Va, y € Dom f : (dg(f(aj),f(y)) < Cdl(x,y)>.
A C szamot gyakran kontrakcids eqyiitthaténak nevezik.
13.30. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz dtmérdje

sup{d(z,y) | z,y € X}, ha A#;

diam(A) 2 { 0. ha A0

13.31. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor az A halmaztdl vald tdvolsdg
fiigguénye

distg: M - R z +— inf d(z,z).
z€A

13.32. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden (M’,d") teljes metrikus teret és j : M — M’
izometriat, melyre Ran j = M’ teljesiil, az (M, d) metrikus tér teljes burkdnak nevezziik.

13.33. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
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— Az A halmaz osszefiiggd, ha nem létezik olyan U,V C M halmaz, melyre U # 0, V # (),
UNV=UNV =0 A=UUYV teljesiil.

Az M metrikus tér dsszefiiggd, ha az M halmaz Osszefiiggs.

Az A halmaz fvszerden dsszefiiggd, ha minden z,y € A esetén létezik olyan v : [0,1] — A
folytonos fiiggvény, melyre y(0) = z és v(1) = y teljesiil.

— Az M metrikus tér ivszeriden dsszefiiggd, ha az M halmaz ivszertien Osszefiiggd.

13.34. Definicié. Legyen I véges halmaz és minden i € I esetén (M;,d;) metrikus tér. Az M =
H M; halmazbdl és a
i€l

d: MxM—R ((.Ti)iej, (yi)iej) — max{di(xi,yi)ﬁ S I}

metrikabol allé (M, d) part nevezziik az (M;, d;);er metrikus terek szorzatdinak.

13.35. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és legyen X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— sehol sem sird, ha Int X = 0;

PP

14. NormaAlt terek

14.1. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
-V =Ry x> |z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ré.

eVzxeV: |z]|=0 < z=0

e Ve eV, VAeK: |[A\x| = ||

o Vo,y € Voo lz +yll <l + [lyll
Az (V,|||l) part normdlt térnek nevezziik, ha V valés vagy komplex vektortér és ||-|| norma a V
vektortéren.

14.2. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.

14.3. Definicié. (Sorok.) Legyen (V,||-]|) normalt tér és legyen a : N — V tetszsleges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
" =0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornaek nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jel6ljiik. !

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a »_ a sorozat konver-
o0 n
A - 1
gens. Ekkor a Zoan = nhﬂn;(} Z an jelolést hasznéaljuk.
n= k=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

14.4. Definicié. Adott (V,|-||) normalt tér esetén a folytonos linearis V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjiik még a

V! 2 Z(V,K) jelolest a funkciondlok halmazara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezziik.
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14.5. Definicié. Minden p € [1, oo[ paraméter mellett az

&é{&N%K‘EJ%P<m}

n=0

halmazt, valamint p = oo esetén az

@A{&NHK

sup |sp| < oo}
neN

halmazt K = R esetén valds- illetve K = C esetén komplex [P (ejtsd: elpé) térnek nevezziik.

14.6. Definici6é. Legyen n € NT, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vj, ||-||,) normalt tér és
legyen

I = HVk —-R (1,...,2n) — max {||zk], | k€ {1,...,n}}.
k=1

n
A (H Vies |||> normalt teret nevezziik a (Vi, |||/, )k=1,....n normdlt terek szorzatinak.
k=1

14.7. Definicié. Legyen (V,]-||) normalt tér. Minden (V’,|-||) Banach-teret és j : V — V' linearis
izometriat, melyre Ran j = V' teljesiil, az (V,||-||) normdlt tér teljes burkinak nevezziik.

14.8. Definicié. Legyen n € Nt és legyen (Vi)i=1,...n vektorterek rendszere, valamint legyen W is
vektortér. Az

A:HV}—)W (@1, oyan) = A1, ... 2p)
i=1

leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy n-linedris, ha mindegyik valtozéjaban line-
n

i=1
és minden A\, 4 € K paraméterre

AT, oo T 1, AT+ 1Y, Tig1y -y Tn) = ANA(T1, oo Tn) + A, e B 1, Yiy Tt 1y -+ 5 T)

teljestl. A : H V; — W n-linearis leképezések halmazéara a Lin™ (H Vi, W) jelolést hasznaljuk.
i=1 i=1

14.9. Definicié. Legyen n € NT, valamint legyen V és W vektortér. Azt mondjuk, hogy az A :
V™ — W fiiggvény szimmetrikus multilinedris leképezés, ha minden o : {1,...,n} — {1,...,n}
permuticiéra és minden z1,...,x, € V elemre

Al an) = AlTo1), - -5 To(n))

teljestil. A V"™ — W szimmetrikus multilinearis leképezések halmazat Lin] (V™, W) jeloli a tovabbi-
akban.

14.10. Definicié. Legyen (V,|-||) normalt tér, n € N* és A € " (V",R).

— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € V vektorra A(x,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € V vektorra A(z,...,z) <0.

— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € V' \ {0} vektorra A(x,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € V' \ {0} vektorra A(z,...,x) <O0.

— Az A multilinedris leképezés szigorian pozitiv definit, ha 3K € R, hogy Vx € V vektorra
Az, ...,z) > K |z|".

— Az A multilinedris leképezés szigorian negativ definit, ha 3K € R, hogy Vx € V vektorra
Az,...,z) < =K ||z||".
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— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Jx,y € V melyre A(z,...,x) > 0és A(y,...,y) <O0.

14.11. Definicié. Legyen V vektortér és K C V. Azt mondjuk, hogy a K halmaz
— elnyeld, ha minden x € V esetén létezik olyan r € RT, hogy minden A € K szémra |A| > r
esetén x € \K;
— konvez, ha minden z,y € K és ¢ € [0,1] elemre cx + (1 — ¢)y € K teljesiil;
— szimmetrikus, ha K = —K teljestil.

14.12. Definicié. Legyen V vektortér és ¢ : V' — R leképezés. Azt mondjuk, hogy
— ¢ szubadditiv, ha minden x,y € V esetén p(z + y) < p(z) + ©(y);
~ ¢ pozitiv homogén, ha minden z € V és \ € R esetén p(A\r) = \p(z);
— ¢ szublinedris, ha szubadditiv és pozitiv homogén.

14.13. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
p:V—=RS x> p(ax)

fliggvényt félnormdnak nevezziik, ha az alabbiak teljesiilnek ra.

e p(0)=0

o Vx eV, VAeK: p(Azx) = |\ p(z)

e Vz,y eV : p(x+y) <p(z)+py)
Az (V,p) part félnormdlt térnek nevezziik, ha V valos vagy komplex vektortér, és p félnorma a V
vektortéren.

14.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a (V,|-]|) norméalt tér reflexiv, ha a j : V. — V" leképezés
sziirjektiv.

14.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy a V vektortéren értelmezett [|-||; és ||-||, norma dsszehason-
lithatd, ha létezik olyan C; € R™, melyre ||-||; < C4 ||-||, teljesiil, vagy létezik olyan Cy € RT, melyre
[l < Ca ||| teljesiil.

14.16. Definicié. Legyen X, Y halmaz és f : X — Y fliggvény. Az f fiiggvény grifjinak nevezziik
al(f) ={(z, f(z)) € X x Y|z € Dom f} halmazt.

14.17. Definicié. Legyen (U, ||-||;;) és (V,||-||;,) normalt tér, valamint A : U — V lineéris leképezés.
Azt mondjuk, hogy A zdrt, ha T'(A) zart halmaz az U x V szorzattérben.

15. Hilbert-terek

15.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K ($7y)‘—><$7y>

leképezés skaldris szorzds, ha
VreV: (z,z) € RY;
VeeV: (x,2) =0 < x=0;
Ve,y,z€ Vi (v +y,2) = (x,
Vz,y e VWA € K: (\z,y) =\
Ve,y e V: (x,y) = (y,x).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V vektortéren adott egy skalaris szorzas.

15.2. Definicié. Legyen V vektortér és (-,-) skalaris szorzas a V' téren.
— Ekkor a (V, (-,-)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skaléris szorzasbdl szarmaztatott normara nézve
teljes normélt tér.
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15.3. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden ¢ € I esetén legyen 0 # ¢; €
. Azt mondjuk, hogy az (e;);cs vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonélis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vxe%”((VieI:(ei,x>:0)—>m20)

teljesiil;
— Schauder-bdzis, ha teljes linearisan fiiggetlen vektorrendszer.

15.4. Definicio. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az z,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (x,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy meréleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén
(z,y) = 0.
— Az L,W CV halmazok ortogondlisak, ha minden = € L és y € W esetén (z,y) = 0.

15.5. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, W C J¢ zart lineéris altér és x € 7. Legyen xy € W az
az egyértelmtien meghatarozott vektor, melyre in&/ |z — z|| = ||z — 2w ||. Ekkor az xw vektort az x
z€

vektor W altérre valo ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjanak nevezziik.

15.6. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér és L C .7 nem iires halmaz. Ekkor a
LLé(zet%‘ﬂ VeeL: (x,2z) =0)

halmazt L ortogondlisinak nevezziik.

16. Filiggvénysorozatok, fliggvénysorok

16.1. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (fn)nen rendszert figguénysorozatnak nevezziikk, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {t € ﬂ Dom f,, | Hnli_{glo fn(t)} - M t— lim f,(t) .

n—00
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom [ és ILm fola = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergdl az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergl;
— egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e RYAN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t)) <e)

teljestil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;
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— egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal;
— lokdlisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kérnyezete, ahol az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

16.2. Definicié. Legyen T nem ires halmaz, (V,||-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).
— Az (fn)nen fligguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

S fa NS FTV) ke [t fi0)

képlettel definialjuk.
- A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}%V tr Y falt)

neN neN neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

n
A C Dom Z frn és minden ¢ € A esetén Z I ()] < oo teljesiil.
neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.

16.3. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetsz6leges fliggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlatos
fiiggvények halmazat jeldlje FP (T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T' — M folytonos korlatos
fiiggvények halmazat pedig jelolje CP (T, M).

16.4. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen (V,||-]|) normalt tér, a : N — V tetsz6leges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt
az aldbbi moédon.

P,: {x eK ‘ Z anpx” konvergens} -V - Z anpx”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyitthatdju 0 kozépponti hatvinysornak nevezziik.
— Az a: N — V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 <limsup V/||a,| < oo;
n—oo

1
tisup 4/ Jlan]l
n—0o0
Ra 0, ha limsup V/||a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup {/||an| = 0.
n—oo

1>

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.
16.5. Definicio. Ha V vektortér és a,b € V, akkor a
A A
[a,b] = {ta+ (1 —t)b| t € [0,1]}, la,b] = {ta + (1 —t)b| t €]0,1[}

halmazokat az a és b végponti szakasznak, illetve nyilt szakasznak nevezziik.
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16.6. Definici6. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fiiggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden x € R esetén

)
fla) = % R
teljesiil. Ekkor minden A € #(V,V) elemre legyen
ax~ [0 .
f(A) = 7% A
16.7. Definicié. Legyen T tetszileges nem iires halmaz. A

0, ha i#j;

fliggvény a Kronecker-féle delta-fiiggvény.

16.8. Definicié. Legyen n € NT és tekintsiink egy A : R™ — R™ lineéris leképezést, legyen Sp(A) =
{A1,..., An} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhat6 S métrix és diagonélis D matrix, melyre A = SDS~!, akkor f(A) 2 Sf(D)S™1,
ahol

#(D) = ? f(1?22) (:) ?

Vagyis, ha Dij = (51']')\1', akkor f(D)z] = 6z]f(>\z)

16.9. Definicié. Legyen (V,||-||) normélt tér, a,b € R, a < b, f : [a,b] = V ésn € N*. Az f
fiigguény n-edik Bernstein-polinomjdnak nevezzik az

n

Bl iRV th;(Z>f<a+fL(b—a)) (t —a)f(b—t)" "

polinomot.

16.10. Definicié. Legyen T tetszSleges, nem iires halmaz és A C F(T,K).
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétvdlasztd T felett, vagy roviden szétvdlasztd, ha minden
x,y € T elemre x # y esetén van olyan f € A, melyre f(x) # f(y) teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz linedris fiiggvényhdld, ha linearis altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f € A esetén |f| € A.

17. Differencialszamitas

17.1. Definicié. Legyen U és V normalt tér, f: U — V fiiggvény és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € #(U, V), melyre

o {0 = f(@) =A@~ a)

va [l —af

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy deriviltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
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- Az f: U = V fliggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiigguényének nevezziik a

Df = {(a,A) € Dom f) x Z(U,V) | lim f(z) — f(a) — Alz —a) = 0}

T—a [z = af

fliggvényt.

— Az f differencidlhaté, ha Dom f = DomDf.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és D f folytonos. Az A C U nyilt halmazon
értelmezett, V értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A, V) jeldli.

17.2. Definicié. Legyen U vektortér és V normélt tér. Legyen tovabba f : U — V fiiggvény,
a € Dom f és e € U. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek létezik az a pontban az e irdnyi derivdltja,

ha létezik a
o Jla+te) = f(@)

tER t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e iranyi (Gateaux-)
derivdltjinak neveziink.

i=1
a=(a1,...,a,) €EIntDom f és k € {1,...,n}.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguvény parcidlisan derivdlhato a k-adik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az foin,y : Uy — V fiiggvény differencialhaté az aj, pontban és ekkor a

(Okf)(a) = (D(f oing,x))(ax)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fiiggvény k-adik viltozé szerinti derivdltfiigguényének nevezziik a

Onf = {(a7A) € (Int Dom f) x 2(Ux, V) foin, differencialhat6 az aj, pontban }

és A= (D(f oing))(ak)

fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhaté a k-adik vdltozdja szerint, ha Dom 0y f = Dom f.

— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhats a k-adik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhaté a k-adik véltozoja szerint és Oy f folytonos.

17.4. Definicié. Legyen U és V normaélt tér, f : U — V fiiggvény és n € N\ {0,1}.
— Az f fiiggvény n-szer differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D™~1 f),
~ Az a € DomD(D™=V f) esetben (D(D™~V f))(a) € (U, " (U™',V)), ennek a kompozi-
ciojat a

puo1 s LU, 2" ULV) = 2" U V)) A (010 @0) = (A1) (@2, 20) )

izometrikus bijekcioval jelolje (D™ f)(a). Az f : U — V fiiggvény n-edik derivdltjinak nevezziik
a
D™ f:DomDMD" Vf) —» £"(U™, V)  ars py_1o DDV f))(a)

fliggvényt.

— Az f figgvény n-szer differencidglhaté, ha Dom f = Dom D™ f.

— Az f fiigguény n-szer folytonosan differencidlhatd, ha differencialhato és D™ f folytonos fiigg-
vény. Az A C U nyilt halmazon értelmezett, V' értékd, n-szer folytonosan differencialhatéd
fiiggvények halmazat C™(A, V) jeloli.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén n-szer differencialhatd. Az

A C U nyilt halmazon értelmezett, V értéki, végtelenszer differencialhato fiiggvények halmazat
C>®(A,V) jeloli.
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17.5. Definicié. Legyen U és V normalt tér, n € N, f : U — V fiiggvény és a € Dom(D™ f). Az f
fiigguény a pontbeli n-ed foki Taylor-polinomjinak nevezzik a

n
A

T{,: U=V (@)= Tl (2) =) k,((D(k)f)( a))(z — a)™
k=0
polinomot. Ha f € C*(U,V) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik
a
DLy

k=0

DY (@)@ — )

=~

hatvanysort.

17.6. Definicié. Legyen U normdlt tér f: U — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f figgvénynek szigori lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha szigoru lokalis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

17.7. Definicié. Legyen f: K" — R fliggvény és A C K" konvex halmaz.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény konvexr az A halmazon, ha minden z,y € A és ¢ € [0, 1] esetén

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az f fligguény szigorian konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és
t €10, 1] esetén

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 =1)f(y).

z [ fiigguény konkdv az A halmazon, ha — f konvex az A halmazon.

Az f fiigguény szigorin konkdv az A halmazon, ha —f szigortan konvex az A halmazon.
Az f figguény (szigorian) konvex/konkdv, ha f (szigorian) konvex/konkav a Dom f halmazon.

Fourier-sorok

18.1. Definicié. Az R — C fiiggvények

T(R,C) 2 {t Y (ag cos(kt) + b sin(kt)) € F(R,C) | n € N,Vk € {0,...,n} : ap, by € (C}
k=0

részhalmazét trigonometrikus polinomoknak nevezziik.

18.2. Definici6é. Ha f : R — R olyan fiiggvény, melyre f|_. »j € R([—m, 7], R) teljesiil és 27 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier—egydtthatdinak nevezzik a

1

ao % f
1 7T

ak :f/ f(t)cos(kt)dt Vk e NT
™ )

R / f(t)sin(kt)dt Vk e N*
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szamokat. Az f fiigguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik a

ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletisszeg-fiigguényének nevezzik az

S,:R—=R T ag + Z a, cos(kx) + by, sin(kx)

k=1
fliggvényt.
18.3. Definicié. Minden n € N esetén legyen
sin ((n+ 1)z
(4D 5y
D,:R—=>R =z~ sin 5 2x7r
1+ 2n, ha — € Z.
2w

A (Dy)nen figgvenyeket Dirichlet-féle magfiigguényeknek nevezziik.

18.4. Definicié. Minden n € N esetén legyen
1 sin? (2H1) 2
: ( 22 ) ) ha = ¢ Z;
F,:R—=R T n+1 sin® £ 2m
1+ n, ha €.
27

Az (Fp)nen fiiggvényeket Fejér-féle magfiggvényeknek nevezziik. indexFejér-féle magfiiggvény

19.

19.1.

19.2.

Komplex fiiggvénytan

Definicié. Legyen f: C — C fiiggvény és a € Int Dom f.
Azt mondjuk, hogy az f figgvény komplex differencidlhato, vagy holomorf az a pontban ha

létezik a
L 1) = f(@)

T—a Tr—a

hatérértek. Ekkor a lim 45— (@)

r—a Tr —a
vagy derivdltjénak nevezzik és a tovabbiakban az f’(a) szimbolummal jel6ljiik.

Az f: C — C figgvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik az

f/:{(a,A)e(IntDomf)x(C 3 i L&) =) limJ”(ﬂC)—f(a):A}

T—a r—a T—a Tr—a

komplex szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljdnak

fliggvényt.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény reguldris az a € C pontban, ha létezik olyan r € R*, melyre
B, (a) C Dom f’ teljesiil, vagyis, ha f C-differencidlhaté az a pont egy kornyezetében.

Az f fuggvény holomorf vagy requldris vagy C-differencidlhatd, ha Dom f = Dom f.

Azt mondjuk, hogy f egész fiiggvény, ha Dom f = C és f holomorf.

Definicié. Legyen f : C — C olyan fiiggvény, mely differencialhaté az a € C pontban és

tegytiik fel, hogy f’(a) # 0. Ekkor az |f/(a)| szamot az f figguény a pontbeli nyijtdsi egyiitthatdjinak
nevezziik. Azt a jol meghatéarozott ¢ € |—m, 7] szdmot pedig, melyre f'(a) = |f'(a)|e'? teljesiil az f
fiigguény a pontbeli forgatdsi egyiitthatdjanak nevezzik.

19.3.

Definicié. Gorbék f6bb tipusai.
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— A ~v:a,b] = C gorbe elemi, ha a,b € R, ~ folytonos, differencialhato az ]a, b[ halmazon, létezik
a lim 4(t) ésa lim #(t) hatarérték, valamint a
t—a+0 t—b—0

t—lgﬁowt)’ ha t=a;

4:la,b] > C  tes y(t), ha a<t<b;
lim A h =b.
70, ha t=0

fiiggvény folytonos. Minden « elemi gérbéhez definialjuk a még a

_ o <
(t a)tilg}rofy(t)%—v(a), ha t<aq;

Y :R-C  te v(t), ha a<t<y;
(t—b) lim 4(t) + (), ha t>b.
t—b—0

fliggvényt. Az elemi gorbék halmazara a I'¢ jelolést hasznaljuk.

— A v : [a,b] — C gorbe szakaszonként Ct-osztdlyii folytonos girbe, ha a,b € R, ~ folytonos és
létezik olyan n € N és (t;);eq1,... n) Véges pontrendszer, melyre a to = a és t, 1 = b pontok hoz-
zévételével minden i € {0,...,n} esetén |y, ;.. ,) € I'°. A szakaszonként C'-osztalyu folytonos
gbrbék halmazara a I' jelolést hasznaljuk.

— A v €T gorbérdl az mondjuk, hogy zdrt, ha v(a) = v(b), ahol a = inf Dom ~y és b = sup Dom~.
A zart gorbék halmazat a I'y szimbolummal jel6ljiik, valamint hasznéljuk még a I'§ = T'o N I¢
jeloleést is.

19.4. Definicié. Legyen f: C — C folytonos fiiggvény.
— Legyen ~ : [a,b] — C, v € T, melyre Ran+y C Dom f teljesiil. Ekkor a

b
/ FO ) dt

mennyiséget az f fligguény v gorbe menti integrdljanak nevezzik és a / f, vagy a kicsit pon-
gl

b
gyola, de természetes / F(y()¥(t) dt szimbolummal jeldljiik.

— Legyen v : [a,b] — C, v € I, melyre Rany C Dom f teljesiil és legyen n € N és (t;)ic(1,...n}
olyan, hogy a to = a és t, ;1 = b pontok hozzavételével minden i € {0,...,n} esetén |y, 4., €

I'¢. Ekkor a
n
[
=07

|[ti=ti+1]

7',+1]

mennyiséget az [ fiigguény v gérbe menti integrdljanak nevezzik és szintén a / f vagy a
¥

b
/ F(y(@®)¥(t) dt szimbolummal jeldljitk. Tovabba a
a

n tita
>k
i=0 Yt

mennyiséget a v gorbe hosszdinak nevezziik és az L(y) szimbolummal jeloljiik.

[ti tiga] (t) ‘ dt

— Amennyiben a v gorbe zart, a vonalmenti integrilra még a f f szimbolumot is hasznéljuk.
¥
19.5. Definicié. Legyen a,b € C és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiiggvény v : [0,1] — C, v(t) = a + t(b — a) gdrbe menti integraljat a f[a ot
szimbolummal jel6ljiik, tehat

f:(b_a)/o fla+tb—a))dt.

[a,b]
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19.6. Definicié. Legyen f, F': C — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F' az f primitiv fiigguvénye, ha
F differencialhato6 és I’ C f teljesiil, valamint F' az f globdlis primitiv fiiggvénye, ha F’ = f teljesiil.

19.7. Definicié. Az U C C halmazrél azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan x € U pont,
melyre minden u € U esetén [z, u] C U teljesiil. Ekkor az x pontot csillagcentrumnak hivjuk.

19.8. Definicié. A v € T' girbe indezfiigguényének nevezziik az alabbi fliggvényt.

Ind, : C\Rany - C ZHl_/Vidcl—z

271

19.9. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, U C M és g, 71 : [0,1] — U zart folytonos gorbe. Azt
mondjuk, hogy a vg és 1 kontirhomotépok az U C M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]2 =U
folytonos fiiggvény, hogy minden ¢ € [0, 1] esetén H(0,t) = yo(t) és H(1,t) = v1(t), valamint minden
p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1).

19.10. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és U C M. Azt mondjuk, hogy az U C M halmaz
egqyszeresen Gsszefiiggd, ha U ivszertien Osszefiiggs és minden U halmazban haladé zart folytonos
gorbe kontirhomotop az U halmazban egy konstansfiiggvénnyel. Az (M, d) metrikus tér egyszeresen
dsszefliggd, ha az M halmaz egyszeresen Gsszefiiggs.

19.11. Definicié. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € I" olyan gorbe, melyre Rany C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiigguény v gorbe szerinti Cauchy-transzformdltja

1 f
Cy~:C\Rany — C dadwn v

19.12. Definicié. Ha a € C, r € Rt és R € |r, 00], akkor a
Crrla)={2z€C|r<|z—a| <R}
halmazt az a kézépponti r belsé és R kiilsé sugard nyilt korgytdrinek nevezzik.

19.13. Definicié. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € RT, hogy Cp ,(a) C Dom f. Ekkor a Laurent-tétel alapjan egyértelmien léteznek olyan (¢, )nez
egyiitthatok, hogy minden r, R € RT esetén, ha 0 < r < R < p, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z Cc—p(idec—a)™
neN —neNt
fiiggvénysorok normalisan konvergensek a C; r(a) halmazon és minden z € Cy ,(a) esetén

oo

flz)= Z en(z—a)™ .

n=oo

— Ekkor a
Co,p(a) = C Z Z cn(z—a)"

nezZ
fliggvénysort az f fligguény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezziik.
— Az f figgvény reguldris része a Cy p(a) halmazon

fr:Copla) = C zZ ch(z—a)”
neN
és az f figgvény forésze a Cy p(a) halmazon

fp:Copla) = C Z Z cn(z—a)".

neN
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— Az f fiiggvénynek az a pontban pdlusa van, ha az {m € NT| c_,, # 0} halmaz véges, de nem
iires és az

r¢(a) = max {m € N*| c_,,, # 0}

szdm a pdlus rendje.

— Az f fiiggvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van, ha az {m € N*| c_,, # 0} halmaz
végtelen.

— A c_y szamot az f figguény a pontbeli reziduumdnak nevezziik és a Resy(a) szimbélummal
jeloljiik.

19.14. Definicié. Az f : C — C holomorf fiiggvény meromorf, ha létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefiiggs nyilt halmaz és olyan A C U diszkrét zart halmaz, hogy Dom f = Q\ A és az f fliggvénynek
a D halmaz minden pontjaban pélusa van.
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