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1. Halmazelméleti alapok

1.1. Logikai alapok

1.1. Definicié. A halmazelmélet keretein beliil formuldnak nevezziik a karaktersorozatok azon leg-
sziikebb F¢ csaladjanak elemeit, melyre teljesiil, hogy

e minden z; és x; valtozdjel esetén az x; € x; karaktersorozat Fe eleme;

e minden z; és x; valtozodjel esetén az x; = x; karaktersorozat F¢ eleme;

e minden p,q € F¢ és x; valtozdjel esetén

=(p), (p) V (q), Fzi(p) € Fe

teljesiil.

1.2. Definicié. A logikai jelek felhasznélasaval a kovetkezs logikai miiveleteket definialjuk. Legyen
p, q formula és x; valtozdjel.
= (P) A (@): p s q, ha =((=(p)) V (=(a)));
— (p) — (q): p-bdl q kévetkezik, ha (—(p)) V
- (p) © (q): p és q ekvivalensek, ha ((p) —
— Vaz(p): minden x esetén p teljesiil, ha =(3z(—(p))).
1.3. Definicié. Egy adott formula lehet igaz (i), vagy hamis (h). Adott p és g formula igaz vagy
hamis formula esetén az alabbi igazsdgtdbldzaban foglaljuk 6ssze —p és p V q igaz vagy hamis voltat.

plqg|p|pVyg
ili| h i
ilh| h i
hlil] i i
h|lh| i h

1.4. Tétel. Legyen p és q formula. Ekkor a bevezetett logikai miveletek igazsdgtablaja az aldbbi.

pla|pANg|p—=q|pegq
1 2 2 1 1
ilh| h h h
h|i h 1 h
h|h h i 7

1.5. Definicié. A p és g formulakat ekvivalensnek neveziink, ha igazsagtartalmuk azonos, azaz, ha
p <> q igaz, ennek jele p = q.

1.6. Tétel. A p,q és r formuldra

~(mp)=p —~(pAg)=(p)V(=g) —(pVq)=(-p)A(=g)

PAP=DP DPAG=qAp pA(gAT)=(PAg) AT

pVp=p pVqg=qVp pV(gvr)=(VaVr
p=>q=(=q) = (=p) pV(gAT)=(VgA(PVT)
pA(@Vr)=(pAgV(pAT)

teljestil.

1.2. A halmazelmélet axiéomai

1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy A részhalmaza a B halmaznak, ha Yv(v € A — v € B) teljesiil,
melynek jele A C B, vagy B D A.

1.8. Definicié. Az x halmaz hatvinyhalmazdnak nevezzik és a P(x) szimbolummal jeloljik azt a
halmazt, melynek elemei éppen = részhalmazai.
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1.9. Definicié. Adott X halmaz esetén UX jeloli azt a halmazt, melynek elemei éppen az X hal-
mazban lévé halmazok elemei, vagyis UX az X elemeinek egyesitését jeloli.

1.10. Definicié. Legyen A és B halmaz. Ekkor a paraxioma szerint létezik az {A, B} halmaz,
tovabba az egyesitési axéma szerint létezik az U{ A, B} halmaz, melyet a tovdbbiakban AUB forméaban
irunk, és az A, B halmaz egyesitésének (vagy —unidjanak) mondunk.

1.11. Definicié. Az A halmaz rikdvetkezdjének (vagy szukcesszordnak) nevezziik az
At =AU {4}
halmazt.

1.12. Definicié. Az A halmazt induktiv halmaznak vagy monoton halmaznak neveziink, ha ) € A
és Vz € A esetén 1 € A.

1.13. Definicié. Legyen z halmaz és p formula. A részhalmaz axiémaséma alapjin az x halmaz azon
elemei, melyekre p teljesiil halmazt alkotnak. Ezt a halmazt a {u € x| p} szimbolummal jeldljiik.

1.14. Definicié. Adott X halmazrendszer metszetén az
{reuX|VzeX zez}

halmazt értjiik, melynek jele NX. Az A, B halmaz esetén N{A, B} helyett a AN B jelolést hasznéljuk,
melyet az A, B halmaz metszetének mondjuk.

1.3. Elemi halmazmiiveletek

1.15. Definicié. Adott A, B halmaz esetén az {& € A| x ¢ B} halmazt A és B kilonbségének
nevezzik, ennek jele A\ B.

1.16. Tétel. Minden A, B,C halmazra az alabbiak teljesiilnek.

Anh=0 AnA=A AnB=BnNA An(BNnC)=(AnB)nC
AUf=A AUA=A AUB=BUA AU(BUC)=(AUB)UC
):

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

1.17. Tétel. (Cantor-tétel.) Nem létezik olyan halmaz, mely minden halmazt tartalmaz.

1.4. Relaciok
1.18. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az

(2.9) 2 {{a}. {w.0}}
halmazt rendezett pirnak nevezziik.
1.19. Tétel. Minden x,y,a,b halmazra (x,y) = (a,b) <> (x = a Ay = b) teljesiil.
1.20. Tétel. Adott A, B halmaz, valamint a € A, b € B elemek esetén

(a,b) € P(P(AU B))

teljesiil, igy létezik az
{(a,b) e P(P(AUB))| a€ A, be B}

halmaz.
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1.21. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezzik az
Ax B2 {(a,b) e P(P(AUB)) |a€ A, be B}
halmazt.

1.22. Definicié. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk tetszéleges részhalmazat reld-
cionak nevezzik, azaz R relacio, ha RC X xY. Az R C X x Y relacio
— értelmezési tartomdnya
DomR 2 {reX|yeY:(z,y) €R}
— értékkészlete .
RanR={yeY|3re X : (x,y) € R};

inverze

—1

R = {(y.2) €Y x X]| (,y) € R}:
— altali képe a H C X halmaznak
RH)2{yeY|3weH: (x,y) € R};
— megszoritasa vagy leszikitése a H C X halmazra
Rly 2 Rn(H xY).
Az Ry C X xY és Ry CY x Z relacio kompozicidja

Ryo Ry é{(ac,z) €EXXxZ|yeY: (x,y) € RiA(y,2) € Ra}.

1.23. Definicié. Tetszbleges X halmaz esetén

idy £ {(z,2) € X x X|z € X}

jeloli az identitdsreldciot.

1.5. Fiiggvények
1.24. Definicié. Az R C X x Y relacié figgvény, ha

Vayvy' (((z,y) € RA (z,y') € R) » y =1y)
teljesiil.

1.25. Definicié. Az f: X — Y fiiggvény
injektiv, ha Vo, o' € X : (f(z) = f(a) >z =2);
— sziirjektiv, ha Ran f =Y
— bigektiv, ha Dom f = X, injektiv és sziirjektiv.
Az f: X — X bijekciot az X halmaz permutdcidjinak is nevezziik.

-1
1.26. Tétel. Ha [ fiiggvény, akkor f pontosan akkor fiigguény, ha [ injektiv.

—1
1.27. Definicié. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fiiggvényt f~1 jeloli és ez az f fiiggvény inverze.
Amennyiben egy fliggvénynek létezik inverze, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény invertdlhatd.

1.28. Tétel. Figgvények kompozicidja fligguény.
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1.29. Definicié. Az f: X —» Y filiggvény
— jobb inverze az a g : Ran f — Dom f fiiggvény, melyre f o g = idran f ;
— bal inverze az a g : Ran f — Dom f fliggvény, melyre g o f = idpom 5 -

1.30. Tétel. Bdrmely f € F(X,Y), g€ F(Y,Z) és h € F(Z,V) figgvényre
ho(gof)=(hog)of, idyof=foidx=f
teljesiil.

1.31. Definicié. Valamilyen X halmaz esetén az X x X — X fliggvényeket gyakran mdveletnek
nevezziik és jelolésiikre altaldban az infix moédot hasznaljuk. Vagyis példaul az + : X x X — X
miivelet és z,y € X esetén az x + y 2 +(z,y) jeloléssel éliink.

— Azt mondjuk, hogy a + miivelet kommutativ, haVe,y € X :x +y =y + x.

— A + mivelet asszociativ, haVz,y,z€ X :x+ (y+2) = (x +y) + 2.

— A + mivelet egységelemes, ha dee X, Ve e X :x+e=e+ 1z = x.
Azt mondjuk, hogy a + egységelemes miivelet inverzelemes ha

VeeX: I eX:z+a2' =e AN 2 +x=ce,

ahol e jeloli az egységelemet.
- A X x X — X mivelet disztributiv a + miveletre nézve, ha Vz,y,z € X elemre

r-(yt2)=(x-y)+(x-2) (Y+z)z=Y 2)+(z ).

1.32. Definicié. A (G, ) part félesoportnak nevezziik, ha - : G x G — G asszociativ mivelet. A
(G, ) par kommutativ félcsoport, ha (G,-) félcsoport és a - mivelet kommutativ.

1.33. Definicié. A (G, -, e) harmast csoportnak nevezzik, ha e € G, - : G x G — G asszociativ,
egységelemes és inverzelemes miivelet. Az egységelemet altaldban e jeloli absztrakt csoport esetén és
a g € G elem inverzét pedig g—'. Igy csoportok esetén létezik egy

.G -G g—gt

inverzképzés. A (G, -, e) harmas kommutativ csoport, ha (G, -, e) csoport, és a - miivelet kommutativ.

1.34. Tétel. (Cantor-tétel.) Egyetlen A halmaz esetén sem létezik f : A — P(A) sziirjektiv fiigguény.

1.6. Halmazrendszerek

1.35. Definicié. Legyen I és A nem iires halmaz. Az f : I — P(A) fliggvényt halmazrendszernek

nevezziik, minden i € I esetén az A; 2 f(@) jelolés hasznaljuk a fiiggvény értékére, valamint az [
halmazt indezhalmaznak nevezzik. Az f fliggvényre pedig gyakran az (A;);cs jelolést hasznaljuk.

1.36. Definicié. Legyen I, A # () és (A;);cr halmazrendszer. Az (A;);cr halmazrendszer unidja
A .
UAi:{xeAEIzEI: x €A}
il

és metszete
ﬂAié{xeANz’eI: re A},
iel



1.7 RENDEZESEK 5

1.37. Definicié. Az (A;);er halmazrendszer Descartes-szorzatin a

HAi—{f:IﬁUAi

el i€l

Viel: f(i)eAi}

halmazt értjiik. Adott f € [ Ai és k € I esetén az fi, £ f(k) jellést is fogjuk hasznalni.
el

1.38. Tétel. Legyen A,, A, tetszileges halmaz és I = {z,y}. Ekkor a

p:[[Ai = Az x Ay f (f(2), F()
il
leképezés bijekcio.
1.39. Tétel. Ha (A;)icr olyan halmazrendszer, hogy Vi € I(A; # 0), akkor HAi # 0.
iel
1.40. Definicié. Legyen (A;);c; halmazrendszer.
— Adott k € I esetén a
prk:HAi—>Ak T Ty
iel
fliggvényt a k-adik projekcio fiiggvénynek nevezzik.

— Adott a € HA,» és k € I esetén a
iel

ingr = {(:E,u) € Ap X HAi | up = a, Vi GI\{k}:ui—al}

i€l

fliggvényt a k koordindta a ponthoz tartozoé inklizid fiiggvénynek nevezziikk. Vagyis a € HA,»,
iel
k,i €1 ésx € A esetén
. r, ha i=k;
(ina, () _{ ag, ha ik

1.7. Rendezések

1.41. Definicié. Az R C X x X relacio homogén relicid az X halmaz félott. Néhany fontos lehetséges
tulajdonsaga:

— reflexiv, ha Vo € X ((z,z) € R);

— tranzitiv, ha Va,y,z € X(((x,y) € RA(y,2) € R) = (z,2) € R);

— szimmetrikus, ha Vr,y € X((z,y) € R — (y,z) € R);

— antiszimmetrikus, ha Vz,y € X(((z,y) € RA (y,2) € R) — x = y).

1.42. Tétel. Legyen R C X x X reldcio.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

-1
3. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.

—1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idpom r-

1.43. Definicié. A reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv relaciokat a rendezéseknek nevezziik. Ha <
rendezés az A halmaz felett, akkor az (A, <) par neve: rendezett halmaz.

1.44. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz.
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— Az X C A halmaz felsd (illetve alsd) korldtjdnak neveziink minden olyan x € A elemet, amelyre
Vo' € X o' <z (z < 2') teljesiil.

— Az X C A halmaz felilrél (illetve alulrol) korlatos, ha létezik az X halmaznak felss (illetve also)
korlatja. Az X C A halmaz korldtos, ha X feliilrsl és alulrdl is korlatos.

— Az X C A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik X minden olyan elemét,
amely fels (illetve also) korlatja az X halmaznak.

- Az X C A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb)
felsg (illetve also) korlatja; jele: sup X, illetve inf X.

— Az X C A halmaz mazimdlis (illetve minimdlis) elemének neveziink minden olyan z € X
elemet, amelyre teljesiil az, hogy X-nek nem létezik x-nél nagyobb (illetve kisebb) eleme.

1.45. Definicié. Az (A, <) par linedrisan rendezett halmaz, ha olyan (A, <) rendezett halmaz, hogy
A barmely két eleme Osszehasonlithato a < rendezés szerint, azaz Vr,y € A: (x < yVy < z) teljesiil.

1.46. Tétel. Legyen (A, <) linedrisan rendezett halmaz és X C A.
1. Azy € A elemre sup X = y pontosan akkor teljesil, ha y felsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z<y— (FreX:z<u)) teljesiil.
2. Az y € A elemre inf X = y pontosan akkor teljesil, ha y alsé korldatja az X halmaznak és
VzeA: (z>y— (FreX:z>ux)) teljesiil.

1.47. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz. Az (A, <) part jolrendezett halmaznak, magat a
< relaciét pedig jolrendezésnek nevezziik, ha A minden nem iires részhalmazanak létezik legkisebb
eleme.

1.48. Definicié. Ha (A, <) rendezett halmaz, akkor x,y € A esetén definidljuk az alabbi halmazokat.

A fenti médon meghatarozott halmazokat intervallumoknak nevezziik.

1.49. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A, <) rendezett halmaz induktivan rendezett halmaz, ha
minden olyan részhalmaza feliilr§l korlatos, melynek barmely két eleme 6sszehasonlithato.

1.50. Tétel. (Kuratowski—Zorn-lemma.) Minden induktivan rendezett halmaznak létezik mazimdlis
eleme.

1.8. Ekvivalenciarelaciok

1.51. Definicio. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacidkat ekvivalenciareldcioknak nevezziik.

1.52. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz és legyen = ekvivalenciarelicié az A halmazon. Az
X C A halmazt ekvivalenciaosztdlynak nevezziik, ha

e X 75 @;

o Vx ye Xz =y

eVreX,VycA: (z~y—yeX).

1.53. Tétel. Legyen A tetszdleges halmaz és ~ ekvivalenciareldcid az A halmazon. Ekkor minden
a € A elemre az

a/%é{xema%x}

halmaz ekvivalenciaosztdly és az ekvivalenciaosztdilyok halmazt alkotnak

A/ ~2 (X eP(A)|JacA: X =af ~).
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Tovdbbd az A/ =~ ekvivalenciaosztilyok diszjunkt halmazrendszert alkotnak, azaz
Ve,y€ A/ ~: z#£y—xznNy=0, é U{z|lzeA/=}=A

teljestil.

1.9. Természetes szamok és rekurziok
1.54. Tétel. Létezik egyetlen monoton halmaz, melyet minden mds monoton halmaz tartalmaz.

1.55. Definicié. Azt a jol meghatarozott monoton halmazt, melyet minden més monoton halmaz
tartalmaz, az N szimboélummal jeloljiik és elemeit természetes szamoknak hivjuk. Tovabba bevezetjiik

az Nt 2 N\ {0} jelolest.
1.56. Definicio.

020

120t =0uU {0} = {0}

221+ =1u{1} = {0, {0}

3227 =20{2) = {0, {0}, {0, {0}}}

1.57. Tétel. (A teljes indukcid elve.) Ha az A C N halmazra 0 € A, valamint V¥n € A : nt € A
teljesiil, akkor A = N.

1.58. Tétel. A
<2 {(m,n) e Nx N| m C n}

reldcid jolrendezés az N halmazon. Az (m,n) €< teljesilését szokdsosan az m < n alakban irjuk.

1.59. Tétel. (Az egyszerd rekurzid tétele.) Legyen A halmaz, a € A tetszéleges elem és legyen
g € F(N x A A) tetszdleges figguény. Ekkor létezik egyetlen olyan f : N — A fiigguény melyre
f(0) =a és minden n € N esetén f(n™) = g(n, f(n)) teljesiil.

1.60. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az aldbbi szereposztist. Legyen A =N, a = k és
g:NxA—=N (nl)—1T.

Ekkor az egyszerd rekurzi6 tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre f;(0) = k és
minden [ € N elemre fr(I*) = fr(I)" teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

+:NxN=>N (k1) fr()
osszeadds miveletét.

1.61. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az alabbiak teljesiilnek.
1. n+0=n
2. m+n=n+m
3. k+(m+n)=(k+m)+n
4. m<n—o-m+k<n+k

1.62. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a = 0 és
g:NxA—->N (nd)—1+k.

Ekkor az egyszertd rekurzio tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre fx(0) = 0 és
minden ! € N elemre f;(I +1) = fi(l) + k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

S NxNoN (k1) e fill)

szorzds muveletét.
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1.63. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az aldbbiak teljesiilnek.
In=n

mn = nm

kE(m+n) =km+ kn

(m +n)k = mk + nk

m<n—mk<nk

S St Lo~

1.64. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a =1 és
g:NxA—->N (n/d)—lk.

Ekkor az egyszert rekurzi6 tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre fi(0) = 1 és
minden [ € N elemre f;(I + 1) = fx(])k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

h:NxN-—=N (k) fi(l)
hatvdnyozds miiveletét, melyre a k' = h(k,1) jelolést alkalmazzuk.

1.65. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az alabbiak teljesiilnek.

1. 1" =1
2. fmn = pmgn
3. (kmyn = mn

1.66. Tétel. (A kivdlasztdsi aziomdval kombindlt rekurzid tétele.) Legyen A halmaz és (F,)nen olyan
halmazrendszer, melyre minden n € N esetén F,, C F(n, A). Tegyik fel, hogy

Vn e NVf € F,3f' € Fpii(f'|n = f)

teljesiil. Ekkor minden N € N elemre és a € Fn figgvényhez létezik olyan o' : N — A sorozat, hogy
a'|y = a és minden n € N szimra n > N esetén a'|, € F,.

1.10. Természetes szamoktol a komplex szamokig

1.67. Tétel. (Egész szdmok.)
1. Az N x N halmazon az

= {((m,n),(m',n")) € (Nx N)x (NxN)| m+n"=m'+n}

reldcid ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsik az aldbbi miveleteket.

+ (NxN)x (NxN) > NxN ((m,n),(m',n))— (m+m' n+n)
x'":(NxN)x (NxN)—=NxN ((m,n),(m',n))— (mm' +nn',m'n+n'm)

Ezeket a fiigguényeket infix jelolésmoddal irjuk. Ekkor minden
(ml,nl)a (m2; n2)’ (m/lvn/l)a (ml27nl2) € NxN
elemre (my,ny1) = (m},n}), (ma,na) = (mh,n,) esetén

(m1,m1) ' (mg,ng) &~ (mh,n}) +" (mh, n)
(m1,n1) x' (mg,nz) = (my,n}) x" (mjy,ny)

teljesiil.
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3. AZ= (N x N)/ = halmazon jol értelmezett a
+:ZXZ—Z ((m1,m1)/ =, (m2,n2)/ ~) — ((m1,n1) +" (ma,n2))
X:Lx7— T ((m1,n1)/ =, (ma,n2)/ =) = ((m1,n1) X' (M2, n2))
mivelet és N természetes modon bedgyazhato a 7. halmazba.
J:N=>Z n—(n0)/~
4. A (Z,+) kommutativ csoport és minden m,n € N esetén
j(m) +j(n) = j(m+n)

teljesiil. Jeldlje a + mivelet inverzét —.

5. A x mdvelet asszociativ, kommutativ és egységelemes, disztributiv a + mdveletre nézve és
minden m,n € N esetén

Jj(m) x j(n) = j(mn)
teljesiil.
6. A Z halmazon a
< 2 {(a,b) € Z x Z| I(Mmq,na) € a, Imp,np) €1 : Mg +np < mp +ng}

reldcid linedris rendezés. Azt a tényt, hogy (a,b) €< roviden az a < b alakban irjuk.

1.68. Definicié. A Z halmaz elemeit egész szdmoknak nevezziik.

1.69. Tétel. (Raciondlis szamok.) Legyen Z' 2z \ {0}.
1. Az Z x 7' halmazon az

~2 {((m,n), (m',n')) € (Z x Z') x (Z x Z')| mn' = m'n)}

reldcio ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsik az aldbbi miveleteket.

+ o ZxZYXx (ZxZ)—=ZxZ ((m,n),(m',n))— (mn +m'n,nn')
X' (ZxZ)Yx (ZxZ)—=ZxZ ((m,n),(m',n"))— (mm' nn)
Ezeket a fiigguényeket infix jelolésmoddal irjuk. Ekkor minden
(m1,n1), (M2, n2), (mllvn/1>7 (m/%n/z) €eZx?

elemre (my1,n1) = (m},n}), (ma,ng) = (mh,nh) esetén

" (ma,n3)

(ma, )

(mlvnl) +/ (m%n?) ~ (m/lﬂn/l) +

(mlanl) X/ (m27n2) ~ (m/lan/l) X/

teljesiil.
3. AQ £ (Z x Z')] = halmazon jol értelmezett a

+:QxQ—=Q  ((m1,n)/ =, (m2,n2)/ =) = ((m1,n1) + (m2,n2))/ ~
x:QxQ—=Q  ((m1,m)/ =, (mg,ng)/ =) = ((m1,n1) X" (m2,n2))/ =

muvelet és 7 természetes modon bedgyazhatd a Q halmazba.
JiZ—-Q nw—(nl)/ =
4. A (Q,4) kommutativ csoport és minden m,n € Z esetén
j(m) +j(n) = j(m+n)

teljesil. Jelélje a + mivelet inverzét —.
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5. A X mivelet asszociativ, kommutativ, egységelemes, disztributiv a + midveletre nézve és min-
den m,n € Q esetén
j(m) x j(n) = j(mn)
teljesiil.
6. Minden p € Q elemre p # j(0) esetén létezik pontosan egy p' € Q melyre p x p' = j(1) teljesil.
7. A Q halmazon a

A
< ={(a,b) € Q x Q| I(Mqy,nq) € a, I(mp,np) €b: Mg XNy < My X Ny }
reldcid linedris rendezés, melyet (a,b) €< esetén az a < b alakban irunk.

1.70. Definicié. A Q halmaz elemeit raciondlis szamoknak nevezziik.

1.71. Definicié. A (K, +,-,0,1) 6t0s test, ha teljesiti az alabbiakat.
e 0,1eK,0#1
e A (K, +,0) kommutativ csoport.
e A . miivelet asszociativ, kommutativ, 1 az egységeleme és minden nem nulla elemnek létezik
inverze.
e A - miivelet disztributiv a 4+ miiveletre nézve.

1.72. Definicié. A (K,+,-,0,1, <) hatost rendezett testnek mondjuk, ha az teljesiti az aldbbia-
kat.

A (K,+,-,0,1) 6t0s test.

A < relaci6 linearis rendezés.

Veomne K:(m<n—-m+k<n+k)

Vk,m,ne€ K:((m<nA0<k)—mk<nk)

1.73. Definicié. A (K, +,-,0,1, <) hatos teljesen rendezett test, ha
e A (K,+,-,0,1, <) rendezett test;
e minden nem {ires, feliilr6l korlatos részhalmazanak létezik szuprémuma.

1.74. Tétel. A (Q,+,-,0,1, <) hatos linedrisan rendezett test, de nem teljesen rendezett test.

1.75. Definici6é. Az X C Q halmazt Dedekind-szeletnek hivjuk, ha
o X #
e X feliilr6l korlatos;
e az X halmaznak nincs legnagyobb eleme a Q halmazban;
e minden x € X esetén
{fyeQly<a}cX

teljesiil.
1.76. Definicié. A Dedekind-szeleteket valds szdmoknak nevezziik, ezek halmazat R jeloli.

1.77. Tétel. (Mdveletek valds szamokkal.)
1. Az R halmazon a A
<={(z,y) e RxR| z Sy}

reldcid rendezés, melyet (x,y) €< esetén az x <y alakban irunk fel.
2. A
Q>R 2—{qeQ| ¢<z}
bedgyazds injektiv.
3. Adott z,y € R esetén

A
tty={t+ql wer, ¢ cy}
halmazra x +y € R teljesil. Igy értelmezhetd a

+:RxR—=>R (z,y)—z+y

dsszeadds mdvelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(0) az egységeleme.
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4. Minden x € R esetén legyen
—xé{qe@ Vrex: ¢g<—r}
Ekkor —x € R, igy értelmezhetd a
—R—>R z— —2z

mdvelet, melyre minden x € R esetén x + (—x) = j(0) teljesiil.

5. Legyen R = {z € R| j(0) < z}. Adott z,y € RT esetén

A
zxy=]-00,00U{g: X qy| ¢ €2NQ", ¢, eynQ*}

halmazra x x y € R teljesiil. Igy értelmezhetd a

T Xy ha x> 4(0), y> 4(0)
—(zx (=y)) ha z>j(0), y <j(0)
X:RxR—=R (z,9) =< —((—x)xy) ha z<j0), y>;0)
(=) x (=y) ha x<j(0), y <j(0)
3(0) ha x = j(0), vagy y = j(0).

szorzds mivelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(1) az egységeleme.
6. Az (R, +, x,5(0),5(1), <) hatos teljesen rendezett test.
7. Minden x,y € R elemre

Je+y) =i +ily), jlxxy) =j@)iy), jl-z)=-—j)
teljesiil.

1.78. Tétel. Létezik olyan (R,+,—,-, ~1,0,1, <) nyolcas, ahol
1.0,1€R,04£1;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+b figguény, — : R —- R, a — —a fiiggvény a

Va € R a+0=a

Va eR a+(—a)=0
Va,b,ceR (a+b)+c=a+ (b+c)
Va,b € R a+b=b+a

tulajdonsdagokkal;
3. - :RxR =R, (a,b) — a-b figguény, 7' : R\ {0} = R, a+ a™! fiigguény a

Va € R a-l=a

Va e R\ {0} a-al=1
VYa,b,ceR  (a-b)-c=a-(b-c)
Ya,b € R a-b=b-a
Va,b,ce R (a+b)-c=a-c+b-c

tulajdonsdgokkal;
4. <C R x R részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelélést haszndljuk és mely
rendelkezik a

Va € R a<a

Va,b € R (a<b Ab<a) - a=D
Va,b,ce R (a<b A b<c¢) = a<c
Va,b € R a<b VvV b<a

Va,b,ce R (a<b) - a+c<b+c
Va,b,ceR (a<b AN 0<¢) = a-c<b-c

tulajdonsdagokkal;
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5. tovdbbd

VAe PR)\{0}: (BKeR:(Va€eA: a<K)) —
— (FseR:(Va€A: a<s) A (Vs eR: (VaeA: a<s) — s5s<5)))))

teljesiil.
Tovdbbd az 1.—4. tulajdonsdgoknak eleget tevé (R, +,—, -, ~1 0,1, <) struktirdkat nevezziik rendezett
testeknek, valamint ha az 5. s teljesil egy rendezett testre, akkor azt teljesen rendezett testnek
nevezzik.

1.79. Tétel. Legyen (K,+,-,0,1, <) rendezett test. Ekkor az aldbbiak teljesilnek.
Vee K: 0-z=0
.VeeK: (-1)-xz=-z
IreK: 0-z=1
Ve,ye K: <y — —y<-—zx
(-1 =1
. Vr,y,zeK: (x<y A 2<0) = yz<uzz
Vre K: 0<z2z?
0<1
1

1
. Ve,ye K: O<zez<y -0<-—<—
Yy

© %NS G e~

1.80. Tétel. Rendezett testben minden elem négyzete pozitiv.

1.81. Definicié. Jeloljon oo és —oo két olyan halmazt, melyre oo,—oco ¢ R teljesiil. Ekkor az

— A .. y
R = RU{—00, 00} halmazt bdvitett valds szimoknak nevezzik, a oo elemet végtelennek, a —oo elemet
pedig minusz végtelennek mondjuk. A valos szamok halmazan értelmezett < relacié bévitése

Z 2< U(R x {00}) U ({00} x B) U {(~00, ~00)} U {(~00,00)} U {(00,00)}.

A + és - mivelet az alabbi m6don bévitjik.
— Minden a € R esetén legyen a + oo 2 50 +a = 00, tovabbé legyen oo + oo 2 .

— Minden a € R esetén legyen a + (—o0) 2 (—o0)4a 2 —00, tovabba legyen —oo + (—o0) 2
— Minden a € R\ {0} esetén legyen

A A o~ ha a>0,
a-00=00-a=
—oo ha a<0,

2

tovabba legyen oo - 0o 2 (—00) - (—00) 2 00 és (—0) - 00 20 (—0) = —oc.

1.82. Definicié. A valos szamok halmazéan definidljuk még az = € R elem altal meghatéarozott aldbbi
halmazokat.

{zeR|x <z}
|z, {zeR|z <z}
|—o0,2] ={z € R| z < z}
|0, z[={z € R| z < z}

[, 00[ =
oo =

Tovabba bevezetjiik még az
]—00,0[ =R

jelolést. Ezen halmazokat is intervallumoknak nevezziik.

1.83. Definicié. A (K, +,-,0, 1, <) teljesen rendezett testrdl azt mondjuk, hogy arkhimédészi modon
rendezett, ha Vz,y € K elemhez x > 0 esetén dn € N, hogy y < n - x teljesiil.
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1.84. Tétel. Minden teljesen rendezett test arkhimédészi modon rendezett.
1.85. Tétel. A valds szamtest arkhimédészi modon rendezett test.
1.86. Definicié. Legyen x € R. Az

Hé inf{n€Z|z<n}—1, ha x¢Z;
= T, ha x € Z;

szamot az x egész részének a
A
{z} ==z — [a]
szamot pedig az x tort részének nevezziik.
1.87. Tétel. Bdrmely két teljesen rendezett test izomorf. Vagyis ha (K, ®,©, x,°%,0,1, <) teljesen

rendezett test, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcid, melyre p(0) = 0, ©(1) = 1 és minden z,y € R
elem esetén

oz y) = o(z) x p(y)
r#0 = p@)#0 A p(z7h) = (p(2))~!
r<y & o) <y

teljesiil.
1.88. Tétel. 4 C =R x R halmazon értelmezziik az aldbbi miveleteket.

+:CxC—-C  ((x,y), (@)~ (x+2",y+y)
:CxC—-C ((l’,y), (x/,y/)) = (IL’II?/ - yy/7l'y, + x/y)

1. Ekkor (C,+,") test.
2. A
J:R=C z~ (2,0)
olyan injekcio, melyre minden x,y € R esetén j(x) + j(y) = jlx +y) és j(x) - j(y) = j(z - y)

teljesiil.

1.89. Definicié. A C halmazt a komplex szdmok halmazdinak nevezziik, elemeit pedig komplex
szamoknak. A z = (a,b) € C elemet az a + bi alakban irjuk, ahol ¢ = Rez a komplex szdm wvalds
része, b = Im z pedig a képzetes része, vagyis

Re:C—R (a,b) — a
Im:C—R (a,b) — b.

A z konjugdltja Z = a — bi.

1.90. Tétel. Nem létezik olyan rendezés a komplex szamtest felett, mellyel a komplex szamok halmaza
rendezett test lenne.

1.11. Szamossagok

1.91. Definicié. Legyen A és B halmaz.
— Az A és B ekvipotens, ha létezik f : A — B bijekcio. Ezt a tényt |A| = | B| jeloli.
— Az A halmaz kisebb-egyenlé szamossdigi a B halmaznél, ha 3X C B : |A| = |X|. Ebben az
esetben az |A| < |B| jelolést hasznaljuk.
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— Az A halmaz kisebb szdmossigi a B halmaznal, ha |A| < |B| és |A| # |B|. Ennek jele |A| < |B|.
— Az A és B halmaz szamossdg tekintetében Gsszehasonlithatd, ha (|A| < |B|)V(|B| < |A|) teljesiil.

1.92. Tétel. Bdarmely két halmaz szdmossdg tekintetében dsszehasonlithato.

1.93. Tétel. (Schréder—Bernstein-tétel) Bdrmely A és B halmazra |A| < |B| és |B| < |A]| esetén
|A| = |B| teljesiil.

1.94. Tétel. Bdrmely A halmazra |A| < |P(A)| teljesiil.

1.95. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz.

— Az A halmaz véges, ha In € N, melyre |A| = |n] teljesiil, ekkor az mondjuk, hogy A egy n elemd
halmaz és az |A| = n jelolést hasznéljuk.

Az A halmaz végtelen, ha nem véges.
Az A halmaz megszdmldlhatd, ha véges vagy |A| = |N]|.
Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha |A| = |N|.

Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A| = |R|.

1.96. Tétel. Legyen A és B olyan véges halmaz, melyre |A| = n és |B| = m teljesil, ahol n,m €

1. Bdrmely X C A halmazra | X| < n.

2. |Ax Bl =mn

3. Ho AN B =10, akkor |AU B| =n+ m.
4. [JAUB|=m+n—|ANB|

5. |P(4)] =2"

6. |[F(A, B)| =m"

1.97. Tétel. (Megszamldlhatdan végtelen halmazok.)

Minden végtelen halmaznak van megszdmldlhatdan végtelen részhalmaza.

Az A halmaz pontosan akkor végtelen, ha |N| < |A| teljesiil.

Két megszdmldlhatoan végtelen halmaz Descartes-szorzata megszamldlhatéan végtelen.
Megszamldlhato sok megszamldlhatdan végtelen halmaz unidja megszdmldlhatdan végtelen.
N = [zl = Q|

Ha A végtelen halmaz és B megszamldlhatéan végtelen, akkor |A| =|A U B].

S G o~

1.98. Tétel. Legyen A, B olyan halmaz, melyre |A|,|B| > 2 teljesil. Ekkor
|[AUB| <|Ax BJ.
1.99. Tétel. (Szimossdgaritmetika alaptétele.) Minden végtelen A halmazra |A| = |A x A| teljesiil.

1.100. Tétel. (Kontinuum szdmossdg.)
1. Haa,beR ésa<b, akkor ||a,b]| = |R|.
2. [R[=|C|

2. A val6s és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Algebrai tulajdonsagok

2.1. Tétel. (Bernoulli-egyenlétlenség.) Minden n € Nt és xq,...x, € [—1,00[ szdmra, ha tetszéle-
gesi,j € {l,...,n} esetén 0 < x;z; teljesil, akkor

n

H(l-i-wi) > 1+Zn:$i’

i=1 i=1
specidlisan minden n € N és x € R szdmra —1 < x esetén

(1+z)" > 1+ nz.



2.1 ALGEBRAI TULAJDONSAGOK 15

2.2. Tétel. Minden x € ]RS' és n € NT esetén létezik egyetlen olyan y € RS‘, melyre y" = x teljesiil.

2.3. Definicié. Adott # € Ry és n € N esetén azt a jol meghatdrozott y € R{ szamot, melyre
y™ = x teljesil x n-edik gydkének nevezziik, ennek jele T vagy {/z.

2.4. Tétel. Adott v € Rf és m,n € N esetén
Vam = (/x)™.
2.5. Definicié. Az x € Rt szdimnak a q¢ € Q kitevdjé hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik.

Vam, ha ¢>0, ¢=2; (m,neN)
1, ha ¢=0;

N
z? =

1 m
"(x> , ha ¢<0,¢g=-""(m,neN).

Tovabba g > 0 esetén legyen 0? 2 0 és 0° 21,

2.6. Tétel. Minden x € RT és p,q € Q esetén.

1 _
aP 2l = gPt9 (2P)9 = 2P9, — = P,
x

2.7. Definici6é. Az n € N szam faktoridlisa

1 ha n =0,

ﬁi, ha n>0.
i=1

>

n!

Az n, k € N szamokra definidljuk az n alatt a k szamot a

n!

0 ha k>n
képlettel.

2.8. Tétel. (Binomidlis tétel.) Minden x,y € R ésn € N esetén

(x4+y)" = ki_o (Z) ahynk,

2.9. Definicié. A (K,+,-,0,1) test feletti abszolit értéknek neveziink minden olyan
| |: K =R x|z

fliggvényt melyre az aldbbiak teljesiilnek.
eVreK: (Jzs] =0+ 2=0)
o Va,ye K: |wy| = [z|- |yl
e Vr,ye K [z 4yl <l|z|+y|

2.10. Tétel. Legyen (K,+,-) test. Ekkor

1 ha x#0,

1. +
|l : K = R xH{O ha 1=

abszoliut érték.
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2.11. Definicié. A fent definialt || fiiggvényt improprius abszohit értéknek nevezziik a (K, +,-)
test felett.

2.12. Tétel. Az

|-]:C—=R" 2+ /Re(2)2 + Im(z)2

fiigguény abszolit érték, melynek a megszoritisa a valés illetve raciondlis szamok halmazdra szintén
abszolit érték.

2.13. Tétel. (Szimtani és mértani kozép kizitti egyenldtlenség.) Legyen n € NT és minden k €
{1,...,n} esetén zy, € RT. Ekkor

1 n
ﬁkz::lxk >0

2.2. Fiiggvények Osszege, szorzata

2.14. Definici6. Legyen A halmaz, +: A x A — A mitvelet, a € A és U,V C A. Ekkor definidljuk
az alabbi jeloléseket.

U+V:={u+veduel veV}
a+V:={a+veAveV}
U+a:={ut+acAuelU}

Ennek a segitségével értelmezhetSk az aldbbi komplexus miveletek.

P(A) x P(A) = P(A) (U,V)—»U+V
P(A) = P(A) Visa+V
P(A) = P(A) U—U-+a

2.15. Definicié. Legyen A tetszéleges nem iires halmaz.
- Ha f,g € F(A,K) és c € K, akkor definialjuk a fiiggvények dsszegét, szozatdt, szamszorosdt és
abszolit értékét az alabbi modon.

f+g: A=K a > f(a)+ g(a)
fg: A>K a+ f(a)g(a)
cf A=K a— cf(a)
|fl:A—=K ar|f(a)l

— értelmezziik az Osszeadas, szorzas, szammal vald szorzas és abszolutérték képzés miveletét a
fliggvények terén az aldbbi modon.

+: F(A,K) x F(4,K) = F(4,K) (f,g9)— f+g
x : F(A,K) x F(A,K) = F(4,K) (f,9)— fg
Kx F(A,K) = F(A,K) (¢, /)= cf
[ - F(A,K) = F(A,K) (f) = If]

Az igy bevezetett fliggvénymiiveleteket nevezziik pontonkénti fiiggvénymiveleteknek.
— Legyen n € N* és minden i € {1,...,n} esetén legyen f; € F(A,R). Ekkor az (fi)ic{1,...n}
figguényrendszer alsd, illetve felsd burkoldjat az alabbi képlettel definidljuk.

sup(fi,...,fn): A= R a — sup(fi(a),..., fn(a))
inf(f1,...,fn) :A—=R a— inf(fi(a),..., fn(a))
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- Az f € F(A,R) fiigguény pozitiv, illetve negativ részét az alabbi képletek definialjak.

fr:A—=R a — sup(f(a),0)
f-:A—>R a — —inf(f(a),0)

2.16. Tétel. Legyen A tetszdleges nem dres halmaz.
1. Ha f € F(AR), akkor

f=f—f fl=f+f- fif-=0 (2.1)
teljestil.
2. Ha f,g € F(A,R), akkor
Sup(f,g):¥+@ inf(f,g):%, \f;QI

teljesiil.

2.17. Tétel. Ha A tetszdleges nem ires halmaz, akkor az (F(A,K),+,-) hdrmas vektortér K felett,
valamint (F(A,K), 4, x,-) algebra K felett.

2.18. Definicié. Adott (ai)i—o,...n € K"! esetén a
n
p: K=K xHZaixl
=0

fliggvényt polinomnak nevezziik, az a; paramétereket pedig a polinom egyitthatéinak. Ha a, # 0,
akkor p n-ed foki polinom, melynek féegyiitthatdja a,. Az o € K szamot a p polinom gyékének
nevezzik, ha p(zg) = 0 teljestil.

2.19. Tétel. Minden n € N esetén jeldlje P, a legfeljebb n-ed foki polinomok halmazdt. FEkkor

P, vektortér a pontonkénti fiigguénymiveletekkel. Tovdbbd a P = U P polinomhalmaz algebra a

neN
pontonkénti fligguénymiveletekkel.

3. Topologiai tulajdonsagok
3.1. Nyilt, zart és korlatos halmazok
3.1. Definicié. Minden r € RT szdmra és z € K pontra a
B, () £ {y €Kl | —y| <1}
halmazt az x pont kérili r sugari nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

3.2. Definicié. Az X C K halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha K\ X nyilt;
— korldtos, ha létezik 7 € RT és € K, hogy X C B,(x) teljesiil.

3.3. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.
3.4. Tétel. Minden z € K pontra és r € RT szdmra B.(z) korldtos, nyilt halmaz.

3.5. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.)
1. Az iires halmaz és a K halmaz nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
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3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

3.6. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.)
1. Az dires halmaz és a K halmaz zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszéleges rendszerének a metszete zdrt.

3.7. Tétel. Legyen Z,U C K. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor Z\U zdrt halmaz és U\ Z
nyilt halmaz.

3.8. Definicio. Legyen X C K és x € K. Azt mondjuk, hogy x

belsé pontja az X halmaznak, ha 3r € RT : B,(z) C X;

hatdrpontja az X halmaznak, haVr e RT : B.(z)NX #0 A B.(x) N (K\ X) # 0;
torldddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RT : (B,(z) \ {z}) N X # 0;

izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e RT : B.(z) N X = {z}.

3.9. Definicié. Legyen X C K és z € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete az x pontnak, ha x
bels6 pontja az X halmaznak.

3.10. Definicié. Az X C K halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={ze€K|3IrecR": B.(z)C X}
halmazt, azaz a bels6é pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X ={zeK|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt. Az X halmaz hatdrinek nevezzik a
Fr(X)=X\Int X
halmazt.

3.11. Tétel. Tetszdleges X C K halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

3.12. Tétel. Tetszdleges X C K halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

3.13. Tétel. Az X C K halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes torloddsi pontjit tartalmazza.

3.14. Tétel. Legyen X C R korldtos halmaz.
1. Ha az X halmaz zdrt, akkor inf X, sup X € X.
2. Ha az X halmaz nyilt, akkor inf X,sup X ¢ X.

3.15. Definicié. Adott X,Y C K halmazok esetén azt mondjuk, hogy az X halmaz siri az Y
halmazban, ha X =Y teljesiil, valamint, hogy az X halmaz sirid, ha X strd a K halmazban.

3.16. Tétel. (A raciondlis és az irraciondlis szaimok sirdn vannak.)
1. A Q halmaz siri az R halmazban.
2. Az R\ Q halmaz sirid az R halmazban.

3.17. Tétel. Legyen S C R sird részhalmaza a valds szamok halmazdinak. Ekkor az S +iS halmaz
strd a C halmazban.
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3.18. Tétel. (Cantor-féle kizdsrész-tétel a valds szamok halmazdin.) Legyen (A;);er olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € I esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovibbd minden i,j € I
esetén létezik olyan k € I index, melyre Ay, C A; N A;j. Ekkor

(A4 #0.

iel

3.19. Tétel. (Cantor-féle kizosrész-tétel a valds szimok halmazdn.) Legyen (A;)ien olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € N esetén A; C R korldtos, zdrt, nem dires halmaz, tovabbd minden i € N
esetén A; 11 C A;. Fkkor

ﬂAlfﬂ

ieN

3.2. Kompakt halmazok

3.20. Definicié. Az X C K halmaz (be)fedésének neveziink minden olyan (A;);c; halmazrendszert,
melyre Vi € I : A; CKés X C U A; teljesiil. Az (A;);cr befedés részbefedésének neveziink minden
il
olyan (A;);cr rendszert, melyre I' C T és X C U A; teljestil.
iel’

3.21. Definicié. Az X C K halmaz kompakt, ha minden nyilt halmazokbdl 4116 befedésének létezik
véges részbefedése. Azaz, ha minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre
iel
X C U A; teljesiil, ahol minden i € I esetén az A; halmaz nyilt.
iel’

3.22. Tétel. (Borel-Lebesgue-tétel valds szamokra.) Az R halmaz valamely részhalmaza pontosan
akkor kompakt, ha korldtos és zart.

4. Sorozatok

4.1. A hatarérték és tulajdonagai

4.1. Definicié. Az a : N — R filiggvényeket valds szamsorozatoknak, az a : N — C fliggvényeket

. A © e .
komplex szamsorozatoknak nevezziik. Az a : N — K sorozat értékeire az a,, = a(n) jelolést hasznaljuk.

4.2. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.)
— Azt mondjuk, hogy az = € K szdm az a : N — K sorozat hatdrértéke, ha

Ve € RYIN € NVn € N(n > N — a,, € B.(2)).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, ha
Ve e RTAIN e NVn e N(n > N — € < ay).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha
Ve e RTAN € Nvn € N(n > N — —¢ > ay,).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat konvergens, ha létezik véges hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.
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4.3. Tétel. Ha z,y € KU {—o00,00} az a: N — K sorozat hatdrértéke, akkor x = y.
4.4. Definicié. (A lim mdvelet.)
— Az a : N — K sorozat hatarértékét lima vagy lim a,, jeloli.
n—oo
— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke végtelen, a lima = oo vagy a lim a, = oo
n—oo

jelolés fejezi ki.

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke minusz végtelen, a lima = —oo vagy a
lim a, = —oo jeldlés fejezi ki.
n—oo

4.5. Tétel. Az a : N — C sorozat pontosan akkor konvergens, ha a Reoa és az Imoa : N — R
sorozat konvergens és ekkor

lim a, = lim Re(a,) +1i lim Im(a,).
n— oo n—oo n—oo

4.6. Definicio6.

— Az a : N — K sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.

— Az a: N — K sorozat zérussorozat, ha lima = 0.

— Legyen 0 : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n+1) teljesiil (az ilyen
o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K tetsz6leges sorozat. Ekkor az aoo : N — K
sorozatot az a sorozat részsorozatdnak nevezzik.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton névd, ha minden n € N esetén a,, < ap41.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton fogyd, ha minden n € N esetén a,, > ay41-

4.7. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

4.8. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

4.9. Tétel. Az a: N — R monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.
4.10. Tétel. Zérussorozat és korldtos sorozat szorzata zérussorozat.

4.11. Tétel. Legyen a,b: N — K konvergens sorozat és A € K.

Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limbd).
A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = A(lima).

Az ab sorozat konvergens és limab = (lima)(limb).

Az @ sorozat konvergens és lima = lim a.

Az |a| sorozat konvergens és lim |a| = |limal.

S S oo~

1 1
Ha minden n € N esetén a, # 0 éslima # 0, akkor az — sorozat konvergens és lim — = T .
a a lima
4.12. Tétel. A konvergens valds- illetve komplex szdmsorozatok algebrdt alkotnak.

4.13. Tétel. Ha az a: N — K sorozatra lim |a| = 0 teljesiil, akkor lima =0

4.14. Tétel. Ha az a,b: N — R konvergens sorozatra minden n € N esetén a, < b,, akkor lima <
limb.

4.15. Tétel. (Renddr-elv.) Legyen a,b,c : N — R olyan sorozat, melyre minden n € N esetén
an < by, < cp, éslima = limc = z teljesil. Ekkor b konvergens és limb = x.

4.16. Tétel. Legyen a : N — K konvergens sorozat és p € N. Az
a? :N—-K n— ab

sorozat konvergens és
lima? = (lima)?

teljesiil.
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4.17. Tétel. Legyen a : N — RT konvergens sorozat és p € N. Az
Ya:N - RT n— ¢a,

sorozat konvergens és

lim ¥/a = Vlima

teljesiil.
4.18. Tétel. (Sorozatok raciondlis hatvinya.) Legyen a: N — R konvergens sorozat és q € Q. Az
a?:N— R" n— al

sorozat konvergens és
.4 J (lima)?, hae lima>0 V g>0;
lima { 00, ha lima=0 A ¢<0

teljesiil.

4.2. Topologiai fogalmak jellemzése sorozatokkal

4.19. Tétel. Legyen A CK és x € K.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = .
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

4.20. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-féle kivilasztdsi tétel.) Minden korldtos sorozatnak létezik kon-
vergens részsorozata.

4.21. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Az A C K halmaz pontosan akkor korldtos és zdart, ha
minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o' : N — A részsorozata, melyre lima' € A teljesiil.

4.3. Limesz inferior és szuperior

4.22. Definicié. Az a : N — R sorozat limesz inferiorja

A A .
liminf a = sup inf  ag
neN \KEN, k>n

és limesz szuperiorja

. A,
limsupa = inf sup  ay | -
neN \ keN, k>n

4.23. Tétel. Minden a : N — R sorozatra liminf a < limsup a.

4.24. Tétel. Legyen a : N — R sorozat.
1. Halima € R, akkor liminf ¢ = limsup a = lim a.
2. Ha liminfa,limsupa € R és liminf a = limsupa, akkor az a sorozat konvergens és lima =
liminf a teljestil.
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4.4. Cauchy-sorozatok

4.25. Definicié. Az a : N — K sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve cRTIN e NVn,m e N((N <n A N <m) = |a, — am| < €).

4.26. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
4.27. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
4.28. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

4.29. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Egy a : N — K sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

4.5. Nevezetes hatarértékek

4.30. Tétel. Adott o € Q mellett

o ha a>0,
lim n® = 1 ha a=0,
nee 0 ha a<O.

4.31. Tétel. Adott g € R esetén

oo ha ¢qg>1,
lim ¢" = 1 ha g=1,
e 0 ha -1<g<l,

és q < —1 esetén a q" sorozat divergens.
4.32. Tétel. Legyen q € K.
1. Ha|q| <1 akkor lim ¢" =0.
n—oo
2. Ha q=1 akkor lim ¢" =1.

n— oo

3. Ha |q| > 1 és q £ 1, akkor az n — ¢"™ sorozat divergens.

4.33. Tétel. Minden ¢ € R" szdmra lim (/g =1.
n—oo

4.34. Tétel. lim n=1

n—oo

4.35. Tétel. lim Vn! = co

n—roo

4.36. Tétel. (Gyokkritérium sorozatokra.) Ha az a : N — C sorozatra lim /|a,| < 1 teljesiil,
n—oo

akkor lim a, = 0.
n—oo

An+41
Qn

4.37. Tétel. (Hdnyados-kritérium sorozatokra.) Ha az a : N — K\ {0} sorozatra lim
n—oo

teljesil, akkor lim a, = 0.
n—oo

4.38. Tétel. Legyen p € Q és q¢ € K olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq" = 0.
n— oo

n

4.39. Tétel. Minden q € K esetén lim T _y.

n—oo N!
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4.40. Tétel. Minden a € Q esetén lim n—' =0.

n—oo nl

4.41. Tétel. (Napier dllands.)
1. Minden x € RT esetén az

+ Z\"
a:NT R n+—><1+7)
n

sorozat korldtos, monoton névd, tehdt konvergens.
2. Minden x € Rt esetén a

b:NT 5 R nn—>(1—£)n

konvergens.
3. Minden x € R esetén

lim <1+§> - lim (1—5) =1.
n— o0 n n— oo n

n!
4.42. Tétel. lim — =0

n—oo NN

4.43. Tétel. Legyen a : N — RT olyan sorozat, melyre minden m,n € N esetén amin < aman
teljesiil. Ekkor az ({/a,)nen Sorozat konvergens és

lim a, = inf Ya, .
neN

n— oo

5. Sorok

5.1. Sorok hatarértéke és tulajdonsagai

5.1. Definicié. (Sorok.)
— Adott a : N — K sorozat esetén, azt a jol meghatérozott > a : N — K sorozatot, melyet

n
minden n € N esetén (Z a) = Zai definidl, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden
i=0

csak sornak nevezziik és olykor a Z an szimbélummal jeloljiik.

n

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a 3 a sorozat konver-

gens. Ekkor a Z Qn 2 hm Zak jelolést hasznaljuk.

n=0 > k=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Ha lim E ap = oo, akkor a E a, = too jeldlést hasznaljuk megfelels elGjellel.
n—oo
k=0 n=0

5.2. Tétel. Legyen > a,> b konvergens sor és A € R.
oo o0 (oo}
1. A > (a+b) sor konvergens és Z(an +b,) = Z an, + Z by,
n=0 n=0

n=0

2. A > (Ma) sor konvergens és Z Aa, = A Z Q.

n=0 n=0
oo (o9}
3. A Y a sor konvergens és E a, = g -
n=0 n=0

5.3. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Ha a > a sor konvergens, akkor lima = 0.
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5.4. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Legyen a : N — K sorozat. A > a sor pontosan akkor konvergens
ha

m

Z ag| < 5) .

k=n
5.5. Tétel. Legyen a : N — K sorozat. Ha a Y, a sor konvergens, akkor

0o
Ez:ak <:€>.
k=n

5.6. Tétel. (Majordns és minordns kritérium.) Tekintsik az a : N — R sorozathoz rendelt Y a
sort.

1. Ha létezik olyan b : N — R sorozat, hogy minden n € N esetén a, < b, és a >,b sor

V€€R+3N€NVn,mEN<(N<n<m)—>

VsGR*EINGNVnGN<(N<n)%

5.2. Majorians és minorans kritérium

o0 oo
konvergens, akkor a > a sor is konvergens, tovdbbd Z an < Z by, -
n=0 n=0
2. Ha létezik olyan b : N — RS‘ sorozat, hogy minden n € N esetén a, > b, és a Y. b sor
divergens, akkor a Y a sor is divergens.

1 1
5.7. Tétel. A Z 1 sor divergens, a Z W sor konvergens.
n n

5.3. Abszolat konvergens sorok

5.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a 3 |a| sor konvergens.

5.9. Tétel. Ha a Y a sor abszolit konvergens, akkor konvergens is és

o0 oo
S| < el
n=0 n=0

5.10. Tétel. Legyen ¢ e K. A Zq” sor
n

1. divergens, ha |q| > 1;
2. abszolit konvergens, ha |q| < 1 és ekkor

Y —
n=0

5.4. Konvergenciakritériumok

5.11. Tétel. (Kondenzdcids kritérium.) Legyen a : N — RT monoton csékkend sorozat. Ekkor
ha a Zan €s a ZQ"agn sor kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha

n n
valamelyik divergens, akkor mindkettd divergens.

1
5.12. Tétel. Legyen q € Q. A E — sor pontosan akkor konvergens, ha q > 1.
n
n

5.13. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium.) Ha az a : N — K sorozat esetén
1. limsup ¥/|an| < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo
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2. limsup V/|a,| > 1, akkor a > a sor divergens.

n—oo

5.14. Tétel. Minden a : N — K’ sorozatra

L Anp41 Ap41
lim inf
n— oo

<liminf {/|a,| < limsup y/|a,| < limsup
n—oo n—o00

n—oo

n n

Ap+1
QA

€ K hatdrérték. Ekkor létezik a

5.15. Tétel. Legyen a : N — K’ olyan, melyre létezik a lim
n—oo

lim 3/|a,| hatdrérték és
n—oo

Ap+1
an |

lim 3/|a,| = lim
o0 n—

n— o0

5.16. Tétel. (D’Alembert-féle hanyadoskritérium.) Ha az a : N — K’ sorozat esetén

. a .
1. limsup ntll < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo 2%
. Gn+1 .
2. liminf |[——| > 1, akkor a Y _ a sor divergens.
n—o0 an

5.5. Leibniz-sorok

5.17. Definicié. Legyen m € N. A > a sor m-edik részletisszege

A m
Sm:: E ag.
n=0

A konvergens Y a sor m-edik hibatagja
A o0 m
Hpn =) an = an,
n=0 n=0

melyet gyakran a H,, = Z a, alakban irunk.

n=m+1
5.18. Definicio. A Z(—l)"an sor Leibniz-tipusi vagy Leibniz-sor, ha a : N — RT monoton csok-
n
kené zérussorozat.

5.19. Tétel. Ha Z(—l)"an Leibniz-sor, akkor konvergens, és minden n € N esetén
n

|[LJ S an+1-

5.6. Feltétlen és feltételesen konvergens sorok

5.20. Definicié. Legyen a : N — K tetszbleges sorozat.
— A > asor dtrendezésének nevezziik a ) aoo sort, ahol o : N — N bijekci6. Tehat az dtrendezett

n
sor n-edik tagja Z Qo (k)
k=0
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltétlen konvergens, ha minden atrendezése konvergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konver-
gens.

5.21. Tétel. Minden abszolit konvergens sor feltétlen konvergens, valamint az dtrendezés nem vdl-
toztatja meg a sorosszeget.
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5.22. Tétel. (Riemann-tétel.) Legyen a : N — R olyan, hogy a > a sor feltételesen konvergens.
Ekkor minden o, 8 € R elemre a < 3 esetén létezik olyan o : N — N bijekcio, hogy

limianaoo =qa ¢€s limsupZaoU =4
teljestil.

5.23. Tétel. Egy sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha feltétlen konvergens.

5.7. Sorok Cauchy-szorzata

n
axb:N—=>K nHZaibn_i
i=0

sorozatot.

5.25. Definicié. A Y a és ) bsor Cauchy-szorzatinak nevezzik az a*b sorozat altal meghatarozott
> ax*b sort.

5.26. Tétel. (Mertens tétele.) Ha a konvergens Y a, > b sorok kizil legaldbb az egyik abszolit
konvergens, akkor a > a és > b sorok Cauchy-szorzata konvergens és

Tovdbbd, ha a > a és > b sor abszolit konvergens, akkor a Y (a xb) sor is abszolit konvergens.

5.8. Sorok pontonkénti szorzata

5.27. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat
— korldtos vdltozdsiu, ha a

(o)
Z |ant1 — an| < o0

n=0
teljestil;
— korldtos részletdsszegi, ha a
n
sup ap| < oo
neN {20

teljestil.

5.28. Tétel. (Abel-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsi zérussorozat és legyen
b: N — K korldtos részletdsszegii sorozat. Ekkor a Z anby, sor konvergens és

n
o0
< <Z |an+1 - an) : (Sup )
n=0 n€N
5.29. Tétel. (Dirichlet-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsu zérussorozat és legyen
q € T\ {1}. Fkkor a Zanq” sor konvergens,
n

o0
E anby,
n=0

Db
k=0

teljesiil.

o

n
§ anq
n=0

= 2
= (Z |ant1 — an|> =4
n=0 q
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5.9. Elemi fiiggvények

5.30. Definicié. (Elemi hatvdinysorok.)
— Legyen a : N — K tetszéleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt a

Dom P, = {z cK ’ a Zanl’” sor konvergens}
halmazon, az alabbi médon.
P,:DomP, - K z+~ Zana:"

n=0

A P, fiiggvényt az a egyttthatéji 0 kézépponti hatvanysornak nevezzik.
— Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
—— . ha 0<limsup {/|a,| < oo;
lim sup {/|an| n—o0 "

n—oo

1>

R, 0, ha limsup ¥/|a,| = oo;
n—oo

0, ha limsup V/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

5.31. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens, tehdt x € Dom P,.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens, tehdt x ¢ Dom P,.

5.32. Tétel. Az aldbbi hatvdnysorok konvergenciasugara végtelen, vagyis minden x € C esetén kon-
vergensek a sorok.

o T St . x2n+1 o . x2n

> > (1) | > (V"G

= nl = (2n + 1)! = (2n)

i x2n+1 i (E2n
—= (2n+1)! ~— (2n)!
5.33. Definicio. (Elemi fiigguények.)
— Az exponencidlis fiigguény
o0 Zn
exp:C—C z»—)Z_%E
— A szinusz fligguény
oo 22n+1
sin: C - C  z+— 1)t
sin z nz:%( ) GnE1)
— A koszinusz fligguény
> z2n
. _1\n
cos:C—=C zHT;O( 1) i
— A tangens fiigguény
sin 2
tg:{z€C| cosz#0} - C zw~ .
cos z

— A kotangens fiigguény

1
ctg: {z €C| coszsinz#0} - C 7.
gz



28 5 SOROK

— A szinusz hiperbolikus fiigguény

S Z2n+1
n=0

A koszinusz hiperbolikus fiigguény
2n

=z
ch:C—C szi.
— (2n)!

— A tangens hiperbolikus fliggvény

sh z
th : C| ch 0 C —_—
{z€C| chz#0} — 2
— A kotangens hiperbolikus fiigguény
1
cth: {z€C| chzshz#0} - C 2 o
z

5.34. Tétel. (Euler-tétel.) Minden z € C esetén

exp(iz) = cos z +isin z.

5.10. Az exponencidlis fiiggvény és a hatvanyozas

5.35. Tétel. (Az exponencidlis fiigguény.)
1. Minden x € C szdmra exp(z) = exp(T).
2. Minden x,y € C szamra exp(z + y) = exp(z) exp(y).
8. Minden x € C szdmra (exp(z))™! = exp(—x).
4. Minden x1,z9 € R szdmra x1 < xo esetén exp(x1) < exp(xa) teljesil, vagyis az

expl :R—R 2z exp(x)
fligguény injektiv.

5.36. Definicio. Az exp |g fliggvény inverzét természetes alapi logaritmusfiggvénynek nevezzik, jele
log vagy In. Teh&t Dom log = Ran(exp |r) és minden 2 € Dom log szémra exp(logz) = z.

5.37. Definicié. Legyen x € Domlog és z € C. A
o* 2 exp(zlog(z))
szamot az x szam z-edik hatvdnydnak nevezziik.

5.38. Definici6. Az exp(l) szamot a természetes alapi logaritmus alapszimdnak nevezzik és az e
betiivel jeloljiik, vagyis e 2 exp(1l). (értéke megkozelitsleg e ~ 2,71828182845904523536.)

5.39. Tétel. Minden z € C szdmra exp(z) = e*.

5.40. Tétel. Legyen x,y € Domlog olyan szdm, melyre ¥ € Domlog és legyen z1, 22 € C. Ekkor
1

— z
L2 = x21+22’ T = , (],‘y) — !
T*

2 =1, ™

teljesiil.



29

n "ok
5.41. Tétel. Minden z € R esetén az a(z),b(z) : Nt = R, a(z), = (1 + E) és b(x), = i
n !
k=0
sorozatok hatdrértéke megeqyezik.

5.42. Tétel. (Elemi figguények alaptulajdonsdgai.)
1. Minden x € C szamra az aldbbiak teljesiilnek.

eiw_e—iaz eix+e—im
sing = — cosx = —
2i 2
et —e™ % et e %
shx = chz =
2 2

2. Minden z,y € C esetén

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
h(z + y) = sh(x) ch(y) + shy) ch(x)
ch(z + y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y).

3. Minden x € C esetén
sin(iz) = ishz, cos(iz) = chz, sh(jz) = isinz, ch(iz) = cos .

4. Minden x € C esetén
cos’z+sinz=1 ch?z —sh?z=1.

5. Ha x € R, akkor |ei*| = 1.

6. Valos fiiggvények elemi vizsgalata

6.1. Filiggvények tulajdonsagai

6.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény
— pdros, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f és f(z) = f(—x);
— pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f és f(z) = —f
— monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) <
— monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) > f(y)
— monoton, ha monoton névs, vagy monoton fogyo;
— szigorian monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) < f(y);
— szigorian monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(x) > f(y);
— szigordan monoton, ha szigortan monoton névé, vagy szigortan monoton fogyo;
— konvezx az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

teljesiil;
— konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 =a)y) = af(z) + (1 —a)f(y)

teljesiil;

— periodikus, ha f nem konstans fiiggvény és ha létezik p € R*, hogy minden € Dom f esetén
x+p € Dom f és f(z) = f(x + p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsagu p szam nagyobb
mint nulla, azt az f figgvény periddusinak nevezziik;

— zérushelye vagy gydke x € Dom f, ha f(z) =
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6.2. Tétel. (Jensen-egyenldtlenség.) Legyen I C R intervallum és f: 1 — R.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvex az I intervallumon, ha minden n € NT mellett, minden

n
(wi)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

f <Z ailfz') <Y aif(w).
i=1 i=1
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha minden n € Nt mellett, minden

n
(wi)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

NE

/ (Zn: aﬂ‘i) >
i=1 i

ai f(zi).
1

6.2. Fiiggvény hatarértéke

6.3. Definici6. Legyen az f : K — K fiiggvény Dom f értelmezési tartoméanyanak a torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény hatdrértéke az a pontban A € K, ha

Ve € RT36 € RT(f(Bs(a) \ {a}) C B:(A)).

6.4. Definici6. Legyen f : R — R és legyen a torlddasi pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

Ve € RT36 € RY(f(Bs(a) \ {a}) C [e,0[).

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

6.5. Definicié. Az A C R halmaznak a végtelen torléddsi pontja, ha
Ve e Rtz € A (e < z).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torldddsi pontja, ha a —A halmaznak torlodasi pontja a
végtelen.

6.6. Definici6. Legyen f : R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlédési pontja. Az f
fiigguény hatdrértéke a végtelenben,
- A€R, ha
Ve € RY35 € RY(f([6,00]) C B.(4)).

— végtelen, ha
Ve e RT36 € RT(f([6, 00]) C [6,00[).

— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatarértéket, mint az « — f(—=x) fiiggvény végtelenben vett hatarértékét
definialjuk.

6.7. Tétel. (A hatdarérték egyértelmisége.)
1. Legyen f: K - K, a € K a Dom f halmaz torléddsi pontja, és A, B € K legyen az f fligguény
hatdrértéke az a pontban. Ekkor A = B.
2. Legyen f : R — R, a € RU{oo,—oc0} a Dom f halmaz torléddsi pontja és A, B € RU{oco, —c0}
legyen az f fliggvény hatdrértéke az a helyen. Ekkor A = B.
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6.8. Definici6. (A lim mdvelet.)
— Legyen f : C — C éslegyen a € C a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény hatarértékét
az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a
— Legyen f: R — R és legyen a € RU{oo, —occ} a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény
hatarértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

6.9. Tétel. Legyen f,g : K — K és legyen a € K a Dom f N Domg halmaz torléddsi pontja. Ha
létezik 7 € RT, melyre g(B,.(a) \ {a}) korldtos és lim f = 0, akkor lim fg = 0.

6.10. Tétel. Legyen f,g : K - K, A € K és a € K torldddsi pontja a Dom f N Dom g halmaznak.
(A K =R esetben a = +oo is lehet.) Tegyiik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,lim g ¢
a a a a
{00, —c0}. Akkor az a pont
1. torléddsi pontja a Dom(f + g) halmaznak, im(f + g) létezik és
lm(f + g) = lim f + lim g;
2. torléddsi pontja a Dom(fg) halmaznak, Lim(fg) létezik és
lim(fg) = (lim f) (lim g) ;
3. torloddsi pontja a Dom(Af) halmaznak, Uim(\f) létezik, és
a
lm(Af) = A(lim f);
4. torloddsi pontja a Dom(|f|) halmaznak, lim |f| létezik és
lim|f| = ‘limf‘ ;

5. torloddsi pontja a Dom(f) halmaznak, lim f létezik és

lim f = lim f.

1 1
6. Ha az a pont torldddsi pontja a Dom (f) halmaznak és lim f = 0, akkor lim 7 létezik és
a a
. 1 1
im- = .
a lim f

a

6.11. Tétel. Ha az f,g : R — R fiiggvényre Dom f = Domg és minden x € Dom f esetén f(x) <
g(x) teljesiil, valamint az a € R pont torléddsi pontja a Dom f halmaznak és létezik a lim f,lim g
a a

hatarérték, akkor lim f < limg.
a a

6.12. Tétel. (Renddr-elv figgvények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R fiiggvényre Dom f =
Dom g = Domh és minden x € Dom f esetén f(x) < g(z) < h(x) teljesiil, valamint az a € R pont
torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = limh = A teljesil, akkor

létezik a lim g hatdrérték és lim g = A.
a a

6.13. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen f : K — K és z € K a Dom f halmaz torléddsi
pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z},

z ponthoz konvergdlé sorozat esetén.
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6.3. Féloldali hatarérték

6.14. Definici6. Legyen f: R — R fiiggvény és a € R.
— Ha a torlodasi pontja az Ja, oo N Dom f halmaznak és az flj, o[ fiiggvénynek létezik

h‘Iln f‘]apo[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f figgvény jobb oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lirf f vagy a linr}r o f(z) szimbolummal jeloljiik.
a r—a

— Ha a torl6dasi pontja a |—oo,a[ N Dom f halmaznak és az f|j_o . fliggvénynek létezik
htlln f|]—oo,a[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lim f vagy a lim o f(z) szimbolummal jeldljiik.
a— T—a—

6.15. Tétel. Legyen f : R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az f fligguénynek
hatdrértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatdarértéke és lirilf = lim [ teljesiil.
a a—

6.4. Filiggvény folytonossiga

6.16. Definici6. Legyen f: K — K és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RT35 e R* (f(Bg(a)) c Bg(f(a))).

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Legyen A C K. Az A halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazara a

C(A,K) 2 {f: A— K| f folytonos}
jelolést hasznaljuk.

6.17. Tétel. Legyen f,g: K - K, a € Dom fNDomg, c € K. Ha az f és g fligguény folytonos az a
pontban, akkor az

f+a . fg.ch|fl.f

1
fiiggvények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az ? fiiggvény is folytonos az a

pontban.

6.18. Tétel. Legyen A C K. Ekkor minden f,g € C(A,K) elemre és minden c € K szdmra

f+g.fg.cf|fl, f € C(AK).
6.19. Tétel. Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fiigguény.

6.20. Tétel. Legyen f : K — K és a € Dom f a Dom f halmaz torloddsi pontja. Az f fiiggvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és lim f = f(a).
a a

6.21. Tétel. (Figgvénykompozicio hatdrértéke.) Legyen f,g : K — K és a,b,c € K olyan, melyre
lim f = b, liing = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a
a
1. b¢ Domy;
2. b€ Domyg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(go f) = c.
a
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6.22. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.)  Legyen f : K — K és z € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden a : N — Dom f, z ponthoz konvergdlé sorozatra
létezik a lim f o a hatdrérték és lim f o a = f(2).

6.23. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C K nyilt halmazhoz létezik olyan U C K nyilt halmaz, melyre f (A) =U NDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C K zdrt halmazhoz létezik olyan Z C K zdrt halmaz, melyre f (A) = Z N Dom f

teljesiil.

6.24. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen [ : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C K nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1
3. Minden A CK zdrt halmazra f (A) zdrt.
6.25. Definici6. Legyen f: R — R és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguvénynek az a pontban szakaddsa van, ha a fiiggvény nem folytonos

az a pontban.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban elséfaji szakaddsa van, ha létezik lirin f, de
a

lim f # f(a) vagy lim f # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban megsziintethetd szakaddsa van, ha létezik
lirilf és lim f = lirff # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek az a pontban mdsodfaji szakaddsa van, f nem folytonos
az a pontban és nincs elséfaju szakadésa az a pontban.

6.5. Fiiggvény folytonossiaganak elemi kévetkezményei

6.26. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény. Ekkor az f(K)
halmaz is kompakt.

6.27. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény.
Ekkor létezik x,y € K melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K).

6.28. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos injektiv fiiggvény. Ekkor az
=1 fiigguény folytonos.

6.29. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = R olyan folytonos figguény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik c € ]a,b[, melyre f(c) = 0.

6.30. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton fiigguény.
Ekkor Ran f nyilt intervallum és f—1 folytonos fiiggvény.

6.6. Fiiggvény egyenletes folytonossaga

6.31. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f : K — K fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon,
ha A C Dom f és

Ve e RTIS e RV, ye A: (lz—y|<d — |f(z)— f(y)] <e)

teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.



34 6 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

6.32. Tétel. Minden egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

6.33. Tétel. (Heine tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos fiiggvény.
Ekkor [ egyenletesen folytonos.

6.7. Hatvanysorok hatarértéke
6.34. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és legyen
ad:N->K ne—(n+1ag.

Ha az a sorozat dltal meghatdrozott P, hatvdnysor konvergenciasugara R,, akkor a P, hatvdinysor
konvergenciasugara is R,.

6.35. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és legyen
ad:N—>K ne—n+1ay.

Ha zy € Bg,(0) és p € 10,R, — |20|[, akkor létezik olyan K € Rt szim, hogy minden z € B,(z)
esetén
2
|Py(2) — Pa(z0) — (2 — 20) Par (20)| < |2 — 20]” - K.

6.36. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és tekintsik az R, konvergenciasugari P, hat-
vdnysort. Ekkor R, > 0 esetén, minden z € Bpr,(0) elemre lim P,(z) = P,(z) teljesiil, vagyis a
r—z

hatvdanysor folytonos a Bg,(0) halmazon.

6.8. Elemi fiiggvények folytonossaga
6.37. Tétel. Az exp, sin, cos, tg, ctg, sh, ch, th és cth fiigguény folytonos.
6.38. Tétel. (Nevezetes hatdrértékek.)

e’ —1 . sinz
=1 im
z—=0 X z—0 I

=1

6.39. Tétel. Azexp|r fiiggvényre Ranexp |r = RT teljesiil és a log fiigguényre pedig Dom log = RT.

6.40. Tétel. (A logaritmus figgvény.) A log : RT — R fiigguény folytonos, szigorian monoton
novd bijektiv fliggvény.

6.41. Tétel. (A hatvinyfiggvény folytonossiga.) Minden a € R esetén az
idg, :RT = R T z®
fiigguény folytonos.

6.42. Tétel. (A w szdm bevezetése.)
1. Minden x € ]O, \/3[ esetén sinx > 0.

2. A cos filigguény szigorian monoton csokkend a ]0, \/ﬁ[ intervallumon.

1
3. cosV3 < ~3
4. Létezik egyetlen olyan x € ]0, \/5[ szam, melyre cosx = 0 teljesiil.

6.43. Definicié. Legyen z € |0,V/3[ az a szam, melyre cosz = 0 teljesiil, ekkor a 2 92 szamot
Ludolf-féle szamnak vagy pi-nek nevezziik és a gorog 7 (pi) betivel jeloljik.
(értéke megkozelitSleg m ~ 3.1415926535897932385.)
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6.9. Trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagai
6.44. Tétel. (Nevezetes sziogek.)

1. A g €s a ™ szogfligguényei.

cos = =0 sin— = 1 cosm = —1 sinm = 0
2 2
2. Minden x € C esetén
. m . . . .
sin (x+§) = cosx sin(x+7) = —sinz  sin(z + 27) =sinz
™ .
cos (x+§>:fsmx cos(z+m) =—cosx cos(x+2m) =cosz

3. Minden x € C szamra

e 2T o sh(z + 27i) = shz, ch(z +27i) = chuz.

4. A %, g és a g szogfiigguényei.
3 1 3
Cosf:£ sin — = — cosz:sinzz— CcosS — = — Smf:£
2 6 2 4 4 V2 3 2 3 2

6.45. Tétel. (Euler képlet.) ™ = —1

6.46. Tétel. (Trigonometrikus figguények periddusa.)

Minden x € |0, 7| esetén sinz > 0, minden x € |7, 27| esetén sinz < 0.
A sinx = 0 egyenletnek x € [0,27[ esetén x € {0, 7} az dsszes megolddsa.
A sin fiiggvény periodusa 27.

™ o~

3
Minden x 6}—z, g{ esetén cosx > 0, minden = € } o

5 35 [ esetén cosx < 0.

3
5. A cosz =0 egyenletnek © € [0, 27| esetén x € {;T, 277} az dsszes megolddsa.
6. A cos fiiggvény periddusa 2.

6.47. Tétel. Elemi trigonometrikus fliiggvények monotonitdsa.
1. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a [0, 7] intervallumon és

cos|(o,x] : [0, 7] = [=1,1] T — COST
bijekcio.

. .. . . . . ™ Tl .
2. A sin fiigguény szigorian monoton névd a {—5 5} intervallumon és

sin|[7l 2] {,E7z] — [-1,1] x> sinx
22 2°2

bijekcio.
3. A tg figgvény értelmezési tartomdnya a C\ {g +kn| k € Z} halmaz, valamint szigorian
monoton novd a ] —g, g[ intervallumon és
T
tg‘]*%’%['}_g’E{_)R T tgx
bijekcio.

6.48. Definicié. FElemi fiiggvények inverzei.
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1. A sin|[ ] fliggvény inverzét arkusz szinusz fiiggvénynek nevezziik, jele arcsin, vagyis

s
272

A -1
arcsin = (sm |[,£ £]> .
272
2. A cos o, fliggvény inverzét arkusz koszinusz fiiggvénynek nevezziik, jele arccos, vagyis

arccos = (cos [jo,x]) -

3. Atg |} [ fliggvény inverzét arkusz tangens fiiggvénynek nevezziik, jele arctg, vagyis

_x
272

A ~1
arctg = (tg \]_%%[) .

6.49. Tétel. Az arcsin az arccos és az arctg fiigguény folytonos.

6.10. Hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagai

6.50. Tétel. Hiperbolikus fliggvények monotonitdsa.
1. A ch fiiggvény szigorian monoton novéd a [0, 00[ halmazon és

ch [jo,00[ : [0, 00[ = [1, 00] x> chzx
bijekcio.
2. Az sh fiigguény szigorian monoton novd az R halmazon és
shlg:R—R z—sha
bijekcio.
mi

5 +kmi| k€ Z} halmaz, szigorian monoton

3. A th fligguény értelmezési tartomdnya a C\ {

novd az R halmazon és
th|g : R —]-1,1] x> tha

bijekcio.

6.51. Definicié. Hiperbolikus fiigguények inverzei.
— Az sh |g fliggvény inverzét area szinusz hiperbolikus fiiggvénynek nevezzik, jele arsh, vagyis

arsh 2 (shg)™".
— A ch | o[ fiiggvény inverzét area koszinusz hiperbolikus fiigguénynek nevezziik, jele arch, vagyis
A -1
arch = (ch|j,00) -
— A th|g fliggvény inverzét area tangens hiperbolikus fiiggvénynek nevezzik, jele arth, vagyis
arth 2 (th|g)~".

6.52. Tétel. Area hiperbolikus fiigguények.
1. Minden x € R esetén arshx = log (;v + Va2 + 1).

2. Minden x € [1,00] esetén archx = log (x +Va?— 1).

1 1
3. Minden x € |—1, 1] esetén arthx = ilog (1 —|—z>.
—x

6.53. Tétel. Az arsh az arch és az arth fiiggvény folytonos.
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7. Differencidlszamitas egy dimenziéban

7.1. Differencidlhat6sag

7.1. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhatd, vagy derivdlhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre
o F(@) ~ f(a)

T—a Tr—a

=A

teljesiil. Ezt az A szamot az f fiiggvény a pontbeli differencidljinak vagy derivdltjanak nevezzik.
— Az f: R — R fiiggvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

f’:{aeIntDomf|Elimf(m>_f(a)}%R aHlimM

T—a T —a r—a T —a
fliggvényt.

— Az f differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencialhato és f folytonos. Az A C R nyilt halmazon
értelmezett, R értéktd, folytonosan differencialhato fiiggvények halmazat C1(A,R) jeldli.

7.2. Definicié. Legyen I,J C R nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — J fliggvény
diffeomorfizmus, ha bijekcid, differencidlhaté és az inverze is differencialhato.

7.3. Tétel. (A differencidlhatdsdg dltaldnos jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f
fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

1o 1@) = f0) = elz — a)

T—ra |z — al

=0.
Ha az f fiigguény differencidlhatd az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
1'(a) = c teljesiil.

7.4. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f figgvény
pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

VeeRTIs e R*Va e Domf: (lz—a|<d — |f(z)— fla) —clz —a)| <e-|z—al).

Ha az f figgvény differencidlhato az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f(a) = ¢ teljesiil.

7.5. Tétel. Ha egy fiigguény differencidlhato egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

7.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai
7.6. Tétel. Legyen f,g : R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhats az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (cf) (a) = cf'(a);
I

3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a )
4. ha g(a) #0, akkor g differencidlhatdé az a pontban és (5) (a) = f(a)g(a) - f(a)g’(a)'

7.7. Tétel. Legyen A C R nyilt halmaz, f,g € C1(A,R) és c € R. Ekkor
f+9,fg,¢f € CHAR)

teljesiil, vagyis C*(A,R) algebra.
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7.8. Tétel. (Kozvetelt fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g diffe-
rencidlhato az a pontban és f differencidlhatd a g(a) pontban, akkor fog differencidlhats az a pontban
és

(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a).

7.9. Definicié. Legyen f: R — R differencidlhaté fiiggvény és tegyiik fel, hogy a végtelen torlodasi
pontja a Dom f halmaznak és léteznek az alabbi hatéarértékek.

a 2 lim f' b2 lim (f(z) — ax)
o0 Tr—r00

Ekkor az x — ax + b fiiggvényt az f fligguény végtelenben vett aszimptotijinak nevezziik.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben vett aszimptota.

7.3. Hatvanysorok derivalasa

7.10. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugarira R, > 0
teljesiilyon. Legyen
ad: N>R n— (n+ a1,

FEkkor a P, hatvdinysor konvergenciasugara szintén R,, a P, hatvdnysor differencidlhaté a Bg,(0)
halmazon, és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.

7.11. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = 2" fiigguény derivdltja f'(z) = na"~! és
ag:R\{0} = R, g(x) = 2" figguény deriviltja ¢'(xr) = —nz~""'. (Vagyis (id§)’ = nidg~" és
P—, / c1—m—1

(ld]R\{O}) = *TlldR\{O}.)

7.12. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugardra R, > 0
teljesiljon. Ekkor a Br,(0) halmazon

teljesiil, amit gy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvanysort a konvergenciasugdron belil lehet ta-
gonként derivdlni.

7.13. Tétel. (Elemi fiigguények deriviltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,
sinh” = cosh.

7.4. Kozépértéktételek

7.14. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos fiigguény, mely diffe-
rencidlhato az |a, b intervallumon és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan £ € |a,b[, hogy

f1(€) =o0.

7.15. Tétel. (Cauchy-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhatd az a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

7.16. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhatd az a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

f(b) = fa) = (b—a)f'(c).
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7.17. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos
fiigguény, mely differencidlhaté az )a,b| intervallumon. Ekkor

£ (b) = fla)] < < sup |f'(ff)|> “|b—al.

z€la,b]

7.18. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fiiggvény.
1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor [ dllandé az I intervallumon.
2. Az f fiigguény pontosan akkor monoton névd az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f'(z) > 0.
3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor [ szigorian monoton névé az I intervallumon.

4. Az f fiiggvény pontosan akkor monoton csékkend az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f'(x) <0.
5. Ha minden x € I esetén f'(x) <0, akkor f szigorian monoton csokkend az I intervallumon.

7.5. Filiggvény inverzének derivalasa
7.19. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R olyan differencidlhato figguény, hogy f'

folytonos és f'(I) C R wvagy f'(I) C R™. Ekkor f(I) nyilt intervallum, f=1 folytonos, differencidl-
haté és minden b € f(I) pontra

teljesiil.

7.6. Elemi fiiggvények inverzének derivalasa

7.20. Tétel. (Elemi fiigguények inverzének a derivdltja.)

1
1. Minden x € R szdmra log' () = ~.
x

1
2. Minden x € ]—1, 1] esetén arcsin’(z) = ——.
=l 0=

-1
3. Minden x € |—1, 1] esetén arccos’'(z) = ———.
=l W=

4. Minden x € R esetén arctg(z) =

1422
1
5. Minden x € R esetén arsh’(z) = ———.
(@)= 77— —
1
6. Minden x € ]1,00[ esetén arch’(z) = ———.
1
7. Minden x € R esetén arth’(z) = T
—x

7.21. Tétel. A tdbldzatban szerepld f figguényeknek értelmezhetd az f~1 inverze a Ran f halmazon
és az f~1 fiigguény értékkészletére és derivdltjdra a tdbldzatban szerepldk teljesiilnek, minden x €
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Int Dom f~! elemre.

/ Dom f Ranf | f' | 7 | Domf| Rans™" | (/7Y (x)
+ + 1
exp R R exp log R R 1
x
sin R [-1,1] | cos | arcsin | [—1,1] [ T E} 1
7 ’ 22 | Vica?
-1
cos R [—1,1] | —sin | arccos | [—1,1] [0, 7] o
V1—22
u 1 T 1
tg R\{5+k7T’ kGZ} R o? arctg R },575[ e
1
sh R R ch arsh R R L
it
1
ch R [1,00[ | sh | arch 1, 00] R —
"I/' —
th R |-1.1[| =5 | arth | 11 R 1
) Ch2 ) T

7.22. Tétel. (A hatvdinyozds derivdldsa.)
1. Ha a € [1,00], akkor azidy fiigguény derivdltja aidy .
2. Ha a € |—00, 1], akkor azidg\ oy figgvény derivdltja aidﬂ‘é;{lo}.

7.7. L’Hospital szabaly

7.23. Tétel. (L’Hospital szabdly.) Legyen a,b € RU {c0,—o0}, a < b és f,g : |a,b[ = R olyan
differencidlhatd figguény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja, b]).
/
1. Ha lli)mf = lil)mg € {—00,0,00} és létezik a lli;m f—, hatdrérték, akkor létezik a lzi]m f hatdrérték
- - -9 -9
15 €s ,
o f L f
lim = = lim —.
b—g b= g
/
2. Halim f =limg € {—00,0,00} és létezik a lim f—, hatdarérték, akkor létezik a lim ! hatdrérték
a+ a+ at g a+
15 €s ,
lim i = lim —.
at g at g’

7.8. TobbszOros derivaltak

7.24. Definici6. Legyen f : R — R és teljes indukcioval értelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket.
Legyen f(©) = f és minden i € NT esetén legyen f(*) 2 (fE=Dy,
— Legyen n € NT és a € R. Az f fiigguény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a € Dom f().
— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén a €
Dom f(") teljesiil.
— Az f fiigguény n-szer (n € N*) differencidlhaté, ha Dom f(™) = Dom f.
— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f() = Dom f tel-
jesiil. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékid végtelenszer differenciadlhato fiiggvények
halmazat C*>° (A, R) jeldli.
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— Az f fiiggvény n-szer (n € NT) folytonosan differencidlhaté, ha f n-szer differencidlhato és
™ folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki n-szer (n € Nt) folytonosan
differencialhato fiiggvények halmazat C™ (A, R) jeloli.

7.25. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fligguvény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvez, ha f' monoton novd.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha f' monoton csokkend.

7.26. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R kétszer differencidlhato figgvény.
1. Az f fiiggvény pontosan akkor konvez, ha " > 0.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha " < 0.

7.27. Tétel. (Silyozott szdmtani és mértani kozép kézotti eqyenlétlenség.) Legyen n € NT és minden
n

i€ {l,...,n} esetén x; € RT és a; € [0,1] olyan, melyre Zak =1 teljestil. Ekkor
k=1

n n
E LTy > H xph.
k=1 k=1

7.28. Tétel. (Holder-egyenldtlenség.) Legyen n € NT és x;,y; € RJ minden i € {1,...,n} esetén,
valamint «, B8 € 10,1[ olyan, hogy o+ 8 = 1. Ekkor

n n @ n ’B
() (5
i=1 i=1 =1

7.29. Tétel. (Minkowski-egyenldtlenség.) Legyen n € Nt és x;,y; € RY minden i € {1,...,n}

esetén, valamint p € [1,00[. Ekkor
1 1
i=1 i=1

<Z(l‘i + yi)p>

i=1

Q=

7.9. Taylor-sorfejtés

7.30. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen a,b € R, a < b, n € NT és f : R — R olyan fiiggvény,

melyre [a,b] C Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figguény n-szer folytonosan differencidlhats az [a,b]

halmazon és (n + 1)-szer differencidlhaté az ]a,b| intervallumon. Ekkor minden p € RT paraméter

esetén létezik olyan £ € ]a, b, melyre
n k n+1

_ Z f( )'(a) (b _ a)k + f( ‘ )(6) (b _ g)n+1fp(b _ a)p.
= k! nlp

f) =

7.31. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, n € Nt és f : R — R olyan fiiggvény, melyre [a,b] C
Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer folytonosan differencialhaté az [a,b] halmazon és
(n + 1)-szer differencialhat6 az |a, b[ intervallumon.

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

) (g (nt1)
10 =Y 00— L gy
> .

Frr©)

W(b — a)"! kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.
n !

teljesiil, amibdl a
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— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

") (g (n+1)
i) =5 @Dy O gy )

k! n!
k=0

FO )

teljesiil, amibdl a
n!

(b —&)" (b — a) kifejezést Cauchy-féle maradéktagnak nevezzik.

7.32. Definicié. Legyen f : R = R, n € Nt és a € Dom f("). Az f figgvény a pontbeli n-ed foki
Taylor-polinomjanak nevezzik a

" k) (g
)é’;)fk!()(x—a)k

polinomot. Ha f € C*°(R,R) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik

a
Z f(k) :v—a)’“

hatvanysort.

7.33. Definicié. Legyen f : R — R ésa € Int Dom f'. Az f fiiggvény a pontbeli érintdjének nevezziik
a Tfi ., bolinomot, vagyis az érint6 egyenlete

y(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

7.34. Definici6. Legyen f,g : R = R, n € NT és a € Int(Dom f N Dom¢g(™). Azt mondjuk,
hogy az f és g fiigguvények az a pontban n-ed rendben érintkeznek, ha minden n > k € N esetén
f®(a) = g*)(a) teljesiil.

7.35. Tétel. Legyen f : R — R, n € N és a € Int Dom f(™) és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiigguénnyel az a pontban. Ekkor P, = T,J;a

7.36. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen f:R — R, n € Nt és a € Dom f). Ekkor

. f({E) _Tr{,a(x)
lim —————~= =0.
T—a ‘;[; —a,‘

7.10. Lokalis szélsGérték jellemzése

7.37. Definici6. Legyen f: R —- R ésa € R.

— Az f fiigguénynek lokdlis maximuma van az a pontban, ha létezik € R™, hogy minden x €
B, (a) " Dom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f figguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokalis maximuma vagy lokalis mi-
nimuma van az a pontban.

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € By(a)NDom f esetén f(a) < f(x). [ figguénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a
pontban, ha szigoru lokalis maximuma vagy szigora lokalis minimuma van az a pontban.

7.38. Tétel. Legyen f : R - R, 1 <n €N, a € Dom f"). Tegyiik fel tovibbd, hogy minden i € N,
1 <i<n esetén f(a) =0, valamint f(™ (a) # 0.
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1. Az [ fiigguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis maximuma az a pontban, ha n pdros és
f™(a) < 0.

2. Az f fiigguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros €s
f™(a) > 0.

3. Ha n pdratlan, akkor az f fiigguénynek nincsen lokdlis szélsGértéke az a pontban.

7.39. Tétel. Legyen f € C*°(R,R), a € R és r € RT olyan, hogy B,(a) C Dom f. Tegyiik fel, hogy
JK € RVn € Nvz € B,(a) : (’f(”)(x)‘ < K)

teljesiil, ekkor
> r(k)
HOESY ! kk!(“) (zr—a)*  Vz € B(a).

k=0

7.40. Definicié. Legyen f : K — K, a € Dom f. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény analitikus az a
pontban ha létezik olyan r € R és olyan s : N — R sorozat, hogy B,.(a) € Dom f, valamint a

hatvanysor abszolut konvergens minden = € B,(a) elemre, és P, , = f teljesiil a B,(a) halmazon.
Az f: R — R fiiggvény analitikus, ha analitikus minden a € Dom f pontban. Adott A C R nyilt
halmazon értelmezett R értéki analitikus figgvények halmazat C* (A, R) jeloli.

7.41. Tétel. Legyen c € K és a,b: N — K olyan sorozat, melyre létezik v € R™ szdm, hogy minden
x € B,(0) esetén

P,(z) = Zakxk = Z bz = Py(x)
k=0 k=0
teljesil. Ekkor a = b.

7.42. Tétel. Ha z € ]-1,1], akkor

log(1+z) = i (k_l)f FARE
im0 T

7.11. Binomialis sorfejtés

7.43. Definicié. Legyen z € C és n € N, ekkor
1 ha n=0,
(z> A ) 1
o —— h .
n kl;[O F 1 a n#0

7.44. Tétel. (Binomidlis-sorfejtés.) Minden o € R és x € |—1, 1] esetén

(1+2)* = i <z)xk

k=0
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8. Hatarozatlan integral

8.1. Primitiv fiiggvény és tulajdonsagai

8.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R. A differencidlhato F': I — R fliggvényt
az f primitiv fliigguényének nevezziik, ha F' = f teljesiil. Az f fiiggvény hatdrozatlan integrdljinak
nevezzik az

(F: IR F =f}

halmazt, melyre az [ f vagy [ f(x)d« szimb6lumot hasznéljuk. Az integral jel utan allo fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezzik.

8.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R és F : I — R az f barmelyik primitiv
fiigguénye. Ekkor

/f:{F+C|C€R}.

8.3. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettdnek létezik
primitiv figguvénye. Ekkor minden ¢ € R szdmra

Jeva=[r+fo e [en=c[r

8.4. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integrdlok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelmezési
tartomdnyanak nyilt intervallumain az alabbiak teljesiilnek.

/exp =exp+C /Sin = —cos+C /cos =sin+C

1
/;dleog|x|+0 /sh:ch+C /ch:sh+C’

xl—&-a
a — C
/x dz 1—|—a+

8.2. Integralasi modszerek

8.5. Tétel. (Parcidlis integrdlds.)  Legyen I C R nydt intervallum, f,g : I — R pedig olyan,
hogy f és g differencidlhato, valamint az fg fiigguvénynek létezik primitiv fiigguvénye. Ekkor az f'g
fiigguénynek is létezik primitiv fiigguénye és

/(f’g) =fg—/(fg')

8.6. Tétel. (Helyettesitéses integrdlds.) Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan
fiigguény, amelynek létezik primitiv figgvénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus. Ekkor az
(fop) : J =R figguénynek létezik primitiv figguénye és

Jwoor=([1)es

8.7. Tétel. (Az elemi fiigguények inverzének az integrdlja.) Az integrandus értelmezési tartomdnyd-
naek nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

teljesiil.

/arcsin(m) dz =zarcsinz + V1 —22+C x €] —1,1]
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/arccos(az) dz = zarccosz — /1 — 22+ C
/arctg(m) dz = zarctgz — %log(l +a3)+C
/arsh(:v) dz=zarshz — /14224 C
/arch(a?) dz=zarchz — /a2 — 14 C
/arth(x) dz = xarthx + %log(l -z +C
/

log(z) dz = xlog(z) —x+ C

x €] —1,1]
reR
reR

x €]1, 0]
x €] —1,1]

x €]0, 00]

8.8. Tétel. Legyen n,m € N. Ekkor az R bdrmely nyilt intervallumdn az

/ sin” cos™

integrdlt az alabbi modszerek rekurziv alkalmazdsdval lehet kiszamolni.
1. Ham =0, akkor

1

[ 2
sm'xr dxr =
—/(1—t2)k dt, t=cosz ha

/(lfcost)k dt, t=2z ha

2. Ha n =0, akkor
1

2k+1
/cosmz dz =
/(17152)’“ dt, t=sinz ha

/(14—00315)1c dt, t=2x  ha

n =2k (k € N),

n=2k+1 (keN).

m =2k (k € N),

m=2k+1 (keN).

3. Ha n pdratlan, akkor a t = cosx, ha m pdratlan, akkor a t = sinx helyettesités egyszerisiti

az integralt.
4. Han és m pdros, valamint n = 2k, m = 21 (k,l € N), akkor

1
/sin”xcosmx dz = 1

8.9. Tétel. Legyen a € R\ {0}, b,c € R ésn € N*.
b
1. FEkkor az R\ {—} halmaz nyilt intervallumain
a

1
510g|ax—|—b| +C,

1
/ (azx + b)™ dr= 1 . 1
a(l—=n) (az+b)n!

teljestil.
2. Ha b* — 4ac < 0, akkor az R halmazon

W/(SiDQk t)(l‘i‘COSt)l_k dt,

W /(Sian t)(l — COSt)k_l dt,

+C,

t=2x ha n<m,

t=2x ha n>m.

han=1;

han > 1.

/ 1 4 2 ( 2ax + b >+C
T = T s )
ax?+br+c Vdac — b2 & Vdac — b?
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és ha b2 — 4ac > 0 akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmaz nyilt intervallumain

2ax +b— Vb?2 — 4dac
2ax + b+ Vb? — 4ac

+C

1 1
- — 1
/ax2+bx+c e Vb? — dac o8

teljestil.
8. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {z € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ 1 dz= 20z +b .
(az? + bx + )™ (1 —n)(b? — 4ac)(ax? + bz + c)n~1

2(2n—3)a 1
(1_”)(b2—4a6)/(ax2+bx+c)n—1 dx.

4. Az {z € R| az® + bx + ¢ # 0} halmazon

/# dx—ilo ‘ax2+bx+c‘—i/; dz
ax? +bx +c " 2a & 2a ) ax?+bx+c

5. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ x dz = bx + 2¢ .
(az? + bz + )™ ~ (n—1)(b? — 4ac)(ax? + bz + c)n1

(2n — 3)b 1
+ (n —1)(b% — 4ac) / (az? + bz + c)n~1 d-

8.3. Parcialis tortekre bontas

8.10. Tétel. (Parcidlis tértekre bontds.) Legyen P, (x) egy tetszdleges n-ed foki-, Qn,(x) pedig egy
olyan m-ed foki polinom, melynek a féegyiitthatdja 1.
1. Ha n > m, akkor létezik egyetlen olyan P(x) (n — m)-ed foki- és m-nél kisebb foki P(x)
polinom, hogy ~
P, (x) _ P(x)
= P(x) +
(@) (z)

teljesiil.

2. A Qp, polinomhoz léteznek olyan egyértelmien meghatdrozott (N;)i=1, .k, (Pi»Qi)i=1,....1 pdron-
ként kilonbézd valds szamok és szampdrok, valamint (2;)i=1,. g, (Vi)i=1,...; természetes szdmok,
hogy minden x € R esetén

k !
Qm(r) = <H($ + Ai)Zl) <H(ﬂ?2 +pir + qi)vi>

teljesiil, tovdbbd egyetlen 1 < i < esetén sem létezik valds gyoke az x> +p;x+q; polinomnak. Ha

n < m, akkor egyértelmien léteznek olyan (fij)i=1, . kij=1,..z, (Qij,Bij)i=1,.. 1j=1,...v; vol0s

szdmok, hogy
k oz I v
Pn(l') - ,Ufij - Oll'jCC —+ ﬂij
= — 4 = T
@) 2T T gt )

m i=1 j=1

P,
teljesiil minden x € Dom —- elemre.
m

8.11. Definicié. Legyen n € NT és | € Z". Ekkor € R™ esetén legyen

n

!l = H xi

i=1



8.3 PARCIALIS TORTEKRE BONTAS 47

Legyen tovabba k € N*. Ha minden 1 < j < k esetén [; € Z™ és ¢; € R, akkor az

k
R"—=R z+~ Z c;alts)

j=1
fliggvényt n wvdltozds polinomnak nevezziik.
8.12. Definicié. (Raciondlis fiigguény.)

- Az f: R — R fiiggvényt raciondlis fiiggvénynek nevezziik, ha léteznek olyan P,Q polinomok,
P
hogy f = 0 teljesiil a Dom f halmazon.

— Az f:R™ — R fiiggvényt n vdltozés raciondlis fiigguénynek nevezziik, ha léteznek olyan P,Q n

valtozds polinomok, hogy f = 0 teljesiil a Dom f halmazon.

8.13. Tétel. (Csebisev-tétel.) Legyen a,b € R és m,n,p € Q, ahol p = ki valamilyen q egészre. Az
T

/xm(a +bz")P dux

integrdl csak az aldbbi hdarom esetben fejezhetd ki elemi fligguények segitségével.
1. Ha p € Z. Az integrdl meghatdrozasdhoz a binomidlis kifejtés alkalmazandé az (a + bx™)P

kifejezésre.
+1 ) e .
2. Ha "= € Z. Ekkor a t = ~/a+ bx™ helyettesitéssel raciondlis fiigguényre vezethetd vissza
n
az integrandus.
m+1

3. Ho —— +p € Z. Ekkor at = v/b+ ax™™ helyettesitéssel raciondlis fligguényre vezethetd
n
vissza az integrandus.

8.14. Tétel. Legyen R kétvdltozos raciondlis tortfigguény. Ekkor az aldbbi integrdlok a megadott
helyettesitések rekurziv alkalmazdsdval raciondlis tortfigguények integrdljava transzformdlhatck. Az
integrdalokndl a,b,c, A\1, A2 € R, a # 0 tovdbbd A\, # Xs.

/R(a:7 Va2 +a?) dx x = asht vagy * = atgt

1
/R(x,\/xQ—az) dx x =acht vagy * = a——

cost

/R(x, a2 —2?) dz x =asint vagy x = acost

/R(sinx,cosx) dz tztg%
Az /R(m, Vazr? +bx +¢) dz integrdlndgl

Var?+br+c=t—+axr, ha a>0;
Var? +br+c=tr++c, ha c>0;
Var2 +bx+c=t(x—X), ha ar’>+br+c=(r—\)(x—N\a)

alkalmazando.



48 9 HATAROZOTT INTEGRAL

9. Hatarozott integral

9.1. A majdnem mindeniitt tulajdonsag

9.1. Definicié. Az R korlatos intervallumainak a halmazat jelolje

:iO é U {[a7 b] ’ [aa b[’ ]a’ b]v ]av b[}a

és az Jg halmazban szerepld intervallumok hossza legyen

po : Jo — R [a,b],[a,b],]a,b],]a,bl— b— a.

9.2. Tétel. Ha A1, As € Ty olyan halmazok, melyre A1 N Az # O teljesiil, akkor A1 U Ay € Ty és
po(A1 U As) < pio(Ar) + po(Az).

9.3. Definicié. Az A C R halmaz Lebesgue nulla mértékid, vagy rovidebben nulla mértéki, ha min-
den £ € RT esetén létezik olyan Jop-ban halad6 (A;);en halmazrendszer, hogy

=0 =0

9.4. Tétel. (Nulla mértékd halmazok alaptulajdonsdgas.)
1. Az A C R halmaz pontosan akkor nulla mértéki, ha minden ¢ € Rt esetén létezik olyan
Jo-ban halads nyilt halmazokbdl dllé (A, )nen halmazrendszer, hogy

AC fj A, és i,uo(An) <e
n=0 n=0

teljesiil.

2. Nulla mértékd halmaz minden részhalmaza nulla mértékd.

3. Ha minden n € N esetén A, C R nulla mértéki, akkor U A,, is nulla mértéki.
n=0
4. Minden megszdmlalhato halmaz nulla mértéki.

9.5. Tétel. Legyen a,b € R, a < b. Ekkor az [a,b],|a,b],]a,b],]a,b] halmazok kizil egyik sem nulla
mértékd.

9.6. Definicié. A
3m—1
A 3k+1 3k+2
c=p\J U }3m+173m+1{

meN k=0
halmazt Cantor-halmaznak nevezziik.
9.7. Tétel. (A Cantor-halmaz tulajdonsdgai.) A Cantor-halmaz kompakt és nulla mértéki.
9.8. Definicié. Legyen minden z € R esetén p(z) egy-egy igaz vagy hamis formula. Azt mondjuk,
hogy majdnem mindeniitt p(x), ha az {x € R| p(x) hamis} halmaz nulla mértékd. Ezt ugy roviditjik,
hogy m.m. p.

9.9. Tétel. Ha az f : R — R folytonos fiigguényre m.m. f =0 teljesiil, akkor f = 0.
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9.2. A Riemann-integral

9.10. Definicié. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsdin egy olyan (x;)i—o,...n Szdm n-est értiink
melyre o = a, £, = b és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;11 teljesiil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat F1* jeloli, azaz

Flabl _ {xe U ]-"(n,[a,b])‘ neN\{0,1}, zo=a, xp_1 =0, Vie (n—1): z; <xi+1}.

n=2

Azt mondjuk, hogy az z € Fl@! felosztas finomabb, mint az y € Fl*Y felosztas, ha Rany C Ranz,
melyet az y < x szimbolummal jeloliink.

9.11. Definicié. Legyen © = (2;)i=0,...n 68 ¥ = (¥i)i=o0,....m az [a,b] korlatos intervallum egy-egy
felosztésa. Legyen

L={x;|0<i<n}U{y| 0<i<m}, k=Ll -1,

és definialjuk a (z;);=0,.. x szdmokat az alabbi rekurzidval.
— Legyen zy = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen

Zi+1 = min (L \ {Zo, ey 2’74}) .

Ekkor a z = (2;)i=0,... 1 felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzikk és a z = Uy
szimbolummal jeloljiik.

9.12. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és z = (z;)i=0,...n € Flabl egy felosztas.
Ekkor az f figgvény (x;)i=o,...n felosztishoz tartozo als kézelitd dsszege

sw(f)éi( L) [CHE!

P telzi,xit1

és felsd kézelitd dsszege

(1>

Sz (f)

Z_: ( sup }f(ﬂ) (i1 — ).
1=0

telxi, it

Tovabba definidljuk az alsé- és felsd kozelitd dsszegek értékeinek a halmazdt.

s(f) = {sz(f) eR|z € }‘[a,b]}
S(f) = {Sz(f) €ER|z € f[a,b]}

9.13. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény.
1. Minden x € F1oY felosztds esetén s,(f) < S.(f).
2. Ha z jeloli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € F1Y!
felosztas esetén s.(f) < s.(f) és Su(f) < S.(f)-
3. Ha az x,y € F felosztdsra x <y teljesiil, akkor s.(f) < s,(f) és Sy(f) < So(f)-
4. Bdrmely x,y € F1o! felosztisra s,(f) < S,(f) teljesiil.
5. Az s(f) halmaz feliilrdl korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrél korldtos.

9.14. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény

b
— alsd integrdljinak nevezzik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele f f;
a

b
— felsé integrdljanak nevezziik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
a
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b

b
b b b
~ Riemann-integrilhaté, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(w)dx jeloli az [ f =

b

[ f értéket.

a

Tovabba bevezetjiik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fiiggvényekre, vagyis

R(la, b] ,R) = {f : [a,b] = R| f korlatos és Riemann-integralhato} .

— Ha f € R([a,b] ,R), akkor bevezetjiik a

b

_/f

a

1>

/f

jelolést.

— Tovabba minden a € R pontra és f : R — R fiiggvényre a € Dom [ esetén legyen

]féo

b a
— Haa,b € R, a <), valamint f € R([a,b],R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f fiiggvény
a b

hatdrozott integrdljanak nevezzik.

9.15. Definicié. Az f : [a,b] — C fiiggvény Riemann-integrdilhaté, ha Reof,Imof € R([a,b],R) és

ekkor a
b b

/bfé /Reof +i /Imof

a a

képlettel értelmezziik a komplex értéki fiiggvény integraljat.

9.16. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre
b L
[r<]1
” a
teljesiil.

9.3. A Riemann-integralhatésag kritériumai

9.17. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre

feR(a,b],R) <= Vee R Iz e Flobl . S (f) —s.(f) <e.

9.18. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fiiggvény oszcilldcidja

AN .
w(f,[a,b]) = (El[fb]f(t)) - <t€1€zf,.b]f(t)> :

Az f fiiggvény x = (;)i=0,...n € Flabl felosztishoz tartozé oszcillicids dsszege

|
—_

n
2

Qa(f)

w(f, [T iga]) (Tiv1 — 4).

I
=)

%
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9.19. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre
feR(a,b],R) <= VeeR Iz e FI*U: Q.(f) <e.
9.20. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény. Ekkor

w(f,la,b]) = sup [f(u) = f(v)]

u,v€[a,b]

teljesiil.

9.4. Riemann-integralas alaptulajdonsagai

9.21. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf, fg € R([a,b],R), vagyis az
R([a,b] ,R) algebra, valamint

/ab<cf>c/abf /abf+/abg/ab(f+g)

9.22. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos figg-
vény. Az f € R([a,b],R) tartalmazds pontosan akkor teljesiil, ha f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R),

valamint ebben az esetben
b c b
[i=[r+]s

9.23. Tétel. Minden a,b € R, a <b szamra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljesiil.

teljesiil.

9.24. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiigguvény monoton, akkor f € R([a,b],R).
9.25. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).
9.26. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) fiigguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f > 0;

b b
2. ha f>g, akkor [ f> [g;

b

Ir

a

b
3. < Jlfl.

9.5. Newton—Leibniz-tétel

9.27. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figgvény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon és itt F' = f. Ekkor

b
/f:F@—Fm)

9.28. Tétel. Ha f : R — R olyan figgvény mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon,
akkor

b
£(b) = fla) + / 7.
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9.6. Az integralfiiggvény
9.29. Definicié. Az f € R([a,b],R) fliggvény integrilfiggvénye

If:fa,b) = R :Er—>/f

9.30. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az Iy fiigguény folytonos.
2. Ha [ folytonos az wo €la,b] pontban, akkor Iy differencidlhatd az xo pontban és I (zo) =

f(@o)-
3. Ha f € C([a,b],R), akkor létezik primitiv figguénye.

9.31. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor

b b T
/fzwl—lg«lﬁ-/fzzl—lglf/f
a T a

teljesiil.

9.7. Lebesgue-tétel

9.32. Tétel. (Lebesgue-tétel.) Az f : [a,b] = R korldtos fiigguvény pontosan akkor Riemann-integrdl-
hatd, ha majdnem mindeniitt folytonos.

9.8. A Riemann-integral néhany alkalmazasa
9.33. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, a,b € R, melyre a < b és [a,b] C I, legyen valamilyen
n € N szamra f € C"T1(I,R). Ekkor
b
~ f¥(a) 1
fO) =) =0 —a) +— [ b=t f" (b at.
k=0

9.34. Tétel. (Az integrdlszdmitds kozépértéktételei.) Legyen f,g € C([a,b],R).
1. Ha g > 0, akkor létezik & € [a,b], hogy

b b
[to=16 [0

2. Létezik € € [a,b], hogy

9.35. Tétel. A

leképezés skaldris szorzds.

9.36. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Ha f, g € C([a,b],R), akkor

b 2w
/M S/F/f

teljesiil.
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9.9. Improprius integral

9.37. Definicié. (Improprius integrdl.)
— Legyen f : [a,00[— R olyan fiiggvény, hogy minden z €]a, o[ esetén f € R([a,z],R) teljesil.

Ha a
x

lim [ f
T—00
a

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
az [a, o] intervallumon és erre a

f— lim f

Tr—r00

jelolést hasznaljuk; ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az
f fiiggvény improprius integrdlja divergens az [a, oo intervallumon.
— Ha f:] — 00, a]— R olyan fliggvény, hogy minden x €] — 0o, af esetén f € R([x,a],R) teljesiil és

a
a

lim f

T——0Q
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdilja
a | — 00, al intervallumon, és erre a

a

/f—wgmoo f

jelolést hasznaljuk.
— Legyen f : [a,b[— R olyan fiiggvény, hogy minden x €la, b| esetén f € R([a,z],R) teljesiil. Ha
a

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
az [a, b[ intervallumon, melyre a
b x
/ 2 lim / ¥
r—b—
jelolést hasznaljuk.
— Legyen f :]a,b] — R olyan fiiggvény, hogy minden = €]a, b| esetén f € R([x,b],R) teljesiil. Ha

a
b
lim
r—a+ f
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fliggvény improprius integrdlja
az |a, b] intervallumon, melyre a
b

b
AL
/f o :vl—l)ItlzlJr/f
jelolést hasznaljuk.

1
9.38. Tétel. Legyen a € RT, o € R és tekintsiik az f : RT — RT, f(z) = e fiigguényt.
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1. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integrilhaté az [a, oo intervallumon, ha o > 1

és ebben az esetben
/°° 1 d 1
— dz=—r——.
o Z° a®Ha—1)

2. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integrdlhatd az )0, al] intervallumon, ha o < 1 és

ebben az esetben
@1 al=e

— dx = .
0 xad l1-a

10. Véges dimenzids terek topologiija

10.1. Skalaris szorzas és norma

10.1. Definici6é. A K" téren az alabbi miveleteket értelmezziik.

+ K" K" =K ((x1,..,20), (Y1, -sUn)) = (@1 + Y1, o + Yn)
KX EKY K (A (21, ,20)) = (AZ1, ., ATy)

10.2. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.

10.3. Definicié. A K" téren a
n
() K'"x K" =K (x,y)HZaTkyk
k=1

miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.

10.4. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesiilnek.
1. VreK": (z,2) € RS
2. VzeK": (r,2) =0 < =0
(

4. Vo, y eK™WAEK: (Az,y) = A
5. Vr,y €K™ (z,y) = (y,2)

10.5. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra
2
[z, )" < (,2) - (y,9)
teljesiil.

10.6. Definicié. Az x,y € R"\ {0} vektorok dltal bezdrt szdg

. = arccos

10.7. Definicié. A K" téren értelmezett
I :K* =Ry 2|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az alabbiak teljesiilnek ra.
e VxeK": ||z =0 <= 2=0
o Vx e K", VAeK: || Az| = |\ |z
o Vo,y € K : [lo+yl < [l + |yl
Azt mondjuk, hogy (K", ||||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.
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10.8. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a

n %
I, K =R e fall, (Z |xk|P>
k=1
[ : K* = RY = ||z = max{|zg|| k € {1,...,n}}
leképezések normdk (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).
10.9. Tétel. A K" téren minden x € K* vektorra ||z||, = \/(z,z) teljesil.

10.10. Tétel. Minden z,y € R"\ {0} vektorra

(z,y) = l[zlly lylly cos
teljesiil, ahol a a vektorok dltal bezdrt szdg.

10.11. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor minden x,y € K" esetén

Mzl =Nyl < fl= = yll

teljesiil.

10.2. Topolégiai alapfogalmak

10.12. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér. Minden r € R szamra és € K" pontra a

Bll(@) & {y e K" |lz —y|l <7}

halmazt az x pont korili r sugari nyilt gombi kérnyezetnek nevezziikk. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,.(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

10.13. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, x € K" és r € R*. Ekkor minden y € B,.(x) pontra és
p€10,r — ||z — y||[ szdmra
Bp(y) - Br(x)

teljestil.
10.14. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Ekkor a
d:K"xK"—=R (z,y) — ||z — v

leképezésre az aldbbiak teljesiilnek.
1. Ve,y e K": d(z,y) =0 < z=y
2. Vae,y e K*: d(z,y) = d(y, )
3. Va,y,z € K" d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2)

10.15. Definici6. Legyen (K", ||-||) normaélt tér.
— Az X C K" halmaz nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil.
— Az X C K" halmaz zdrt, ha K* \ X nyilt.
— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € Rt és € K", hogy X C B, (z) teljesiil.

10.16. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korlatos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

10.17. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Minden x € K" pont és r € R™ szim esetén B,(x)
korldatos, nyilt halmaz.

10.18. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K", |-||) normdlt tér.
1. Az iires halmaz és K" nyilt.
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2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

10.19. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az ires halmaz és K" zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

10.20. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K*. Ha Z zdirt halmaz és U nyilt halmaz,
akkor Z \ U zdrt halmaz és U\ Z nyilt halmaz.

10.21. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és « € K". Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 A B.(z) N (K" \ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B,(x) \ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z)N X = {z}.

10.22. Definici6. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és x € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete
az x pontnak, ha x bels6 pontja az X halmaznak.

10.23. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={z K" IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a belsé pontok halmazat; lezdrtjanak pedig az
X={reK"VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

10.24. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

10.25. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

10.26. Tétel. Legyen (K", ||-|) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az ésszes
torloddsi pontjdt tartalmazza.

10.27. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér és X C K". Ekkor

Int X = K"\ K"\ X,
X = K"\ Int(K" \ X).
10.28. Definici6. Legyen (K", ||-||) normélt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz

— st@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— strd, ha X = K".
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10.3. Sorozatok

10.29. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az a: N — K" fliggvényeket sorozatoknak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy x € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RTAIN eNVneN (n > N — a, € B.(7)).

Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.

10.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben haladé konvergens sorozat hatdrértéke egyértelmd.

10.31. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (K", ||-[|) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeloli.
n— oo

10.32. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az a: N — K" sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen 0 : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo : N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatdinak nevezzik.

10.33. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

10.34. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatarértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozat hatdrértéke.

10.35. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, A C K" és xz € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

10.36. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, ¢ € K, a,b : N — K" és A : N — K konvergens
sorozat.

1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).

2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim |ja|| = ||lim a]|.

10.37. Tétel. Legyenn € NT, p € [1,00[U{oc}, ésa: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", |-||,,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.

10.4. Cauchy-sorozatok
10.38. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RTAN e NVn,m e N (N <n AN <m) = |lan — an|| <e).

10.39. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

10.40. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
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10.41. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

10.42. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és A C K". Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes,
ha minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (K", ||-||) normalt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

10.43. Tétel. A (K", |-||.) normdlt tér teljes, tovdibbd minden A C K" zdrt halmaz teljes.
10.44. Definicié. A teljes normélt tereket Banach-tereknek nevezzik.

10.45. Tétel. A (K", |-||,,) normdlt tér Banach-tér.

10.5. Kompakt halmazok

10.46. Definici6. Legyen (K", ||-||) normaélt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
i€l i€l
minden i € [ esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.

10.47. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

10.48. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. AzY C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

10.49. Tétel. (Cantor-féle kozisrész-tétel.) Legyen (K™, |-||) normdlt tér és (K;)icr a K* kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
Ky C K; N K teljesil. Ekkor

ﬂKﬁé@.

iel

10.6. Heine—Borel-tétel

10.50. Tétel. Minden R € RT esetén a [—R, R]" halmaz kompakt az (R", ||-|| ) normdlt térben.

10.51. Tétel. (Heine—Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R", |||, ) normdlt tér egy részhalmaza
pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

10.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

10.52. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A C R".
Az (R, ||-||o) mormdit térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.
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10.8. Fiiggvények hatarértéke

10.53. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-||") normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatarértéke az a pontban A € K™, ha

Ve e R*35 e R* <f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

10.54. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™, |-||") normdlt tér, f : K* — K™ figguény, az a € K* pont az
[ fligguény értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja és legyen A, B € K™ az f fiiggvény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

10.55. Definici6. (A lim mivelet.) Legyen (K™, |-||) és (K™,|-||") normalt tér, f : K* — K™ fiigg-
vény és az a € K" pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fiiggvénynek hatarértéke
az a pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeldli.

a Tr—ra

10.56. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K, |-||) és (K™, |-|') normdlt tér, f : K* — K™
fiiggvény és a z € K" pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatarérték.

10.57. Tétel. Legyen (K™ |-|) és (K™, ||-|) normdlt tér, f g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € K" torloddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik lim f, lim g
és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(Af), a Dom(pf) és a Dom(| f]|)
halmaznak, valamint

1. lim(f 4+ g) = lim f 4 lim g;

2. im(A\f) = A(lim f);

3. lim(pf) = (lim ¢)(lim f);

4. i | £]) = [|tim -

10.9. Fiiggvények folytonossaga

10.58. Definicié. Legyen (K®, ||-||) és (K™, ||-||") normalt tér, f : K* — K™ és a € Dom f.
— Az f fiiggvény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RT (f(B(;(a)) c Ba(f(a))).
— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

10.59. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (K™, ||-||) és (K™, |-||') normdit tér, f: K* — K™
és z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

10.60. Tétel. Legyen (K™, ||-||) és (K™,|-||") normdlt tér, f : K* — K™, és az a € Dom f pont a
Dom f halmaz torléddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik

és lilrlnf = f(a).

10.61. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|") normdit tér, f,g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f NDom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

1. f+g;

2. \f;
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3. of;
4- |If1]
folytonos.

10.62. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-||') normdlt tér, A € K, valamint f,g : K* — K™ és
¢ : K" = K folytonos fiigguény. Ekkor f + g, Af, of és ||f]| is folytonos.

10.63. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (K™, ||-||) és (K™, ||-||) normdlt tér,
valamint f : K" — K™. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az f fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K® nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C K™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.

10.64. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (K®,|-||) és (K™, |-|") normdlt tér,
valamint f : K" — K™. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1

2. Minden A C K™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

10.65. Tétel. Véges dimenzids normdlt terek kozétt hatd folytonos fiigguények kompozicidja folytonos
fiigguény.

10.66. Definicié. Legyen (K, |-[|) és (K™, ||-[|") normélt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K® — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

10.67. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|) normdit tér és f : K — K™ bijekcio. Az f fiiggvény
pontosan akkor nyilt, ha f~! folytonos.

10.68. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|) normalt ter U C K" és V C K™ Az f: U — V
fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekci6 és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

10.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

10.69. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, |-||") normdlt tér K C K* kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

10.70. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", |||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f :
K — R folytonos figgvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K)
teljesiil.

10.71. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér, K C K* kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' figguény is folytonos.

10.72. Tétel. Legyen (K™, |-|[) és (K™, |-||') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz, V. C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.
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10.11. Egyenletesen folytonos fiiggvények

10.73. Definici6. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-||) normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI§ e RfVa,y e A:  (d(z,y) <6 — d'(f(z), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
10.74. Tétel. Normdlt terek kézott hato egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

10.75. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K™, |-||) és (K™, |-||") normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

10.12. Normak ekvivalenciaja

10.76. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a K™ vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K* nyilt halmaz nyilt a ||-|' norma szerint is.
2. Minden x € K" és r € RT paraméterckhez létezik olyan R € R™, melyre BL'%H (z) C pll (z).
3. Létezik olyan K € RT szdm, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K ||z|".

10.77. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett ||-|| és ||-||' normdk ekvivalensek egy-
mdssal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz
nyilt a ||-||" norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||-| norma szerint is.

10.78. Tétel. Legyen ||-||' és |-| norma a K* vektortéren. A ||-||" és ||| normdk pontosan akkor ek-

vivalensek, léteznek olyan Ky, Ko € Rt paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K ||z|" és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,
hogy minden x € K* vektorra o ||z|| < ||z||" < 8 |z]|.

10.79. Tétel. Mindenn € N ésp € [1,00[ esetén a |||, és a |||, normdk ekvivalensek a K" téren.

10.80. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.

10.13. Normak ekvivalencidjanak kévetkezményei

10.81. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsiga, zdrtsdiga, korldtossiga és kompaktsiga fiiggetlen attol,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

10.82. Tétel. Legyen f : K" — K™ fiiggvény és a € Int Dom f. Az f fiigguény a pontbeli folytonos-
sdaga figgetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtdl.

10.83. Tétel. Az a: N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke figgetlen a K" téren vdlasztott
normdtol.

10.84. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K", ||-||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kom-
pakt, ha korldtos és zdrt.

10.85. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-tétel véges dimenziés normdlt terekben.) Legyen a (K*,||-||) nor-
malt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladd sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

10.86. Tétel. Az (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér, tovibbd minden zdrt részhalmaza teljes.

10.87. Tétel. Ha (K", ||||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.
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10.88. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér ési € {1,...,n}, akkor a

pr, : K" =K (T1,...,20) — x;
fiigguény folytonos.
10.89. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|") normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torléddisi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,... ,m} esetén létezik
a
a lim f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,...,m} indexre
a

(i), =1

teljesiil.

10.90. Tétel. Ha (K™, ||-|) és (K™, ||-|) normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; fiigguény folytonos az
a pontban.

10.14. Sorok

10.91. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", ||-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszsleges soro-
zat.

n
— Azt a jol meghatarozott Y a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
T =0

definidl, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roéviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jelsljiik. !

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatérozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-
o0 n
gens. Ekkor a z%an = nh_{%O kz a,, jelolést hasznaljuk.
n= =0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

10.92. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K", |-||) normdlt tér és a : N — K"
olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

10.93. Tétel. Legyen (K", |||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha ay_ a sor abszolit konvergens,
akkor a > a sor konvergens és

oo oo

D il <D llall

k=0 k=0

10.94. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzett sor konvergens. Ekkor minden

A € K esetén - - - - -
Zan—l—bn:Zan—i—an ZA%ZAZ%
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljesiil.

10.15. Linearis leképezések

10.95. Definici6é. A
A:K" - K™ x — A(x)

leképezésrél azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z,xo € K" vektorra és minden A, 4 € K szamra

A(Azy + paa) = MNA(x1) + pA(zs)
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teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazéra a Lin (K", K™) jelolést hasznéljuk.
A Lin(K", K) teret a K® vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K")*.
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznalni.

10.96. Tétel. Ha i€ {1,...,n}, akkor a
pr, : K" =K (T1,...,Zn) — x;

fiigguény linedris.
10.97. Tétel. Legyen A € Lin (K", K™) és minden ¢ € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen
Aj; = (Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,...,m} indexre

n

(Ax)] = ZAJZxZ

i=1

teljesiil.

Je{1l,s ¥

A linedris leképezés mdtrizdnak, ahol minden j € {1,...,n} és i € {1,...,m} indexre A;; = A(e;);.
A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a linearis leképezés és matrixa kozott. Az A leképezés
matrixdnak az elemeit a

10.98. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (A;;)cq1,...,my rendszert nevezziik az

Agy Ay ... Ay
A= . . _ .
Ani Am2 ... Amn

moédon szokés felirni.

10.99. Tétel. Minden ¢ € Lin(K",K) esetén létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K"
vektorra

e(y) = (z,y)

teljesiil.

10.100. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|') normdit tér és A : K* — K™ linedris leképezés. Ek-
kor
1. a
X={zek"| |z| <1}

jelolés mellett sup |Az||" < oo teljesiil;
reX

2. minden x € K" vektorra
[Az|" < ||z| - sup || Az|’;
rzeX

3. A folytonos.
10.101. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér. A Lin(K", K™) tér vektortér, melyen a

[ : Lin(K", K™) — Ry A sup |Az|’
el <1

leképezés norma.
10.102. Definicié. A (K", |-||) és (K™, |-|') normalt terek esetén a

[I]| : Lin(K", K™) — Rar A sup ||AatH/
lz]|<1

leképezést operdtornormdanak nevezziik.
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10.103. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|) normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K" K™) és
x € K". Ekkor
!
[Az|[" < lA]l - [|]] -

10.104. Tétel. Legyen (K", ||| ;) normdlt tér minden i = 1,2,3 esetén, legyen A € Lin(K",K"2)
és B € Lin(K"2,K"). Ekkor
IBA|l < |[B] - [|All

teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsdnak nevezziik.

10.105. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.

10.106. Tétel. (Carl Neumnann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre ||A|| < 1 teljesiil, akkor a
oo

Z A™ sor konvergens, az id —A elem invertalhato és
n=0

ZA”— id—A)~

teljesiil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.
10.107. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~ '},
(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhato linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
1. minden a € GL(n,K) elemre BH o (a) € GL(n,K);
2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
3. azi:GL(n,K) = GL(n,K), i(a) = a~ ! leképezés folytonos.

10.16. Multilinearis leképezések
10.108. Definicié. Adott k € Nt esetén az

k
A:HK“—)K'“ (@1, k) — Az, .. xg)

i=1
leképezésrdl azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy k-linedris, ha mindegyik véltozdjdban line-
aris, azaz, ha minden (;)i=1, .k, (Yi)i=1,..k € HK" vektorrendszere, minden A, u € K paraméterre
és minden ¢ € {1,...,k} indexre -

A1,y i1, AT+ 1Y, T 1y - k) = AA(X1, o Tk) + BA(T1, - o Tie 1, Yis Tl - - - T)

teljestil.

k k
A k-lineéaris HK“ — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K",Km> vagy a Lin” ((K")k ,Km>
i=1
jelolést hasznaljuk

10.109. Tétel. Legyen k € N, valamint A € Lin® ((]K“)’c ,Km). Minden iy,... i € {1,...,n} és
j € {1,...,m} esetén legyen Aji, i, = Ales, ...€i);. Ekkor minden (V... . 2*) € K" vektor és
j€{l,...,m} index esetén

1 k
A(x(l),...,x(k))j— Z Ajiy it ol (10.1)

teljesiil.
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10.110. Tétel. Legyen k € N*, (K™, ||-|) és (K™, ||-|') normadit tér és A : (K™)* — K™ multilinedris
leképezés. Ekkor
1. a

k
X =[[{w: ek | Jluill <1}
=1

jelolés mellett sup ||A(z)||" < oo teljesiil;
zeX
2. minden x1, ...,z € K" vektorra

4 .
’

1A, z)ll” < Mzl - llzxll - sup [|A(2)]]
reX
3. A folytonos.
10.111. Tétel. Legyen k € Nt (K*,||-||) és (K™, ||-||") normdlt tér. Ekkor a

k
I Lin® (%), K™) 5 RS A sup {Ax”' Ry | ze[[{w ek Jloill < 1}}

i=1

leképezés norma.

10.112. Tétel. Ha k € N, (K", ||-]|) és (K™, |-||") normdlt tér, akkor (Link ((K")k,Km>7||'H>
Banach-tér.

10.113. Definicié. Legyen k € N*. Azt mondjuk, hogy az A : (K“)k — K™ fliggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciora és minden 1, ...,z € K" elemre

Alzy, k) = ATy, To(k))

teljesiil. A (K™)* — K™ szimmetrikus multilineéris leképezések halmazat Lin®((K™)" , K™) jeldli a
tovabbiakban.

10.114. Tétel. Legyen k € N*, (K", ||-||) és (K™, ||-||') normdlt tér. A
p:Lin (K", Lin® (K")*, K™))) = Lin** (") k™)
A ((a:l,zg, Ty Thp1) (A(xl))(xg,...,xkﬂ))
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcié és minden A € Lin (K“,Link ((K“)k ,Km)> elemre

(A = [1All

teljesiil.

10.115. Definicié. Legyen k € N* és A € Lin” ((K“)k ,]R).
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Va € K" vektorra A(z,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(x,...,z) <0.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(x,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Jz,y € K" melyre A(z,...,x) > 0és A(y,...,y) <O.

10.116. Tétel. Legyen k € NT és A € Lin® ((K“)k ,R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik

olyan K € RT, hogy minden v € R* esetén A(v[¥) > K||v\|k; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € R, hogy minden v € R" esetén A(vlF)) < —K' ||v||*.
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10.17. Kontrakciok és a Banach-féle fixponttétel
10.117. Definici6. Egy f: K* — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0,1[Va,y € Dom f: (d(f(x), f(y) < Cd(z,p)).
A C szamot gyakran kontrakcios egyiitthatonak nevezik.
10.118. Tétel. Minden kontrakcid folytonos.

10.119. Tétel. (Banach-féle fixponitétel euklidészi terekben.) Legyen Q@ C K" egy teljes részhalmaz
és [ : Q — Q kontrakcid. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q pont melyre f(y) =y teljesiil.

10.18. Konvex halmazok szétvalasztasa

10.120. Definicié. Legyen (K", ||-||) norméalt tér és A C K". Ekkor az A halmaztdl valé tdvolsdg
fiigguénye

dist4 : K" - R zZ ing d(z,z).
re

10.121. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K" nem dres halmaz. Ekkor
1. minden z,y € K" esetén
|dist 4(x) — dista(y)| < d(z,y)
teljesiil;

2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos és folytonos;
3. A={z € M| dista(z) = 0}.

10.122. Definicié. Az A, B C K" halmazok tdvolsiga a ||-|| norma szerint

dist(A, B) =inf {|z —y|| |z € A, y € B} .

10.123. Definicié. A K C K" halmaz konvez, ha minden z,y € K pontra és ¢t € [0, 1] paraméterre
(1 —-t)z+ty € K teljesil.

10.124. Tétel. (Zdrt konvex és kompakt konver halmazok szétvdlasztisa.) Tegyiik fel, hogy K,Z C
R™ olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zairt.

1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden © € K esetén (z,x) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

10.125. Tétel. (Zdrt konvex halmaz és pont szétvdlasztdisa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R\ Z Ekkor létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,x) < c.

10.126. Tétel. Legyen Z C R" zdrt konvex halmaz és
H={(z,c) eR*" xR|Vz € Z: (2,2) <c}.

FEkkor

Z= (] {weR" (z,y) <c}
(z,c)€EH

teljesiil.
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10.19. Az algebra alaptétele
10.127. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre

VO eRTIreRTVz eC: r<|z| = C<|f(2)]
VeeC: f(z)#0 = JyeC: [fly)| <|f(@)|

teljesil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

10.128. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € RT esetén létezik olyan
r € R, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

10.129. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(x) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesiil.

10.130. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elséfoki C — C polinomnak létezik gyoke.

11. Figgvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

11.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

11.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {te () Dom f£,, | 3 lim fn(t)} S K™t lim fo(0) .
n—oo n—oo
neN
A pontonkénti hatarfiiggvényre a lim f,, jelolést hasznaljuk.
n—oo
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f figgvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és lim f,|a = fl|a
n—oo
teljesiil;
— pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész M halmazon konvergdl az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergl;
— egyenletesen konvergdl f figguényhez az A halmazon, ha

Vee RTAN e NVn e NVt € A: (N <n — ||fult) — fF(D)]| <¢)

teljestil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal;

— lokdlisan egyenletesen konvergens ha minden ¢t € Dom f pontnak van olyan kérnyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

11.2. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f,, € F(M,K™).
— Az (fn)nen fligguénysorozathoz rendelt figgvénysort a

k

D fa N FIMK™) ke [t Y f(t)

=0

képlettel definialjuk.
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- A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiiggvénye
n

an:{te () Dom f, | Han@)}%K‘“ ter Y fult)

neN neN neN neN

— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z fn és minden t € A esetén Z I fn ()] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a Z fn fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon
n
pontonként abszolit konvergens.

11.3. Tétel. Legyen M C K" nem tires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,K™) olyan figguénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. Ek-
kor az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve eRTAN e NVn,m e NVt € M : (N <n,m — ||fu(t) — fm(t)]| <€)
teljesiil.
11.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az [ = nh_)rrgo fn hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen
konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).

11.5. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyik fel,

oo
hogy létezik az f = Z fn Osszegfiigguény, Dom f = M és a Z fn fligguénysor egyenletesen konvergdl

n

n=0
az f figguényhez. Ekkor f € C(M,K™).
11.6. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n—oo

egyenletesen konvergdl az [ figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f figguényhez a K halmazon.

11.2. A korlatos folytonos fiiggvények tere

11.7. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetszbleges fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP (M, K™) jeloli.

11.8. Tétel. Legyen M CK". A

||'||sup :

CP(M,K™) =R f~s sup|/f(t)]|
teM

leképezés norma a CP(M,K™) vektortéren, azaz

1.Vfe CP(M,K™) : [fllgp =0 ¢ f=0;

2. VAEKVf e CO(MK™) : [[Afllgup = Al [1f lgups

3. Yf,9 € CP(M,K™) = [[f + gllsup < I1flsup + 191 5up-
11.9. Tétel. Legyen M C K" és (fu)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens
fiiggvénysorozat, melyre f = nlgr;o fn € CP(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fiigguényso-

rozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (C*(M,K™), ||| ,,) normdlt térben,
azaz, ha

VEGR+3N€NVTL€NC (N<’/l — ||fn7f||sup<€)

teljesiil.
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11.10. Tétel. Ha M C K", akkor (C*(M,K"™),||-|,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban haladd (f,,)nen fliggvénysorozathoz, melyre

Ve e RTAIN eNVn,m e N: (N <n,m = [|fo = fnllsp <€),
teljesiil, létezik olyan f € C*(M,K™), melyre
VeeR*"INeNVReN: (N<n = ||fo— fllap <)

11.11. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halads figgvénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

11.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.)  Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halado
fiigguénysorozat. Ha

Ztsgjgllfn(t)ll < oo

neN

teljesiil, akkor a Z fn fligguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n

11.3. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor derivalasa és integralasa
11.13. Definicié. Adott z,y € R" esetén a

{tz+ (1 —-t)y| t €[0,1]}

halmazt szakasznak nevezziikk. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jeldlni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].
11.14. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergens a B,(a) halmazon, akkor
1. minden x € B,.(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo
2. az f : B.(a) = R, f(z) = lim f,(z) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n— o0
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

F(@) = lim f)().

n—oo

11.15. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatésiga.) Legyen Q C R nyilt intervallum, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q — R differencidlhatd figgvény. Ha az (f))nen fligguénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az 0 halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;

n—oo
2. az f: Q= R, f(x) = lim f,(z) figgvényhez lokdilisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—oo
fligguénysorozat;
3. minden x € Q) esetén
/ 1 /
fi(z) = lim_f(x).

11.16. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatosdga.) Legyen Q@ C R nyilt interval-
lum és minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R differencidlhaté figgvény. Ha a Zf,’l fiiggvénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a €  pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor
n=0
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o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0

2.az f:Q =R, f(x) = Z fn(x) figguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0

n
vénysor;

3. minden x € Q) esetén

F@ =3 fi@).
n=0

11.17. Tétel. (Figguénysorozat hatdrfiggvényének integrilhatésiga.) A C([a,b],R) halmazban ha-
ladé (fn)nen o fiigguénysorozatril tegyiik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfiggvényéhez az [a,b]
intervallumon. Ekkor

b b
lim fn= / lim f,

n—oo a n—0o0

teljesiil.

11.18. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének integrdlhatésiga.)  Legyen (fn)nen @ C([a,b],R)
halmazban halado fiigguénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az

dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor
oo b b oo
> [ =X
n=0"a @ n=0

teljesiil.

11.4. Hatvanysorok

11.19. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetszsleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi moédon.

P, : {x e K ‘ Z anpx” konvergens} —-K z+— Z anpx”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kozépponti hatvinysornak nevezziik.
- Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 <limsup V/|a,| < oo;
n—oo

1
limsup ¥/|an|’

R AN n—00
a = 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup V/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

11.20. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < R, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor divergens.
3. Har € [0, R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvdnysorra

Z sup |lant"|| < oo
nENteBT(O)

teljestil.
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4. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvdinysor a Bg,(0) halmazon folytonos fiigguény.

11.21. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti differencidlhatdsdiga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatarozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden x € R,
|z| < R, esetén a hatvdnysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

Pl(z) = Z apka®1,
k=1

11.22. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti integrdlhatésdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal meg-
hatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelélje R,. Minden o, B € R, a < 3,
[, B] € ]—Ra, Ra| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhato az (o, 8] intervallumon, azaz

[e4

11.5. Abel-tétel
11.23. Tétel. Ha a : N — R olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens, akkor minden n € N

esetén
n+m

>

k=n

lim sup = 0.

n—oo meN

11.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,
hatvanysor konvergens az xo € {R,, —Rq} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
€s a Pyl|0,z0 fligguény folytonos.

11.6. Approximacié polinomokkal

11.25. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] - K ésn € NT. Az f figguény n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezzik az

Bj:R—K tH(b_la)ng%(Z)f(aJrz(b—a)) t—a)fb—t)"*

polinomot.

11.26. Tétel. (Approximdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = K
folytonos fiigguény. Ekkor

lim ( sup ’B,J:(t) - f(t)’) =0.

n=00 \iela,b]

11.27. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = K folytonos figgvény. Ekkor minden ¢ € R™
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden = € [a,b] szimra

[f(z) —p(z)| <e

teljesiil.
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12. Differencialszamitas véges dimenziéban

12.1. Differencidlhatésag

12.1. Tétel. Legyen [ : R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R",R™),
melyre
@) @) e —a) (@)~ (@) (e~ a)

z—a [l —af —a [z —af

=0

teljesil. Ekkor u = v.

12.2. Definicié. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhato, vagy (Fréchet-) derivdlhatd az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

o S0 = f@) = A —a)

—a [z = af

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:R" — R™ fiiggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

Df = {(a,A) € (Int Dom f) x Lin(R", R™) | 1im &) =f(@ =Alz=a) _ 0}

=—a [l —af

fliggvényt.

— Az f differencidlhatd, ha Dom f = DomDJ.

— Az f folytonosan differencidlhato, ha differencidlhatd és D f folytonos. Az A C R" nyilt hal-
mazon értelmezett, R™ értékd, folytonosan differencialhaté fiiggvények halmazat C'(A,R™)
jeloli.

12.3. Tétel. (A differencidlhatésdg jellemzése.) Legyen f : R — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R",R™) leképezés pontosan akkor az f figgvény a pontbeli derivdltja, ha

Ve e RT35 € R*Yz € R™ <||x —a <6 = ||f(2) - fla) — Az —a)|| < e |z — a||)
teljesiil.

12.4. Tétel. Legyen f: R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Az f fiigguény a pontbeli differencidl-
hatdsdiga és (Df)(a) értéke figgetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtol.

12.5. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a

i @) = (@)

T—a T —a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre

i 7@) = f(a) = (D) (a))(z — a)

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovdbbd ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

12.6. Tétel. Legyen f : R* — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhaté az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.
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12.7. Tétel. Legyen f:R" - R™ és a € Int Dom f. Az f fligguény pontosan akkor differencidlhato

az a pontban, ha minden i € {1,...,m} index esetén az f; : R" — R figgvény differencidlhaté az a
pontban. Tovdbbd ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,...,m} index esetén
(Dfi)(a) = pr;o(Df)(a)
teljesiil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetiink, hogy ha minden ¢ € {1,...,m} esetén
(Dfl)(a) = (Azl Aig e Azn) 5

akkor

Ayp A o Ap

A21 A22 “ e A2n

op@=| 77
Aml Am2 s Amn

12.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

12.8. Tétel. Legyen f,g : R* — R™, ¢ : R* — R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f NDom g N Dom @) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhato az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden ¢ € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);

3. of differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a).

12.9. Tétel. Minden Q C R" nyilt halmaz esetén C*(Q,R™) vektortér.

12.10. Tétel. (Kozvetett figgvény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen g : R™ — R"2  f .
R" — R" ésa € IntDom f o g. Ha g differencidlhatd az a pontban és f differencidlhaté a g(a)
pontban, akkor f o g differencidlhaté az a pontban és

(D(f o g))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

12.3. Irdnymenti derivalt

12.11. Definicié. Legyen f : R® — R™ fiiggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyid derivdltja, ha létezik a

t —
L fat 1)~ f(a)
tER t
t—0
hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e iranyi (Gateaux-)
derivdltjinak neveziink.

12.12. Tétel. Legyen f : R" — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,
tovabbd (Def)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.

12.4. Néhany specialis fiiggvény derivaltja
12.13. Tétel. Az A € Lin(R",R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhato és
DA :U — Lin(R",R™) a— A

teljesiil.
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k

12.14. Tétel. Ha u = (uy,...,ux) € HR'”, ésje{l,...,k}, akkor az
i=1
k
inuJ (RY — HRM T = (ul, ey U1, Ty U,y .,uk)
i=1

inklizio fiiggvény derivdltjira minden a € R™ pontban
(Diny,;)(a) = ing,,

teljesiil, azaz

k
(Din%j)(a):R"f—)HR“i x+—(0,...,0, = ,0,...,0).
=1 j. hely

12.15. Tétel. Legyen k € N és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén

k—1
(Df)(a) : Lin(R") — Lin(R") b~ Z aibgk—1-i
=0

teljesiil.

12.16. Tétel. Ha
GL4(R) = {a € Lin(R")| 3a~'},

akkor az invertdlds i : GL,(R) — GL,(R), i(a) = a~? fiigguvényére minden a € GL,(R) pontban
(Di)(a) : R" —» R" b —a tba™!

teljesiil.

12.5. Vektor-vektor fiiggvény derivaltja

E
12.17. Definicié. Legyen k € N*, f : HR“"’ — R™, a = (a1,...,ar) € Dom f, valamint i €
i=1
{1,...,k} tetszsleges index.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhatd a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az

foing,; : R"™ — R™ z flar,...,a4i-1,%,ai41,...,0%)

fiiggvény differencialhato az a; pontban és ekkor a

(0if)(a) = (D(f oing,))(a:)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fiiggvény i-edik vdltozo szerinti derivdltfiiggvényének nevezzik a

0, f = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™, R™) foin,; differencialhaté az a; pontban }

és A= (D(foing;))(ai)

fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhato az i-edik vdltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.

— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhaté az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhat6 az i-edik valtozdja szerint és 0; f folytonos.
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k
12.18. Tétel. Ha az f : HR'” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
k
minden x € HR"i vektorra
i=1
k
(Df) (@) (@) =D (0:f) (@) ()
i=1

teljesiil.

12.19. Tétel. Ha az f : R" — R fiiggvény differencidlhatd az a € Int Dom f pontban, akkor minden

x € R™ vektorra
n

(Df)(@)(@) =Y ((9:f) @)z,

i=1
teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén

(Df)(a) = ((01f)(a) (92f)(a) ... (9uf)(a)).

12.20. Tétel. Legyen f : R™ — R™ olyan fligguény, mely differencidlhato az a € R™ pontban. Ekkor
a (Df)(a) € Lin(R"*,R™) linedris leképezés mdtriza

(Ofi)(a)  (O2f1)(a) -+ (Oufi)(a)
(O1f2)(a) (O2f2)(a) -+ (Onf2)(a)

(Df)(a) = : : :

(O1fm)(a) (O2fwm)(a) --- (Onfm)(a)

12.21. Definicié. Legyen f : R"™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.
Ekkor a (Df)(a) € Lin(R", R™) linearis leképezés matrixat az f fiiggvény a pontbeli Jacobi-mdtrizdnak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(O1f1)(a)  (Oaf1)(a) -+ (Ouf1)(a)
(O1f2)(a)  (92f2)(a) --- (Ouf2)(a)

(O fw)(@) (O2fwm)(a) - (Onfw)(a)
Az n = m esetben ezen matrix determinansat nevezziik Jacobi-determindnsnak.

12.22. Tétel. Legyen f : R"™ — R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszéleges index. Ekkor
az [ fliggvénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (D, f)(a) teljesiil.

12.6. Gradiens, divergencia és rotaicié

12.23. Definicié. Legyen f:R"™ — R tetszéleges fiiggvény.
- Ha az f fiiggvény differencialhato az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(Ouf)(a)) € R®
vektort az f fiigguény a pontbeli gradiensének nevezzik és a (grad f)(a) szimbélummal jeldljiik.
— Az f fiiggvény gradiensének nevezziik a

grad f : Dom(Df) —» R" a— ((01f)(a),...,(0nf)(a))
fliggvényt.
Bevezetjiik a V f = grad f jelolést, ahol a V szimbélumot nabla-operdtornak nevezziik.

12.24. Tétel. Legyen f : R® — R olyan figgvény, mely differencidlhato az a € R™ pontban. Ekkor
minden © € R" vektor esetén

(Df)(a))(z) = ((grad f)(a),z)

teljesiil.
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12.25. Tétel. Legyen f : R" — R tetszdleges fiigguény és legyen a,e € R™. Ha az [ fiigguény
differencidlhaté az a pontban, akkor létezik az f fligguény a pontbeli e irainymenti deriviltja és

(Def)(a) = ((grad f)(a), €) .

12.26. Definicié. Legyen f: R"™ — R" fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhaté az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f figgvény
a pontbeli divergencidjinak nevezzik és a (div f)(a) szimbolummal jeloljiik.
— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a

div f : Dom(Df) = R a— Tr((Df)(a))
fliggvényt.
A divergencidra hasznéaljuk még a V f 2 div f jelolést.

12.27. Tétel. Ha f: R" — R" differencidlhaté az a € R" pontban, akkor

n

(div f)(a) =Y (9:f:)(a).

i=1
12.28. Definicié. Minden f : R" — R fiiggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) - R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

12.29. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges fiiggvény. Ekkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af)(a) =D (07f)(a)

k=1

teljesiil.

12.30. Definicié. Legyen f : R3 — R3 tetszéleges fiiggvény.
~ Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R® pontban, akkor a

((22f3)(a) = (D3 f2)(a), (B3 f1)(a) — (D1f3)(a), (D1 f2)(a) — (B2 f1)(a)) € R®

— Az f fiigguény rotdcidjanak nevezzik a
rot f :Dom(Df) — R?
a = ((92fs)(a) = (93f2)(a), (8sf1)(a) — (01f3)(a), (1 f2)(a) — (02f1)(a))
fliggvényt.

A rotaciora hasznéaljuk még a V x f 2 rot f jelolést.

12.7. Folytonosan differencidlhaté fiiggvények
12.31. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ olyan figgvény, mely differencidlhatoé az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € |a, b[, hogy

17 () = fla)llo < IDF) )] - 1o = all,

ahol
DA = sup [(Df)(c))zll,-

)l <1
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12.32. Tétel. (Véges névekmények formuldja.) Ha f : R™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidl-
haté az [a,b] szakaszon, akkor

1£(b) = fla)ll, < ( sup (Df)(C)H) o= ally,

ahol
D))= sup [[(Df)(e))xl,-

=<1

12.33. Tétel. Legyen Q2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q@ — R™ olyan differencidlhatd fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

12.34. Tétel. Legyen f : R* — R figguény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fiigguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q0 halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom 0, f és
a O;f figguény folytonos az ) halmazon.

12.35. Tétel. Legyen f : R* — R™ és Q@ C Dom f nyilt halmaz. Az f figguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhaté az Q halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; fiiggvény folytonos az Q halmazon.

12.8. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor differencidlhatésaga
12.36. Tétel. Legyen r € RY, a € R™, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ diffe-
rencidlhato figguény. Ha létezik a lim f,, (a) hatdrérték és az (Df,)nen fligguénysorozat egyenletesen
konvergens a B,(a) halmazon, akkor

1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;

n—oo
2. az f : B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n— oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

(DF)(@) = Tim (Df)(x).

12.37. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatdsiga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhatd figgvény. Ha az (f])nen fliggvénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € ) pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;

n—oo
2. az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q — R", f(z) =
lim f,(x) figgvényhez;
n—oo
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = lim (Df,)(z).
n—oo

12.38. Tétel. (Figguénysor differencidlhatisdga.) Legyen @ C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q — R™ differencidlhato fiiggvény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan xo € 0 pont, melyre létezik a

Z fn(x0) Osszeg, akkor

n=0

oo
1. minden x € Q) esetén létezik a Z fn(x) Osszeg;

n=0
2. az Z(f”> fiigguénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q@ — R*, f(x) = an(x)
n=0

fdggvé?zyhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(x)

neN
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12.9. Inverzfiiggvény tétel

12.39. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.) Legyen [ : R® — R" tetszdleges fiigguény és a € R". Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q@ C Dom f nyilt
kérnyezete az a pontnak, melyre

1. flq injektiv;

£(2) nyilt halmaz;

flo homeomorfizmus Q és f(Q) kézitt;
az (fla)~! figguény differencidlhato;
minden x € ) pontra

(D((fl2)™)(f(x)) = (Df)(z))~!

teljesiil;
6. a D(f|a)~! fiigguény folytonos az f(a) pontban.

12.10. Implicitfiiggvény tétel

12.40. Tétel. (Implicitfigguény tétel.) Legyen f : R" XR™ — R™ tetszdleges figgvény. Ha (a1,as) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,as) pontban és det(02f)(a1,az2) # 0, akkor létezik olyan Qq, Qs
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X Qg g DOHl(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhatd figgvény, melyre p(a1) = az, minden

x € QO esetén

fz,0(2)) = flar,az2) és (Dg)(x) = = ((9f) (@, p(x))) " (1)@, p(2))

teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

12.11. T6bbszoros derivaltak

12.41. Definici6. Legyen f :R"™ — R™ fliggvény és k € N\ {0, 1}.
— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D*~1) f).
— Az a € DomD(D*=D f) esetben (D(D*Vf))(a) € Lin(R®, Lin®*~*((R")* ' ,R™)), ennek a

pe—1 : Lin(R™, Lin* ' (R™)*™!  R™)) — Lin®((R™)" ,R™))
A (@10 sm0) = (A1) w2, )
izometrikus bijekcioval jelslje (D) f)(a). Az f fiiggvény k-adik derivdltjanak nevezziik a

D® f: DomDMDM* YV f) = Lin* (RN, R™)  a— pr_1 0 (DDF D f))(a)

fliggvényt.

— Az f figgvény k-szor differencidlhatd, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f figguény k-szor folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, k-szor folytonosan differencidlhato
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jeldli.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatdé, ha minden k € N esetén k-szor differencidlhato.

Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékid, végtelenszer differencidlhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeloli.

12.42. Tétel. Legyen Q C R™ nyilt halmaz, k € NT és f : Q — R k-szor differencidlhaté fiiggvény.
Ekkor minden a € Q és (M, ... z(F) € R" esetén

(D® @) (D, ..., 2®) = Z (B, - 0 (@) -2V 2P,
i1, in=1
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12.43. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidlis derivdltakrdl.) Legyen Q C R"
nydlt halmaz és f : Q@ — R olyan figguény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0,0;f
fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0;0;f = 0;0;f teljesil az
Q halmazon.

12.44. Tétel. Legyen © C R"™ nyilt halmaz, k € Nt és f : Q — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1,...,ix € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D™ f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

12.12. Taylor-sorfejtés

12.45. Definici6. Legyen k € Nt f : R* — R fiiggvény és a € Dom(DW®) ). Az f figgvény a
pontbeli k-ad foku Taylor-polinomjdnak nevezzik a

k
T/,:R" =R (2) =T (2) 2
=0

| —

(DY f)(@)(@ — o)

~

polinomot, amit az

Tl (z) = +Z Z 00 0) (@) (s, —aiy) - (0, — ag,).

11,...,0=1

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differencialhat6 az a € Dom f pontban, akkor az f fligguény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

T/:R >R T{@)2)
k=0

(D® f)(@)( — a)

2ls

hatvanysort.

12.46. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki figguényekre.) Legyenk € N* a b e R™ és f : R* - R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az | fiigguény k-szor folytonosan differenci-
d@lhaté az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az ]a,b| nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
¢ €la, b, melyre

k

=3 L@ -0+ s (DD (E - )
=0

SN

12.47. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € NT, a,b € R" és f : R® — R olyan fiigguény melyre
[a,b] € Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhato az |a,b] nyilt szakaszon. Ekkor

z€]a,b|

£0) - 4,0 < ( o [0 7)o H) = aHk+1.

12.48. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértéki fiigguényekre.) Legyen k € N* f:R"™ —
R és a € R™, melyhez létezik olyan r € RY, hogy az f fiiggvény k-szor differencidlhaté a B, (a)
halmazon és DR f folytonos az a pontban. Ekkor

f(z) - T ()

im
=z —al”
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12.13. LokAlis szélsGérték jellemzése

12.49. Definicié. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik € R™, hogy minden x €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden z €
B, (a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik € RT hogy minden
a # v € B.(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha lokilis minimuma vagy lokilis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokalis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

12.50. Tétel. Legyen f : R™ — R tetszdleges figguény és a € Dom(Df). Ha az f fiiggvénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

12.51. Tétel. Legyen f : R™ - R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan r € RT, hogy az
f figguény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D¥)f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (D) f)(a) # 0.
1. Ha az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiiggvénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdiros és a (D) f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (DY f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.
4. Ha a (DY f)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
mazimuma van az a pontban.
5. Ha a (DW) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.
6. Ha k pdratlan, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsdértéke az a pontban.

12.52. Definicié. Legyen f: R"™ — R és a € Dom f. Ha az f fiiggvény kétszer differencialhaté az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D® f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.

12.14. Feltételes szélsGérték

12.53. Tétel. Legyen k € NT, f : R™ — R folytonosan differencidlhaté fiigguény, valamint minden
i 6 {1,...,k} esetén legyen g; : R® — R folytonosan differencidlhatd figguény. Tekintsik a H =

ﬂ 9i (0) halmazt. Tegyik fel, hogy az a € HNDom f olyan pont, hogy a ((Dg;)(a))ieq1,... ky rendszer

lmeamsan fiiggetlen. Ekkor, ha az f|ug figguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor
egyértelmiten léteznek olyan aq, ..., ar € R paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Zai((Dgi)(a))

teljesiil.
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13. Metrikus terek

13.1. Metrikus terek topologiaja

13.1. Definicié. Az M halmazon értelmezett metrikinak vagy tdvolsdgfiiggvénynek neveziink min-
den olyan
d: M x M — R (x,y) — d(z,y)

fliggvényt, melyre az aldbbiak teljesiilnek.

e Vr,ye M: dz,y) =0 <=y

o Vo, y e M: d(z,y) =d(y,x)

o Vu,y,z€ M: dx,z) <d(z,y) +d(y,2)
Az (M, d) part metrikus térnek nevezziik, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

13.2. Tétel. Tetszdleges M nem tires halmaz esetén

1 ha z#vy,

d:MxM—R (x,y)+—>{0 ha =y

metrika, tehdt minden nem tres halmazon létezik egy kitintetett metrika.

13.3. Definici6é. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden r € R szamra és x € M pontra a

A
Br(z) ={y € M| d(x,y) <r}
halmazt az x pont kérili r sugari nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

13.4. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, v € M és r € RY. Ekkor minden y € B.(z) pontra és
p €10,r —d(z,y)[ szdmra
Bp(y) - Br(x)

teljesiil.

13.5. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha M \ X nyilt;
— korldtos, ha létezik olyan r € R* és x € M, hogy X C B,.(z) teljesiil.

13.6. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

13.7. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden x € M pont ésr € RT szdm esetén B,.(x) korldtos,
nyilt halmaz.

13.8. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az ires halmaz és M nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

13.9. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az iires halmaz és M zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zairt.

13.10. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és Z,U C M. Ha Z zdirt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

13.11. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér, X C M és z € M. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 AN B.(z)N(M\ X) # 0;
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— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B.(z) \ {z}) N X # 0;
— 4zoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e R* : B.(z) N X = {z}.

13.12. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x bels6 pontja az X halmaznak.

13.13. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Az X C M halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={zeM|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a belsé pontok halmazat; lezdrtjanak pedig az
X ={reM|VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

13.14. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

13.15. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszéleges X C M halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

13.16. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torloddsi pontjat tartalmazza.

13.17. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Ekkor
Int X =M\ M)\ X,
X =M\ Int(M\ X).
13.18. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X, Y C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz

— strd az Y halmazban, ha X =Y;
— stird, ha X = M.

13.2. Metrikus alterek
13.19. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor (A,d|axa) is metrikus tér.

13.20. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az (A, d|axa) part az (M, d) metrikus tér
alterének nevezziik.

13.21. Tétel. (Nyilt és zdrt halmazok metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M,
B C A ésd =d|axa. Ekkor az aldbbiak teljesiinek.

1. A B halmaz pontosan akkor nyilt az (A,d') metrikus altérben, ha létezik olyan U C M nyilt
halmaz, melyre B = ANU teljesiil.

2. A B halmaz pontosan akkor zdrt az (A,d") metrikus altérben, ha létezik olyan Z C M zdrt
halmaz, melyre B = AN Z teljesiil.

13.22. Tétel. (Halmaz lezdrtja metrikus altérben.) Legyen (M, d) metrikus tér, A C M, d' = d|axa
és minden B C A esetén jelélje B a B halmaz lezdrtjit az (M,d) metrikus térben és B a B halmaz
lezdrtjat az (A,d') metrikus térben. Ekkor minden B C A halmazra

B=BnA

teljesiil.
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13.3. Ekvivalens metrikak

13.23. Definicié. Legyen d; és do metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a di és do metrikik
ekvivalensek, ha minden dy metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a de metrika szerint is, valamint minden
ds metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a d; metrika szerint is.

13.24. Tétel. Legyen n € Nt és p € [1,00].
1. A

A ~ B
dp K" x K" = RY  (2,y) = dy(z,y) = (Z |2y, — yk|p>
k=1

deo : K" x K" — R (z,y) = doo(z,9) émaxﬂxk -yl | ke {l,...,n}}

leképezés metrika.
2. Minden p € [1,00[ esetén a d, és a de metrikik ekvivalensek.

13.4. Sorozatok metrikus terekben

13.25. Definici6. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
— Azt mondjuk, hogy x € M az a : N — M sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RYIN € Nvn € N(n > N — a,, € B:(2)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — M sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

13.26. Tétel. Metrikus térben halado konvergens sorozat hatarértéke egyértelma.

13.27. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M konvergens sorozat
hatarértékét lima vagy lim a, jeloli.
n— oo

13.28. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a : N — M sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen 0 : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indezxsorozat), és legyen a : N — M tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo: N — M sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezzik.

13.29. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

13.30. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozat hatdarértéke.

13.31. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, AC M és x € M.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

13.32. Tétel. Legyen n € N7, p € [1,00[U {00}, és a : N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan
akkor konvergens a (K™, d,) térben, ha mindeni € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens
és ekkor minden i € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.
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13.5. Cauchy-sorozatok
13.33. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RTAN e NVn,m e N (N <n AN <m) — d(ay,an) <e).

13.34. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
13.35. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
13.36. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

13.37. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M, d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

13.38. Tétel. Legyen (M,d) teljes metrikus tér és X C M zdrt halmaz. FEkkor az (X,d|xxx)
metrikus altér is teljes.

13.6. Kompakt halmazok metrikus terekben

13.39. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az X C M halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel
minden ¢ € [ esetén az A; nyilt részhalmaza az M térnek.
— Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

13.40. Tétel. Metrikus térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

13.41. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

13.42. Tétel. (Cantor-féle kézisrész-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és (K;),cr az M kompakt,
nem dres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K teljesil. Ekkor

() K # 0.

iel
13.43. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér lokdlisan kompakt, ha minden pontja-
nak létezik kompakt kornyezete.

13.44. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz relativ
kompakt, ha létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil.

13.45. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor relativ kompakt,
ha A kompakt halmaz.
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13.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

13.46. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz. Ekkor minden a : N — K
sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek hatdrértéke eleme a K halmaznak.

13.47. Tétel. (Lebesgue-lemma.) Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden
K halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme
a K halmaznak. Ekkor a K halmaz barmely (U;)ier nyilt befedéséhez létezik olyan r € RT szdm, hogy
minden x € K ponthoz van olyan i € I, amelyre B,.(x) C U; teljesiil.

13.48. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halado
sorozatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme a K halmaznak. Ekkor
minden r € RY szdmhoz létezik olyan H C K véges halmaz, amelyre K C U B, (x) teljesiil.

r€H

13.49. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részso-
rozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

13.50. Tétel. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes.

13.8. Szeparabilis metrikus terek

13.51. Definicié. Az (M, d) metrikus teret szepardbilisnek nevezzik, ha létezik olyan (U, ),en hal-
mazrendszer, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden Q2 C M nyilt halmaz

esetén létezik olyan I C N, hogy Q2 = U U, teljesiil.

nel
13.52. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor szepardbilis, ha létezik benne megszamlalhato strd
halmaz.

13.53. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00[. Az (R",d,) és az (R",d) terek szepardbilisek.

13.9. Teljesen korlatos halmazok

13.54. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljesen
korldtos, ha minden € € RT esetén létezik olyan X € A véges halmaz, melyre A C U B.(z) teljesiil.
zeX
Az (M, d) metrikus teret teljesen korlatosnak nevezziik, ha M teljesen korlatos halmaz.
13.55. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor teljesen korldtos,
ha minden ¢ € RT esetén létezik olyan X € M véges halmaz, melyre A C U B.(x) teljesiil.
zeX

13.56. Tétel. (Teljesen korlditos halmazok alaptulajdonsdgasi.)

1. Teljesen korlatos halmaz minden részhalmaza teljesen korldtos.

2. Véges sok teljesen korldtos halmaz unidja is teljesen korldtos.

3. Metrikus térben minden teljesen korldtos halmaz korldtos.

13.57. Tétel. Minden kompakt halmaz teljesen korldtos.

13.58. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozat-
nak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat. Ekkor A teljesen korldtos halmaz.

13.59. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M teljesen korlatos halmaz. Ekkor minden a :
N — A sorozatnak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

13.60. Tétel. (Hausdorff-tétel.) Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor teljesen korldtos, ha
minden benne haladd sorozatnak van olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

13.61. Tétel. Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha teljesen korlatos és teljes.
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13.10. Fiiggvények metrikus terek kozott

13.62. Definici6. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’ fiiggvény és az a € M
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdrértéke az a pontban A € M’, ha

Ve € R*36 € RT (f(B(;(a) \ {a}) C BE(A)).

13.63. Tétel. Legyen (M,d) és (M’ ,d’) metrikus tér, f : M — M’ figguény, az a € M pont az f
fiiggvény értelmezési tartomdnydnak torléddsi pontja és legyen A, B € M’ az | fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

13.64. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M, d) és (M',d’) topologikus tér, f : M — M’ fliggvény
és az a € M pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fiiggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeloli.

a r—a

13.65. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f - M — M’
fiigguény és a z € M pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatdrérték.

13.66. Definicio. Legyen (M,d) és (M’',d") metrikus tér, f : M — M’ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € R* (f(B(;(a)) c Ba(f(a))).

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
A C(M, M') szimbélum jeloli az M — M’ folytonos fiiggvények halmazat.

13.67. Tétel. (Atviteli elv folytonossdgra.) Legyen (M, d) és (M',d’) metrikus tér, f: M — M’ és
z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

13.68. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’, és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torloddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

13.69. Tétel. Legyen (My,dy), (Ma,ds) metrikus tér, o : My — My folytonos figgvény és x,y € M,
tetszdleges pont. Legyen a,b: N — My olyan sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesil. Ekkor

da(p(),(y)) = lim da(p(an), o(bn))-

n—oo

13.70. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, valamint a,b: N — M konvergens sorozat. Ekkor

lim d(an,b,) = d(lima,limb)

n—0o0

teljesiil.
13.71. Tétel. (Figguénykompozicid hatdrértéke.) Legyen (My,dy), (Ms,ds) és (Ms,ds) metrikus
tér, valamint f : My — Ms, g : My — M3, a € My, b € Ms és ¢ € M3 olyan, melyre lim f = b,
a
ligng = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a
1. b ¢ Domy;

2. b€ Domg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(go f) = c.
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13.72. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (My,dy) és (May,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

2. Minden A C My nyilt halmazra létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljestil.

-1
3. Minden A C My zdrt halmazra létezik olyan Z C My zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljestil.

13.73. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (Mi,dq) és (Ma,ds) metrikus tér,
valamint f : My — M. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

-1

2. Minden A C My nyilt halmazra f (A) nyilt.
—1

3. Minden A C My zdrt halmazra f (A) zdrt.

13.74. Tétel. (Egyenldség folytatisinak az elve.) Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, vala-
mint f,g: My — Ms folytonos fiiggvény. Ha valamilyen U C My halmazon f|y = glu teljesil, akkor
flg = gl is teljesiil.

13.75. Tétel. Metrikus terek kozott hato folytonos fliggvények kompozicidja folytonos fiiggvény.

13.76. Definicié. Legyen (Mj,dy), (Ms,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : My — Ms
fiiggvény nyilt, ha minden U C M nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

13.77. Tétel. Legyen (My,dy), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. Az f figgvény
pontosan akkor nyilt, ha =1 folytonos.

13.11. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

13.78. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Mo
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

13.79. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K —
R folytonos figguény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

13.80. Definicié. Legyen (M, d) és (M',d') metrikus tér. Az f: M — M’ figgvény homeomorfiz-
mus, ha folytonos bijekci6 és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M,d) és (M’,d') metrikus
terek homeomorfak, ha létezik f : M — M’ homeomorfizmus.

13.81. Tétel. Legyen (M,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és [ : K — Ms
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~! fiigguény is folytonos.

13.82. Tétel. Ha (My,dy) kompakt metrikus tér, és (Ma,ds) metrikus tér, akkor minden f : My —
Ms folytonos bijekcié homeomorfizmus.

13.12. Egyenletesen folytonos fiiggvények

13.83. Definici6. Legyen (M, d;) és (Ms,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : My — Mo
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Vee RTI§ e RYVa,y e A:  (di(z,y) <6 — da(f(2), f(y)) <¢)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

13.84. Tétel. Metrikus terek kozott hato egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.
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13.85. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (My,dy) és (May,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz és
f: K — M, folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

13.86. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Tegyiik fel, hogy (My,dy) metrikus
tér, (Ma,ds) teljes metrikus tér és f : My — My egyenletesen folytonos fiigguény. Ekkor létezik
egyetlen olyan folytonos g : Dom f — Ms fliggvény, mely az f fiigguény kiterjesztése, azaz f C g,
valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.

13.87. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M —» X
fliggvény sirin értelmezett, ha Dom f = M.

13.88. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Legyen (M, d;) tetszdleges metrikus
tér, (Ma, ds) pedig teljes metrikus tér és f : My — My sirin értelmezett, egyenletesen folytonos figg-
vény. Ekkor létezik egyetlen olyan folytonos g : My — M,y fiigguény, mely az [ fligguény kiterjesztése,
azaz [ C g, valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.

13.89. Definici6. Legyen (M,d) és (M’,d’) metrikus tér. Az f : M — M’ fliggvény izometria,
ha minden z,y € Dom f esetén d(z,y) = d'(f(x), f(y)) teljesiil. Az (M,d) és (M’,d") metrikus tér
izometrikusan homeomorf, ha létezik f: M — M’ izometrikus homeomorfizmus.

13.90. Tétel. Minden izometria egyenletesen folytonos.

13.91. Tétel. (Izometria kiterjesztése.)  Legyen (My,dy) metrikus tér, (Ma,ds) teljes metrikus
tér és f : My — My sirin értelmezett izometria. FEkkor az f fliggvény folytonos g : My — My
kiterjesztése is izometria.

13.13. Kontrakciok és Lipschitz-folytonos fiiggvények

13.92. Definicié. Legyen (M;,d;) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : My — M, fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos fiiggvény, ha

3C € R{Va,y € Dom f : (dz(f(a:), F(y) < Cdy(x, y)).

13.93. Definicié. Legyen (M;,d;) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : My — M, fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f figgvény kontrakcio, ha

3C € [0,1[Va, y € Dom f : (dg(f(m),f(y)) < Cdl(x,y)>.
A C szamot gyakran kontrakcids egyiitthatonak nevezik.
13.94. Tétel. Minden Lipschitz-folytonos fligguény egyenletesen folytonos.

13.95. Tétel. Ha (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, akkor az f : My — Ms fiiggvények tulajdonsdgai
kézdtt az aldbbi reldcio teljesil.

kontrakcio = Lipschitz-folytonos = egyenletesen folytonos = folytonos

13.96. Tétel. (Banach-féle fixzponttétel.) Legyen (M,d) teljes metrikus tér és f : M — M kontrak-
cid. FEkkor létezik egyetlen olyan y € M pont melyre f(y) =y teljesiil.
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13.14. Halmazok szétvalasztasa

13.97. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz dtmérdje

sup{d(z,y) | z,y € X}, ha A#0;

diam(A) 2 { 0. e 4l

13.98. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor korldtos, ha
diam(A4) < oo.

13.99. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor az A halmaztsl vald tdvolsdg

fiigguénye

disty : M - R zZ ingd(z,x).
rE

13.100. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M nem dres halmaz. Ekkor

1. minden z,y € M esetén
|dist 4 (z) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;
2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

13.101. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X,Y C M olyan zdrt halmazok, melyekre X NY =0
teljesiil.
1. Létezik olyan f : M — [0,1] folytonos figgvény, hogy minden x € X esetén f(x) = 0 és
minden y €Y esetén f(y) = 1.
2. Létezik U,V C M nyilt halmaz, hogy X CU,Y CV ésUNV = 0.

13.15. Metrikus tér teljessé tétele

13.102. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Létezik olyan (M’,d") teljes metrikus tér és j : M — M’ izometria, melyre Ranj = M’
teljesiil.
2. Ha (My,dy) és (Ma,ds) teljes metrikus tér, valamint j; : M — My és jo : M — My olyan
1zometria, melyre Ranj, = M, és Ranjo = My, akkor létezik egyetlen olyan ¢ : My — M,
izometrikus homeomorfizus, melyre jo = ¢ o j; teljesiil.

13.103. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden (M’, d') teljes metrikus teret és j : M — M’
izometriat, melyre Ran j = M’ teljesiil, az (M, d) metrikus tér teljes burkdnak nevezziik.

13.104. Tétel. Minden metrikus térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

13.16. Osszefiiggs és ivszeriien Osszefiiggd halmazok

13.105. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
— Az A halmaz osszefiiggd, ha nem létezik olyan U,V C M halmaz, melyre U # 0, V # (),
UNV=UNV =0 A=UUYV teljesiil.
— Az M metrikus tér dsszefiiggd, ha az M halmaz Osszefiiggs.
— Az A halmaz ivszerien é6sszefiiggd, ha minden x,y € A esetén létezik olyan v : [0,1] — A
folytonos fiiggvény, melyre y(0) = z és v(1) = y teljesiil.
— Az M metrikus tér ivszeriden dsszefiiggd, ha az M halmaz ivszertien Osszefiiggd.



90 13 METRIKUS TEREK

13.106. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M.
1. Az A halmaz pontosan akkor ésszefiiggd, ha az (A,d|axa) altér dsszefiiggd.
2. Az A halmaz pontosan akkor fvszerden dsszefiiggd, ha az (A,d|ax a) altér ivszerden dsszefiiggd.

13.107. Tétel. Minden ivszerien ésszefliggd halmaz dsszefiiggd.

13.108. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az M halmaz ésszefiiggd.
2. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U <0, V40, UNV =0 ésM =UUV.
3. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X #0,Y #0, XNY =0 és M = X UY.

13.17. Osszefiiggs és ivszeriien Osszefiiggd metrikus alterek

13.109. Tétel. (Metrikus altér dsszefiiggdsége.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M ésd = d|axa.
Ekkor az aldabbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az A halmaz dsszefiiggd az (M, d) térben.
2. Az (A,d") metrikus altér dsszefiiggd.
3. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre UNA#Q, VNAAD, UNVNA=0 és
ACUUYV,
4. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X NA# 0, YNA#AD, XNYNA=0 és
ACXUY.

13.110. Tétel. Legyen (M,d) dsszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zdrt.
Ekkor A =0 vagy A = M teljesiil.

13.111. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint legyen A C My és f : A — My
folytonos fiigguény.

1. Ha A ésszefiiggd, akkor f(A) is dsszefiiggd.

2. Ha A ivszerden dsszefiiggd, akkor f(A) is fvszerden dsszefiiggd.

13.18. Metrikus terek szorzata

13.112. Tétel. Ha I véges halmaz és minden i € I esetén (M;,d;) metrikus tér, akkor M = HMl
il
esetén
d:MxM—R ((xi)iela (yz)zel) — max {dl(xz,yz)h c I}

metrika.

13.113. Definicié. Legyen I véges halmaz és minden ¢ € I esetén (M;,d;) metrikus tér. Az M =
H M; halmazbol és a
i€l

d: M xM—R ((xi)ieb (yi)iej) — max{di(mi,yi)ﬁ S I}

metrikabol allo (M, d) part nevezziik az (M;, d;);cr metrikus terek szorzatdnak.

13.114. Tétel. Legyen (M;,d;)ic; metrikus terek véges rendszere és (M,d) ezek szorzata. Ekkor
minden j € I esetén a
pr; : HMi — Mj (.Ti)ie[ = X
iel
projekcio folytonos és nyilt.

13.115. Tétel. Legyen (M, d;);c; metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata és a : N — M
sorozat. Az a sorozat pontosan akkor konvergens, ha minden i € I esetén a pr,; oa sorozat konvergens
és ekkor minden i € I indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.
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13.116. Tétel. Legyen (M;,d;);cr metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata, (M’,d') met-
rikus tér és [ : M' — M fiigguény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a € Dom f pontban, ha minden i € I esetén a
pr;of : M' — M; figguény folytonos az a pontban.
2. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos, ha minden i € I esetén a pr;of figgvény folytonos.

13.117. Tétel. Legyenn € Nt, (M, d;);cq1,... .n} metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szor-

zata. Minden i € {1,...,n} esetén legyen K; C M; kompakt halmaz és legyen K = HKi' Ekkor a
i=1
K halmaz kompakt az M metrikus térben.

13.19. Baire-féle kategériatétel

13.118. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és legyen X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— sehol sem sird, ha Int X = 0);

PP

e,

13.119. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az X C M halmaz pontosan akkor sehol sem siri, ha az M \ X halmaz siri.
2. Véges sok sehol sem sird halmaz unidja sehol sem sird.

PR

részhalmazainak olyan (F),),en rendszere, melyre X C U F,, teljesiil.
neN

13.120. Tétel. (Baire-féle kategoriatétel.) Teljes metrikus tér minden nem tres nyilt részhalmaza

14. NormaAlt terek

14.1. Normalt terek topolégiaja

14.1. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
Il: V=R x|

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ré.

eVzxeV: |z]|=0 < z=0

e Ve eV, VAeK: ||[A\x| = ||

o Vr,y eV [z +yll < lz| + [yl
Az (V,|I-ll) part normdlt térnek nevezziik, ha V valos vagy komplex vektortér és ||-|| norma a V
vektortéren.

14.2. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Minden x,y € V esetén
izl = [lylll < [l =yl
teljesiil.
14.3. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér. Ekkor a
dj:VxV =R (z,y) |z -y

leképezés metrika, igy (V,d. ) metrikus tér.
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14.4. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér.
1. Legyenxz €V ésr € RY. Az x kizépponti v sugari nyilt gomb

Br(x) ={y e V] [l —yll <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B, (x) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,.(x) teljesiil.

14.5. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00[. A K" téren a

1
n P
n AN
I, K" =Ry z= 2], = (ZI@%I”)
k=1
n AN
Illoe : K* =R @ ||zl = max{|zx|| k€ {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

14.2. Sorok és sorozatok normalt terekben

14.6. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és A\ : N = K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lima).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim |ja|| = ||lim a]|.

14.7. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.
14.8. Definicié. (Sorok.) Legyen (V,|-||) normélt tér és legyen a : N — V tetszsleges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
" i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden csak sornak nevezziik és olykor a E an

szimbolummal jeloljiik. !

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

A
gens. Ekkor a Z Qp = hm Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 > k=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

14.9. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (V,|-||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a Y a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

14.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor abszolit
konvergens.

1. Ha V Banach-tér, akkor a . a sor konvergens.
2. Ha a Y a sor konvergens, akkor

o0 o0
D k]| <D llall-
k=0 k=0

14.11. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér. A (V,||-||) pdr pontosan akkor Banach-tér, ha minden
benne halado abszolut konvergens sor konvergens.
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14.3. Normak ekvivalenciaja

14.12. Tétel. Legyen ||-|' és ||| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitisok ekvivalensek.
1. Minden ||-|| norma szerinti X C'V nyilt halmaz nyilt a ||-||' norma szerint is.

2. Minden x € V ésr € RY paraméterekhez létezik olyan R € RY, melyre Bl‘w,(x) C BJJ'H(;E).
3. Létezik olyan K € Rt szdm, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z||".

14.13. Tétel. Legyen || és ||-| norma a V wvektortéren. A || és ||-| normdk pontosan akkor
ekvivalensek, ha léteznek olyan Ky, Ky € RY paraméterek, hogy minden x € V wvektorra ||z| <
Ky ||z||" és ||z||" < Ky ||| teljesiil, melyet gy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, f € Rt
paraméterek, hogy minden x € V vektorra o ||z|| < ||z| < B ||z]|.

14.4. Folytonos linearis leképezések

14.14. Tétel. Legyen (Vi,|-||l;) és (Va,||-|l5) normdlt tér, valamint A : Vi — Vs linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. sup |lAz|, < oo
llzll; <1

4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.

14.15. Definicié. Adott (V,]|-||) normalt tér esetén a folytonos linearis V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjiik még a

V! 2 Z(V,K) jelolest a funkciondlok halmazara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezziik.

14.16. Tétel. Legyen (V4,||-|l;) és (Va, ||-||l5) normdlt tér. Az #(Vi,Va) tér vektortér, melyen a

- 2(Vi,V2) = Ry A sup |Az,

”legl

leképezés norma.

14.17. Tétel. Legyen (V1,|-||y) és (Va, ||-||5) normdlt tér, valamint legyen A € £ (Vi,Va) és x € Vi.
Ekkor

[Azly < lA]l - [l -

14.18. Tétel. Legyen (Vi,|-|ly), (Va,|I-ll) és (Vs,|||l5) normadlt tér, valamint legyen A € £ (Vi, Va)
és B e #(Va,V3). Ekkor BA € ¥(V1,V3), tovdbbd

IBA[| < [|B] - [| Al
teljesil, mely tulajdonsagot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.
14.19. Tétel. Minden (V,|-||) normdlt tér, z € V és c € K\ {0} esetén az

M.:V =V T — cr,
L,:V >V T z+

leképezés homeomorfizmus.
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14.5. Folytonos linearis leképezések terének tulajdonsagai

14.20. Tétel. Ha (V1,|-||;) normdlt tér és (Va, ||-||,) Banach-tér, akkor (£ (Vi,Va),|-||) is Banach-
tér.

14.21. Tétel. Legyen (Vi,|-||;) és (Va, ||-||ly) normdlt tér és legyen A : Vi — Vi, linedris leképezés.
Ha dimV; < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

14.22. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.)  Legyen (V,||||\,) Banach-tér és legyen A € Z(V,V).

Ha ||A|| < 1, akkor a ZA” sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhato, inverze folytonos linedris
n=0
leképezés és

d AT =(1-A)""
n=0

teljesiil, ahol 1 jeloli a V- — V identitdsfiiggvényt.

14.23. Tétel. Legyen U és V Banach-tér és legyen

G(LU V) 2 {ac 2(U V)| 3Id € 2(V,U): ad =idy, da=idy}.

(Vagyis G(£(U,V)) jeloli a azon invertdlhatd linedris leképezések halmazdt, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor
1. minden a € G(.Z(U,V)) elemre B|| 1 (a) CG(2(U,V));

-
2. a G(Z(V,V)) halmaz nyilt;
3. azi:G(L(U,V)) = G(L(V,U)), i(a) = a=! leképezés folytonos.

14.6. Véges dimenzi6és normalt terek

14.24. Tétel. Legyen (V,||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szamtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek egy bazisa. Tekintsik a

n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", ||-||,) terek kozitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a ¢~ 1(U) C K" halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a <p_1(U) C K™ halmaz korldtos.

14.25. Tétel. Minden V véges dimenzios vektortéren barmely két norma ekvivalens.

14.26. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér és legyen ||-|| : V — R tetszéleges norma. Ek-
kor

1. a 'V tér teljes;

2. a 'V egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

14.27. Tétel. Minden normdlt tér minden véges dimenzids altere zdrt.

14.28. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. AV vektortér véges dimenzids.
2. AV valamely nem nulla sugari zdrt gémbje kompakt.
3. AV lokdlisan kompakt tér.
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14.7. Elpé terek

14.29. Definicié. Minden p € [1, o[ paraméter mellett az

l%é{s:N—HK‘ i|sn|p<oo}

n=0

halmazt, valamint p = oo esetén az

l%é{s:N—HK

sup [s,| < oo}
neN
halmazt K = R esetén valds- illetve K = C esetén komplex [P (ejtsd: elpé) térnek nevezziik.

14.30. Tétel. Minden p € [1,00] esetén lf vektortér, a

=

R s (Z snv’)

n=0

leképezés pedig norma az If; téren. Tehdt minden p € [1,00] valds szamra (1%, ||||p) normdlt-tér.

14.8. Osszefiiggs és ivszertien Ssszefiiggd halmazok normalt terekben

14.31. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér.
1. Ha xg,x1 €V, akkor a

Vwo,zr t 10,1] =V t— a9+ t(xy —x0)

fligguény folytonos.
2. Han € NT és zq,...,x, €V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xj, # xp11, akkor
a
v:[0,1] =V L= Ty + {nt} (a)‘[nt]+1 - l‘[m])
fiigguény folytonos, tovibbd minden k € {0,...,n — 1} esetén minden t € [0,1] szdmra
k+t
Yk, wrt1 (t) =7 <n>
teljesiil.

14.32. Tétel. Normdlt térben minden konvex halmaz ivszerden dsszefliggd.

14.33. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. AV halmaz fvszerien 0sszefiiggd.
2. AV halmaz dsszefiiggd.
3. Ha A CV olyan halmaz mely nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A =V teljesiil.

14.34. Tétel. Legyen (V,|-||) normdit tér és A CV dsszefiiggé nyilt halmaz. Ha B C A olyan nyilt
halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil, akkor B = A.

14.35. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér és A C V nyilt halmaz. Ekkor az aldbbi kijelentések
ekvivalensek.
1. Az A halmaz 6sszefiiggd.
2. Minden x,y € A ponthoz létezik n € NT és olyan zg,...,2, € A, hogy 20 = ¥, 2, = Yy €s
minden k € {0,...,n — 1} esetén [zk, zi41] C A.
3. Az A halmaz ivszeriien ésszefiiggd.
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14.9. NormaAlt terek szorzata
14.36. Tétel. Legyen n € N, minden k € {1,...,n} esetén legyen (V, ||-||,) normdlt tér, és legyen

peE[lyoof. AV = H Vi, halmazon értelmezzik a
k=1

'l 0 V %RE{ (1,...,2n) = max {[|zx]/, | k€ {1,...,n}}

1
I, : V =Ry (1, ) — (ZHJB;CHi)
k=1

fiigguényeket. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A |||, figgvény norma.
2. Minden p € [1,00[ elemre a |-, figgvény norma.
3. Minden p € [1,00[ elemre a |||, és a |||, normdk ekvivalensek egymdssal.

14.37. Definicié. Legyen n € N*, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vj, ||-||,) normalt tér és
legyen

n
T Ve =R (@1, an) > max {[lall, | k€ {1,...,n}}.
k=1

n
A (H Vies |||> normalt teret nevezziik a (Vi, ||[|,)k=1,....n normdlt terek szorzatinak.
k=1

14.10. Normalt terek teljes burka
14.38. Tétel. Ha (V,||-||) normdlt tér, akkor létezik olyan (V',|-|') Banach-tér és j : V. — V'

linedris izometria, melyre Ranj = V' teljestil.

14.39. Definicié. Legyen (V, ||-||) normalt tér. Minden (V7,||-||") Banach-teret és j : V — V linearis
izometriat, melyre Ran j = V' teljesiil, az (V,||-||) normdlt tér teljes burkinak nevezziik.

14.40. Tétel. Legyen (U, |-||) normadlt tér, (V,|-||,,) Banach-tér, X C U sird linedris altér és A :
X — V linedris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normdlt téren. Ekkor létezik egyetlen olyan
A" U — V folytonos linedris leképezés, mely az A kiterjesztése, vagyis A'lpoma = A, valamint
A7 = [l A]-

14.41. Tétel. Legyen (U, ||-||) normdlt tér, melynek teljes burka (U’,j). Minden (V,||-||,,) Banach-
térhez és A : U — V folytonos linedris leképezéshez létezik egyetlen olyan A’ : U’ — V folytonos
linedris leképezés, melyre A' o j = A teljesiil, tovdbbd ||A’|| = || A]l.

14.42. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, melynek (V1,|-||,) és (Va,|-|ly) a teljes burka. Ekkor
létezik egyetlen olyan A : Vi — V5 linedris izometrikus homeomorfizus, melyre jo = A o j; teljesiil.

14.43. Tétel. Minden normdlt térnek létezik teljes burka és bdrmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

14.11. Folytonos multilinearis leképezések

14.44. Definicié. Legyen n € NT és legyen (Vi)i=1,....n vektorterek rendszere, valamint legyen W is
vektortér. Az

A:HV}—)W (@1, oyn) = A1, ... 2p)

i=1
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leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy n-linedris, ha mindegyik valtoz6jaban line-
n
aris, azaz, ha minden j € {1,...,n} indexre, minden (x;)i=1.... n, (¥i)i=1,..n € H V; vektorrendszere

i=1
és minden A, 4 € K paraméterre

A1y T, AT+ 1Yy T 1y - X)) = ANA(Z1, oy B0) + BA(T1, o T, Yiy Tig 1y -+ )

i=1 i=1

teljestil. A : H Vi; — W n-lineéris leképezések halmazéra a Lin™ (H Vi, W) jelolést hasznaljuk.

14.45. Definicié. Legyen n € NT, valamint legyen V és W vektortér. Azt mondjuk, hogy az
A V™ — W fiiggvény szimmetrikus multilinedris leképezés, ha minden o : {1,...,n} — {1,...,n}
permuticiéra és minden zq,...,x, € V elemre

A(.’El, . 71'n) = A(l’a(l), N ,Z'U(n))

teljestil. A V"™ — W szimmetrikus multilinearis leképezések halmazat Lin] (V™ W) jeldli a tovabbi-
akban.

14.46. Tétel. Legyen n € NT, (V;, |-||,)i=1,...n normdlt terek rendszere, (W, ||-||,;;) normdlt tér és

.....

A: H Vi = W multilinedris leképezés. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
i=1
1. Az A leképezés folytonos.
2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. AB= H {z; € Vi| ||lzil|; < 1} jeldlés mellett sup ||A(zx)||y, < oo teljesiil.
i=1 zeB

14.47. Tétel. Legyen n € NT, (V;, ||I-|,)i=1,...n normdlt terek rendszere és (W, ||-||,;;) normdlt tér.

n
Az " (H Vi, W> tér vektortér, melyen a

i=1
ez (wa) ~ R} Aesup{AoneRH ve [z eV ||zz-|is1}}
i=1 i=1
leképezés norma.

14.48. Tétel. Legyen n € N*, (V;,||-|,)i=1,....n normadlt terek rendszere, (W, ||-|ly;;) normadlt tér, va-

lamint legyen A € " H%,W) ésx=(T1,...,op) € HVi' Ekkor

i=1 i=1
n
Azl < AL TT Nl -
i=1
14.49. Tétel. Legyen n € N, (V;,||-|,)i=1,....n normadlt terek rendszere és (W, ||-||y-) Banach-tér.

Ekkor (g" (H Vi, W) ,||-II> is Banach-tér.
=1

14.50. Tétel. Legyen n € N, (V;, ||-|,)i=1,....n véges dimenzids normdlt terek rendszere, (W, |-||,y)

normdlt tér és A : H Vi = W n-linedris leképezés. Ekkor A € #" (H Vi, W |.
i=1 i=1

14.51. Tétel. Legyen n € N*, (V;, |||I,)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (W, |||y,

n n
normdlt tér. Ekkor £ (H Vi, W)) zdrt linedris altere a L™ (H Vi, W)) térnek.
i=1 =1
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14.52. Tétel. Legyen n € N*, (Vi,||‘|;)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (V,|-||,) és
(W I-lyy) mnormdit tér. A

i=1

p:ZL <V, z" (ﬁ V;,W)>> - gt (V X ﬁVi,W> A ((331,&62) = (A(wl))(ﬂh))

leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcié és minden A € & (V, L (H Vi, W>> elemre
i=1

(A = [l1All

teljesiil.

14.53. Definici6. Legyen (V,||-||) normalt tér, n € N* és A € ™ (V™ R).

— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vax € V vektorra A(z,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € V vektorra A(z,...,z) < 0.

— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € V' \ {0} vektorra A(x,...,z) > 0.

— A7z A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € V' \ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.

— Az A multilinedris leképezés szigorian pozitiv definit, ha 3K € R, hogy Vo € V vektorra
Az, ...,z) > K |=z|".

— Az A multilinedris leképezés szigorian negativ definit, ha 3K € R, hogy Va € V vektorra
Az,...,z) < =K |z|".

— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Jx,y € V melyre A(z,...,x) > 0és A(y,...,y) <O0.

14.54. Tétel. (Polarizdcids formula.) Legyen V és W wvektortér, n € NT és A € Lin"(V", W)

szimmetrikus n-linedris leképezés. Minden x1,...,x, € V vektorra
1
A(.’ﬂl,...,l’n): o] Z tltnA(t11'1++tnl'n)[n]

t17"'1t7le{_171}

teljesiil.

14.55. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, n € NT és 0 # A € ™ (V",R).

Ha A szimmetrikus pozitiv vagy negativ multilinedris leképezés, akkor n pdros szdm.
Ha A szigorian pozitiv definit, akkor pozitiv definit.

Ha A szigorian negativ definit, akkor negativ definit.

Ha dimV < oo és A pozitiv definit, akkor szigorian pozitiv definit.

Ha dimV < oo és A negativ definit, akkor szigorian negativ definit.

Suds o de N

14.12. Konvex zart elnyel6 halmazok Banach-terekben

14.56. Definicié. Legyen V vektortér és K C V. Azt mondjuk, hogy a K halmaz
— elnyeld, ha minden x € V esetén létezik olyan r € RT, hogy minden A € K szamra |A| > r
esetén r € \K;
— konvez, ha minden z,y € K és ¢ € [0,1] elemre cx + (1 — ¢)y € K teljesiil;
— szimmetrikus, ha K = —K teljestil.

14.57. Tétel. Legyen (V,||"||) Banach-tér és legyen Z C V zirt, konvex és elnyeld halmaz. Ekkor
létezik olyan r € RT melyre B,.(0) C Z teljesiil.
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14.13. Hahn—Banach-tétel

14.58. Definicié. Legyen V vektortér és ¢ : V — R leképezés. Azt mondjuk, hogy
— ¢ szubadditiv, ha minden z,y € V esetén ¢(z +y) < ¢(z) + ¢(y);
— ¢ pozitiv homogén, ha minden x € V és \ € R{ esetén p(Ax) = Ap(z);
— ¢ szublinedris, ha szubadditiv és pozitiv homogén.

14.59. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
p:V = RS x — p(x)

fliggvényt félnormdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.

e p(0)=0

e Vz eV, VA eK: p(Azx) = |\ p(z)

o Vo,y eV p(z+y) <p(x)+py)
Az (V,p) part félnormdlt térnek nevezzik, ha V valos vagy komplex vektortér, és p félnorma a V
vektortéren.

14.60. Tétel. Legyen V walds vektortér, M C V linedris altér, ¢ : V — R szublinedris leképezés
és [+ M — R olyan linedris leképezés, melyre f < @|p. Ha x € V \ M, akkor létezik olyan

f: M @Rz — R linedris leképezés, melyre f C f és f < ¢|mors teljesiil.

14.61. Tétel. Legyen V walos vektortér, M C V linedris altér, ¢ : V. — R szublinedris leképezés és
f: M — R olyan linedris leképezés, melyre f < o|pr. Ha x € V'\ M, akkor létezik olyan F : V — R
linedris leképezés, melyre f C F és F < ¢ teljesiil.

14.62. Tétel. Komplex vektortér feletti linedris funkciondlt egyértelmien meghatdroz a valds része.
Legyen V' komplex vektortér és jelolje Vi a V wvektorteret az dsszeaddssal és a C x V. — V' szorzds
R x V — V megszoritisdval.
1. Ha f : V — C linedris leképezés akkor az fr = Reof leképezés olyan fr : V& — R linedris
leképezés, melyre minden x € V esetén f(z) = fr(z) — ifr(iz) teljesil.
2. Ha fr : Vg — R linedris leképezés, akkor az f : V — C, f(z) = fr(z) —ifr(ix) olyan linedris
leképezés, melyre fr = Reof teljesiil.

14.63. Tétel. (Hahn—Banach-tétel.) Legyen V wvektortér K felett, p : V — RS‘ félnorma, M C V
linedris altér és f : M — K olyan linedris leképezés, melyre |f| < prr. Ekkor létezik olyan F : M — K
linedris leképezés, melyre f C F és |F| < p teljesiil.

14.64. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér K felett, M C V linedris altér és f : M — K folytonos
linedris leképezés. Ekkor létezik olyan F : V — K folytonos linedris leképezés, mely f kiterjesztése és
I = [IF|| teljesiil.

14.65. Tétel. Legyen (V. |-||) normdlt tér K felett, n € N, xy,...,x, € V linedrisan figgetlen
vektorrendszer €s aq,...,a, € K tetszdleges paraméterek. FEkkor létezik olyan F : 'V — K linedris
leképezés, hogy minden k € {1,...,n} esetén F(xy) = ax.

14.66. Tétel. Ha (V,||||) normdlt tér, akkor V' szétvdlaszto.

14.67. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Minden x € V esetén legyen

je: V= K o o(z).

Ekkor j, folytonos linedris leképezés.
2. A
jV =V T J

leképezés linedris és injektiv.
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3. A j:V = V" leképezés izometria, azaz minden v € V esetén

|zl = sup  |p(z)]
peV’, [lplI<1

14.68. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (V,||-||) normélt tér reflexiv, ha a j : V — V" leképezés
sziirjektiv.

14.14. Banach egyenletes korlatossag tétele

14.69. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. B1(0) ={z e V| |z|| <1}
2. Ha Q C V konvex halmaz, W vektortér és A : V. — W linedris leképezés, akkor A(Q) is
konvez.
3. Ha Q CV konvex halmaz, akkor Q is konvez halmaz.

4. A B1(0) és a B1(0) halmaz konvex.

14.70. Tétel. (Banach egyenletes korldtossdg tétele.) Legyen (U, |-||,;) Banach-tér és (V,|-||,,) nor-
malt tér, valamint H C £ (U,V). A H halmaz pontosan akkor korldtos pontonként, ha korlditos az
operdtornomdban, azaz

Ve eU: sup [|Az[l, <oo <  sup [|Al < oo.
AcH AcH

14.15. Banach—Steinhaus-tétel

14.71. Tétel. Legyen (U, |-||,) Banach-tér, (V,|||l,,) normdlt tér és a : N — £(U,V) olyan soro-

zat, mely pontonként konvergens az U halmazon. Ekkor sup |la,| < oo, valamint az A = lim a,
neN n—oo

hatdrérték folytonos linedris operdtor, melyre | Al| < liminf ||a, || teljesil.
n— oo

14.16. Banach nyilt leképezések tétele és kozvetlen kévetkezményei

14.72. Tétel. Legyen (U, |-||;) Banach-tér, (V. |-||\,) normdlt tér és A : U — V folytonos linedris
leképezés. Ha létezik olyan R € RY, melyre

Bgr(0) C A(B1(0)),

akkor minden r € )0, R[ esetén
B.(0) € A(B1(0)).

14.73. Tétel. (Banach nyilt leképezés tétele.) Ha (U, |-||;), (V.|-|l,;) Banach-tér és A : U — V
folytonos linedris leképezés, akkor az A operdtor pontosan akkor nyilt, ha szirjektiv.

14.74. Tétel. (Banach tétele a folytonos inverz létezésérdl.) Ha (U, |-|,,), (V.|-|ly;) Banach-tér és
A:U — V folytonos linedris bijekcid, akkor A=1 is folytonos.

14.75. Definicié. Azt mondjuk, hogy a V' vektortéren értelmezett ||-||; és ||-||, norma dsszehason-
lithatd, ha létezik olyan C7 € RT, melyre ||-||; < C1 ||-||, teljesiil, vagy létezik olyan Cy € RT, melyre
Il < Ca ], teljesiL.

14.76. Tétel. Legyen V vektortér, valamint |-||, és |||y olyan norma a V wvektortéren, mellyel V
Banach-tér. Ha ||-||, €s ||-||, dsszehasonlithatd, akkor ||-||, és |||, ekvivalens normdk.
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14.17. Zart graf tétel

14.77. Definicié. Legyen X, Y halmaz és f: X —» Y fliggvény. Az f figguény grdifijdnak nevezzik
al(f) ={(z, f(x)) € X x Y|z € Dom f} halmazt.

14.78. Definicié. Legyen (U, ||-||;;) és (V,|||;,) normalt tér, valamint A : U — V lineéris leképezés.
Azt mondjuk, hogy A zdrt, ha I'(A) zart halmaz az U x V szorzattérben.

14.79. Tétel. Legyen (U, |-|l,;) és (V,|-[l,/) normdlt tér, valamint A : U — V linedris leképezés. Az
A leképezés pontosan akkor zdrt, ha minden olyan x : N — Dom A konvergens sorozatra, melyre az
(Azy,)nen sorozat is konvergens teljesil, hogy lim z, € Dom A és

n—oo

A ( lim xn) = lim Azx,.
n— oo n—oo

14.80. Tétel. Zdrtgrdf-tétel Legyen (U, |-||;) és (V,||-|l,;) Banach-tér, valamint A : U — V linedris
altéren értelmezett linedris leképezés. Ekkor az aldbbi dllitdsok kézil barmely kettd maga utdn vonja
a harmadikat.

1. Dom A zdrt;

it. T(A) zdrt;

i1i. A folytonos.

15. Hilbert-terek

15.1. SkalAris szorzassal ellatott terek
15.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a

(,):VxV =K (z,y) = (z,y)

leképezés skaldris szorzds, ha
e VzeV: (z,2) € R{;
VeeV: (z,2) =0 < x=0;
Vae,y,z € V: (x+y,2) = (x,2) + (y, 2);
Vo,y € VYA €K (Az,y) = A(z,y);
Ve,y e Vi (z,y) = (y,x).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V' vektortéren adott egy skalaris szorzas.

15.2. Tétel. Legyen V' skaldrszorzatos vektortér K felett. FEkkor minden xz,y,z € V vektorra és
A € K skaldrra

T,y +2) = (z,y) + (z,2) (z, \y) = A, y)

teljesiil.

15.3. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

(@, y)|* < (z,2) - (y.)
teljesiil.
15.4. Tétel. Legyen V vektortér és (-,-) skaldris szorzdis a V wvektortéren. Ekkor
IV — RS x = A/ {(x,x)

norma.



102 15 HILBERT-TEREK

15.5. Tétel. (Parallelogramma-egyenléség.) Ha V' skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra
2 2 2 2
2+ yll” + [z —ylI” = 2|z + 2|y

teljesiil.

15.6. Definicié. Legyen V vektortér és (-,-) skalaris szorzas a V' téren.
— Ekkor a (V, (-, -)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skaléris szorzasbdl szarmaztatott normara nézve
teljes normalt tér.

15.7. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden i € I esetén legyen 0 # e; €
. Azt mondjuk, hogy az (e;);cs vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha ¢ # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonélis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vxe%”((b’ie]:<ei,x):0)%:ﬂ:0)

teljesiil;
Schauder-bdzis, ha teljes linearisan fiiggetlen vektorrendszer.

15.8. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és =z € I tetszdleges vektor. Ekkor a

(,2) € - K x> (x, 2)
(z,-) :# - K x> (z,1)

leképezések folytonosak.

15.9. Tétel. Legyen (en)nen teljes ortonormdlt rendszer a S Hilbert-térben. FEkkor az aldbbiak
teljesiilnek.
1. (Bessel-egyenldtlenség.) Minden x € 5 vektorra és J C N halmazra

> e ) < =]

neJ

x = Z (en,x) €.

neN

2. Minden x € J vektorra

3. (Parseval-egyenldség.) Minden x € I vektorra

lzl* = > (e, 2).

neN

15.2. Vektor ortogondlis projekci6ja zart altérre

15.10. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, W C 5 nem iires, konvex, zdrt halmaz és x € . FEkkor
létezik egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (2) = inf |12 = o = 2 — y]

teljesiil.

15.11. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az x,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (x,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy merdleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén

(x,y) =0.
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— Az L,W CV halmazok ortogondlisak, ha minden x € L és y € W esetén (z,y) = 0.

15.12. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C & zdrt linedris altér és x € . Legyen xw € W az
az egyértelmien meghatdrozott vektor, melyre ianV |z — z|| = ||z — zw]|. Ekkor zw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xyy ortogondlis a W altérre.

15.13. Definicié. Legyen 2 Hilbert-tér, W C 5 zart linearis altér és x € . Legyen xy € W az
az egyértelmten meghatarozott vektor, melyre ianV Iz — z|| = ||z — zw||. Ekkor az xw vektort az x
zE€

vektor W altérre valé ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjanak nevezzik.

15.3. Zart altér ortogonalis kiegészit6 altere

15.14. Definicié. Legyen 57 Hilbert-tér és L C 5 nem iires halmaz. Ekkor a
LLé(zec%ﬂ VeeL: (x,z) =0)
halmazt L ortogondlisinak nevezziik.

15.15. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér.
1. Minden nem iires L C 7 esetén L+ zdrt linedris altér.
2. Minden nem iires L C K C # esetén K+ C L+,
3. Minden nem iires L C 7 esetén L C L1+,

15.16. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és W C I zdrt linedris altér. Ekkor W és W zdrt ortogondlis
kiegészitd alterek, vagyis W N W+ = {0} és W + W = 22 teljesiil.

15.17. Tétel. Ha 5 Hilbert-tér és W C A zdrt linedris altér, akkor W = WL,

15.18. Tétel. Ha S Hilbert-tér és L C S linedris altér, akkor L = L+t

15.4. Ortogonalis projekcidok

15.19. Tétel. Ha 5 Hilbert-tér, W C J zdrt linedris altér, tekintsik a
P — T xTw

leképezést.
1. A P leképezés linedris.
2. A P leképezésre RanP =W és Ker P = W+.
3. P?=P
4. Ha W # {0}, akkor ||P| = 1.

15.5. Riesz-féle reprezentacids tétel

15.20. Tétel. (Riesz-féle reprezenticids tétel.) Ha 7 Hilbert-tér és ¢ € A, azaz ¢ : H# — K
folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan z € J€ vektor, hogy minden x € J esetén

p(e) = (z,2)

teljesiil.
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16. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

16.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

16.1. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (f,)nen rendszert figguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {te () Dom f, | Elnli_{r;ofn(t)}%M ts lim f,(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom [ és ILm fala = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergdl az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergl;
— egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e R"AN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t)) <e)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kérnyezete, ahol az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

16.2. Definicié. Legyen T nem ires halmaz, (V,||-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).
— Az (fn)nen fligguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

S NS FTV) ke [t fi)

képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti Gsszegfiiggvénye

n

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}—>V te > falt) .

neN neN neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z frn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.
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16.3. Tétel. Legyen T' nem itires halmaz, (M,d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Ekkor
az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € T: (N <n,m — d(fn(t), frm(t)) <€)
teljesiil.
16.4. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €

C(M,M'"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = li_>m fn hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen figy-
vénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,M’").

16.5. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,|-|) normalt tér, valamint minden n € N esetén

legyen fn, € C(M,V). Tegyik fel, hogy létezik az f = Z fn dsszegfiigguény, Dom f = M és a an

fiigguénysor egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez. E'kkor feC(M,V).

16.6. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fiigg-
n—oo

vénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz
esetén az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.

16.2. Korlatos folytonos fiiggvények tere

16.7. Definicié. Legyen T nem fiires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetsz6leges fliggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlatos
fiiggvények halmazat jeldlje FP (T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T' — M folytonos korlatos
fiiggvények halmazat pedig jelolje CP (T, M).

16.8. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. A

:CP(M,V) =R fesup || f(t)]|
teM

H.”sup *
leképezés norma az C*(M, V') vektortéren, igy (C*(M, V), |||l,,) normadlt tér.

16.9. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) hal-
mazban haladé pontonként konvergens fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,V) teljesiil.
n—oo

Ebben az esetben az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen
sorozat konvergens a (C*(M, V), |||,,) normdlt térben.

16.10. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (C*(M,V), ||

sup)
Banach-tér.

16.11. Tétel. Legyen T nem dires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fun)nen az F(T,V) halmazban
halado fiigguénysorozat. Ha a Z fn fligguénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként

n
konvergens is.

16.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem iires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fn)nen
az F(T,V) halmazban halado fiigguénysorozat. Ha a Z fn fligguénysorra

n

> sup [fa(®)]] < o0

nEN

teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.
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16.13. Tétel. (Dini-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen (fn)nen olyan, a C(M,R)

halmazban haladd sorozat, amelyre minden x € M elemre sup f,(x) < oo és minden n € N indexre
neN
fa(x) < fog1(x) teljesil. Ekkor az (fn)nen fligguénysorozat pontonként konvergens az M halmazon

és a lim f, hatdrfiggvény akkor és csak akkor folytonos, ha az (fn)nen fligguvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergens az M halmazon.

16.14. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, (V,||-||) Banach-tér, minden n € N esetén legyen

fn: A=V olyan fiigguény, mely egyenletesen konvergdl az f : A — V fiigguényhez, valamint legyen
a € M olyan pont, mely torloddsi pontja az A halmaznak. Ha minden n € N esetén létezik a lim f,
a

hatarérték, akkor a lim f hatdrérték is létezik, valamint
a
lim f = lim (lim fn)
a n—oo a

teljesiil.

16.3. Hatvanysorok

16.15. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen (V, ||-||) normalt tér, a : N — V tetsz6leges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt
az alabbi médon.

P,: {x e K ‘ Z anx” konvergens} -V - Z anx"

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyitthatdju 0 kozépponti hatvdinysornak nevezziik.
— Az a: N — V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 <limsup v/||a,| < oo;
n—oo

1
T
limsup {/l|ax ||

n—oo
Rq 0, ha limsup V/||an| = oo;

n—roo
00, ha limsup ¥/||an| = 0.
n—roo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

1>

16.16. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen (V,||-||) normdlt tér, a : N — V tetszdleges sorozat
ész e K.

1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.

2. Ha || > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.

3. Har €0, R,[, akkor

Z sup |jant"|| < 0.
nen t€B-(0)

4. Ha (V,|||l) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bpr,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.
5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos figgvény.

16.4. Abel-tétel
16.17. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens

n

n+m
és minden n € N esetén legyen C, = sup Z ar||- Ekkor minden n € N szdmra C,, < oo és
meN
k=n

lim C, =0 teljesiil.

n—oQ
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16.18. Definicié. Ha V vektortér és a,b € V, akkor a
[a,0] 2 {ta+ (1 —t)p[ t € [0,1]},  Ja,b[ 2 {ta+ (1 —t)b| t €]0,1[}
halmazokat az a és b végponti szakasznak, illetve nyilt szakasznak nevezziik.

16.19. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre 0 < R, < co
és legyen z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvdinysor konvergens a z pontban. Ekkor a
o0

Z anz" hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, z| szakaszon és a P,|| -] fiigguény folytonos.

n=0

16.5. Lineéris leképezés fiiggvénye

16.20. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelélje R, az a sorozat dltal meghatdrozott
hatvdanysor konvergenciasugardt. Ekkor minden A € £ (V,V), elemre ||A|| < R, esetén a

E ap A"
n
sor konvergens.

16.21. Definici6. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fiiggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fiiggvénnyel, vagyis minden = € R esetén

(n)

n

teljesiil. Ekkor minden A € £(V, V) elemre legyen

(n)
OED PEAELI
neN ’

16.22. Definicié. Legyen T tetsz6leges nem iires halmaz. A
) . | 0, ha i#j;
0:TxT—{0,1} (z,])»—>5w—{1’ ha i—j

fliggvény a Kronecker-féle delta-fiigguény.

16.23. Tétel. Legyenn € NT, A: R"™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek
a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fiigguénnyel.

1. Ha A diagonalizalhato, azaz létezik olyan invertdlhato S mdtrix és diagondlis D mdtriz, melyre
A=S8DS™1, akkor f(A) = Sf(D)S™!, ahol

0  f(Dyp) 0 - 0
f(D): : : . .
0 0 0 - f(Du)

Vagyis, ha Dij = (51-]-)\1-, akkor f(D)” = (S”f()\l)
2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl dll, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

O O O >

0
0
1
A

SO >
S > = O
o o oo

(16.1)

jan}
[an}
an}
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akkor f(A) = Sf(J)S™, ahol

oy roy S5 m
| e M
0 0o - ST
o0 0 O
Vagyis
0. ha i>jovagyj—i>1 0, ha i > j;
ha J;; = i ZZ ;':]';:1, akkor  f(Ji;) = f((;—)l());) ha i<

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontisa A = SPS™!' alaki, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjaban a (J;)i=1,. r Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S~%, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjiban az
(f(Ji))i=1,...x blokkok dllnak.

16.24. Definicié. Legyen n € NT és tekintsiink egy A : R™ — R" linearis leképezést, legyen Sp(A) =
{A1,..., An} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhat6 S métrix és diagonélis D matrix, melyre A = SDS~1, akkor f(A) 2 Sf(D)S™1,
ahol

f(D11) 0 0o .- 0
D
o= | 0T
0 0 o --- f(D,m)

Vagyis, ha Dij = 51']')\1'; akkor f(D)” = (5”]”()\1)

16.6. Approximéacié Bernstein-polinommal

16.25. Definicié. Legyen (V,|-||) normélt tér, a,b € R, a < b, f : [a,b] = V ésn € N*. Az f
fiigguény n-edik Bernstein-polinomjdinak nevezzik az

I 1 ~ (n koo > _ Nk(p _ p\n—k
Bl R—>V tw— b—a ,}ZO (k>f<a+n(b a) | (t—a)*(b—1)
polinomot.

16.26. Tétel. (Approzimdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen (V, ||-||) normdlt tér, a,b € R, a < b
és [ :[a,b] = V folytonos figgvény. Ekkor

tim (‘sup |[BA(t) - £()]) = 0.

N0 \te[a,b]

16.27. Tétel. Legyen a,b € R, a < b. A (C([a,b],R),|[|5,,) térben a polinomok sird halmazt
alkotnak.
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16.7. Stone-féle stirtiiségi tétel

16.28. Definicio. Legyen T tetszSleges, nem iires halmaz és A C F(T,K).
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétvdlaszté T felett, vagy roviden szétvdlasztd, ha minden
x,y € T elemre x # y esetén van olyan f € A, melyre f(x) # f(y) teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz linedris figgvényhdld, ha lineéris altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f € A esetén |f| € A.

16.29. Tétel. Legyen T halmaz és A C F(T,K) figgvényhdl. Ekkor minden n € N szdmra, ha
fi, - fn € A, akkor
Sup{fla-"afn}ainf{fia"'afn} €A

teljesiil.
16.30. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,R) olyan

linedris fliggvényhdld, amely szétvilaszté és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A sird a
(C(M,R) ) térben.

- llsup
16.8. Stone—Weierstrass-féle stirtiségi tétel

16.31. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus-tér és A C C(M,R) olyan
algebra, amely szétvdlaszto és tartalmazza a konstans fiigguényeket. Ekkor A sird o (C(M,R), ||~||Sup)
térben.

16.32. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C'(M,C)
olyan algebra, mely szétvdlaszto és tartalmazza a konstans figguényeket, valamint minden f € A
elemre f € A. Ekkor A sird a (C(M,C),||||,,) térben.

16.33. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz. Ekkor a C(K,R) halmazban a polinomok sird rész-
halmazt alkotnak.

17. Differencialszamitas

17.1. Differencidlhatésag

17.1. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy
u,v € LU, V), melyre

i {@ = @) —u@—a) _ L f@) - f(@) = v~ a)

z=a [l = all z=a [l = all

=0

teljesil. Ekkor u = v.

17.2. Definicié. Legyen U és V normalt tér, f : U — V fiiggvény és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € #(U, V), melyre

i £0) = f@ = A —a)

z—a [ —af

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:U — V fuggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiigguényének nevezzik a

Df = {<a,A> ¢ (Dom f) x (U.v) | tim L0 =S(0) = Al —a) :O}

z—a [ — all

fliggvényt.
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— Az f differencidlhaté, ha Dom f = DomDf.
— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és D f folytonos. Az A C U nyilt halmazon
értelmezett, V értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A4,V) jeldli.

17.3. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény,
valamint a € Int Dom f. Az A € ¥ (U, V) leképezés pontosan akkor az f fiigguény a pontbeli derivdltja,
ha

Ve e RTI e R*Yz € U - (||ac —all<d = |f@) - fla)— Az —a)|| < e ||z — a||>

teljesiil.

17.4. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
1 @) = (@)

T—a Tr—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R = R folytonos linedris leképezés, melyre
o 16— (@)~ (D))~ a)

T—ra ‘,fl} 7(1‘

=0

teljesiil. Tovdbbd ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

17.5. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f
differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

17.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

17.6. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f,g : U =V, ¢ : U = R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges
belsd pontja a (Dom f N Dom g N Dom ¢) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban.
Ekkor

~

. [+ g differencidlhaté az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);
3. of differencidlhaté az a pontban és (D(¢of))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a);
4

. ha ¢(a) # 0, akkor S differencidlhato az a pontban és
¥

(D (i)) (a) = w(a)(Df)(a;;(aJ;(a)(Dgo)(a) |

17.7. Tétel. Legyen U és V normdlt tér és legyen A C U nyilt halmaz. Ekkor C1(A, V) vektortér.

17.8. Tétel. (Kozvetett figguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen U, V' és W normadlt tér,
g: U=V, f: V=W ésaelIntDom fog. Ha g differencidlhaté az a pontban és f differencidlhato
a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhaté az a pontban és

(D(f 0 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

17.3. Irdnymenti derivalt

17.9. Definicié. Legyen U vektortér és V normélt tér. Legyen tovabba f : U — V fiiggvény,
a € Dom f és e € U. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek létezik az a pontban az e irdnyi derivdltja,

ha létezik a
o Jla+te) = f(@)

tER t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e irinyi (Gateaux-)
derivdltjinak neveziink.
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17.10. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény, valamint a € IntDom f. Ha
f differencidlhato az a pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az [ fligguény e irdnymenti
derivdltja az a pontban, tovibbd (D.f)(a) = ((Df)(a))(e) teljesiil.

17.11. Tétel. Legyen U, V és W normdlt tér, a ¢ U, a: U — L(V,W) és 8:U — V az a pontban
differencidlhato fiigguény. Ekkor az

af :U=W  ue (a(u)(B(u)
fiigguény derivdltja az a pontban a
T:U—=V  uw ((Da)(a)(u))B(a) + a(a)((DB)(a)(u))
leképezés.

17.12. Tétel. Legyen U, V és W normdlt tér, v € V,a € U és a : U — L(V,W) az a pontban
differencidlhato fiigguény. Ekkor az

oav:U—=-W u > (a(uw))(v)
fiigguény derivdltja az a pontban a
T: U=V u+— ((Da)(a)(u))v
leképezés.
17.13. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, W C V zdrt linedris altér, a € U és f : U — W olyan

figguény, mely differencidlhaté az a pontban. FEkkor Ran((Df)(a)) C W, vagyis a (Df)(a) derivdlt
U — W linedris leképezésnek is tekinthetd.

17.4. Néhany specialis fiiggvény derivaltja
17.14. Tétel. Legyen U normdlt tér, c € U és
L.:U—=U T x—c.
Ekkor L. minden pontban differencidlhatd és
DL.:U — #(U,U) a— idy
teljesiil.

17.15. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, valamint legyen A € £ (U,V). Ekkor A minden pontban
differencidlhaté és
DA:U — 2(U,V) a— A

teljesiil.

17.16. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, a € U, n € N és legyen A € L(U™, V) szimmetrikus
n-linedris leképezés. A
p:U—=V x— Az,...,x),

fiigguény derivdltjira
Dp:U — £(U,V) a— (z— nA(z,a,...,a))

teljesiil.
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17.17. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, c € U, n € N és legyen A € (U™, V) szimmetrikus
n-linedris leképezés. A
n:U—=V r—=Alx—c,...,x—c),

fiigguény derivdltjdara
Dn:U — £2(U,V) a— (= nAlx,a—c,...,a—c))
teljesiil.

17.18. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= £(V,V), n € NT és legyen f: A — A, f(a) = a™. Ekkor

n—1
Df:A— £(AA) a— (b — Z akban—l—k>
k=0

teljesiil.
17.19. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= ¥ (V,V) és
GA) ={ae2(V,V)|Jat, a=t e 2(V,V)}.
Az inverzképzés i : G(A) — G(A), i(a) = a~" fiigguényére ekkor
Di:G(A) - #(A,4)  aw (b~ —a 'ba™")

teljesiil.

17.5. Vektor-vektor fiiggvény derivaltja
n
17.20. Tétel. Legyen n € NT, (Vi)i=1,....n normdlt terek rendszere, U normdlt tér, f : U — HVZ- és
i=1
a€eU. Az f figgvény pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha minden i € {1,...,n} index
esetén az pr,of : U — V; fiiggvény differencidlhato az a pontban. Tovabbd ha f differencidlhato az a
pontban, akkor minden i € {1,...,n} index esetén

(D(pr; of))(a) = pr;o(Df)(a)

teljesiil.

n
17.21. Definicié. Legyen n € N*, (U;);=1,.., normalt terek rendszere, V normalt tér, f : H U, —
i=1
V,a=(a1,...,a,) €IntDom f és k € {1,...,n}.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhaté a k-adik vdltozdja szerint az a pontban,
haaz foin,y : Uy — V fliggvény differenciadlhaté az aj, pontban és ekkor a

(Okf)(a) = (D(f oing))(ax)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fiiggvény k-adik viltozoé szerinti derivdltfiigguényének nevezziik a
foing, differenciadlhaté az ap pontban
Oxf =4 (a,A) € (Int Dom f) x Up,V . ’ .
1t = {l ) € Guepom 2w | NS
fliggvényt.
— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhaté a k-adik vdltozdja szerint, ha Dom Oy f = Dom f.
— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhatd a k-adik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhato6 a k-adik valtozdja szerint és Ok f folytonos.
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n
17.22. Tétel. Legyen n € N*t, (U;);=1,...,, normdlt terek rendszere, u € HU“ ke {l,...,n} és
i=1

a € U. Ekkor
(D inu’k)(a) = in()’k
teljesiil.

n

17.23. Tétel. Legyen n € NT, (U;)i=1,... n normdlt terek rendszere, V normdlt tér és f : H U, —V

i=1

n
olyan fiiggvény, mely differencidlhato az a € Int Dom f pontban. Ekkor minden x € H U; vektorra

i=1
(Df)(a)(x) = zn:(aif)(a)(xi)
i=1
teljesiil.
17.24. Tétel. Legyen m,n € N*, (U;)i=1,...m €s (V;)j=1,....n normdlt terek rendszere és f : ﬁUZ- —
i=1

n m

H V; olyan figguény, mely differencidlhato az a € HUi pontban. Minden i € {1,...,m} és j €
j=1 i=1
{1,...,n} esetén legyen

Aji = (0ifj)(a),

ahol f; = pr;of, valamint értelmezzik az

AHUl%H‘/j (xl,,I’m)l—><ZA11I“,ZAnzSCZ>
i=1 j=1 i=1 i=1
leképezést. Ekkor (Df)(a) = A teljesil, vagyis minden x = (x1,...,Ty) € HUi vektorra €s j €
i=1
{1,...,n} indezre
(Df)(@)z); = > (Dif;)(a)z;.
i=1

17.6. Folytonosan differenciadlhaté fiiggvények

17.25. Tétel. Legyen U normdlt tér, a,b € U és legyen f : U — R olyan fiigguény, mely folytonos
az [a,b] szakaszon és differencidlhato az ]a,b| halmazon. Ekkor létezik olyan c € |a,b|, melyre

f(b) = f(a) = (Df)(c)(b - a)
teljesiil.

17.26. Tétel. Legyen V normdlt tér és legyen f : [0,1] — V és g : [0,1] — R olyan folytonos
fiigguény, mely differencidlhatsé a )0, 1] halmazon, tovibbd minden t € |0,1[ elemre ||(Df)(t)]] < ¢'(t)
teljesil. Ekkor

[£(1) = FO)Il < g(1) = 9(0).

17.27. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V. Tovdbbd
legyen a,b € U, a # b, olyan pont, melyre [a,b] C Dom f, f folytonos az [a,b] halmazon és f
differencidlhatd az )a,b| intervallumon. Ekkor

1£(b) = fla)ll < (le]lapb[ I(Df)(w)H) o= all-
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17.28. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, A

C U dsszefiiggd nyilt halmaz és f : A — V diffe-
rencidlhato figguény. Ha minden a € A esetén (Df)

5
(a) = 0 teljesiil, akkor az f figgvény dllandd.
n

17.29. Tétel. Legyen n € NT, (Ui)i=1,....n normdlt terek rendszere, V. normdlt tér és f : H U, —V
i=1

fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a € ﬂ Int Dom(0; f) olyan pont, hogy minden i € {1,...,n} esetén a 0;f

i=1
fiigguény folytonos az a pontban. Legyen

n

i=1 i=1
Ekkor minden € € Rt szdmhoz létezik olyan § € RY, hogy minden x,y € Bs(a) esetén
1f (@) = fly) — Az —y)| < ellz =yl
teljesil, f differencidlhaté az a pontban és (Df)(a) = A.
17.30. Tétel. Legyen n € N, (U;)i=1,...n, normdlt terek rendszere, V normdlt tér, legyen f :

HUi — V fiigguény, és legyen @ C Dom f nyilt halmaz. Ekkor az f fiigguény pontosan akkor
i=1

folytonosan differencidlhaté az Q halmazon, ha minden i € {1,...,n} indexre @ C Domd; f és a O; f
fiigguény folytonos az Q halmazon.

17.7. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor differencidlhatésaga

17.31. Tétel. Legyen U normdlt tér, V. Banach-tér, r € RY, a € U, valamint minden n € N esetén
legyen f,, : B.(a) = V differencidlhato figgvény. Ha létezik a nhﬁngo fn(a) hatdrérték és a (Df,)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergens a B, (a) halmazon, akkor

1. minden x € B,(a) esetén létezik a nh—>120 fn(x) hatdrérték;

2. az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f : B.(a) — V, f(x) = nhﬁn;(} fn(x)

fligguényhez.

17.32. Tétel. (Figguénysorozat differencidlhatésdga.) Legyen U normdlt tér, V. Banach-tér, Q C U
dsszefiiggd nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q — V differencidlhato fiiggvény.
Ha a (Dfp)nen figguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az Q halmazon és létezik olyan
o € Q pont, melyre létezik a nh_}n(lo fn(xo) hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2. az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q@ =V, f(x) = lim f,(z)
n—oo

figguényhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = 1Lm (Dfn)(z) teljesiil.

17.33. Tétel. (Figguénysor differencidlhatésdga.) Legyen U normdlt tér, V Banach-tér, Q C U
dsszefiiggd nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q — V differencidlhatd fiiggvény.
Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan
n
zo € ) pont, melyre létezik a Z fn(xo) Osszeg, akkor
neN
1. minden x € Q esetén létezik a Z fn(x) dsszeg;
neN

2. a an fiigguénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q@ — V, f(x) = Z fn(x) figg-
n n=0

vényhez;
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3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(z) teljestil.
neN

17.8. Inverzfiiggvény tétel

17.34. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.) Legyen U és V Banach-tér, f : U — V tetszdleges fiigguény
ésa€U. Haa € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és (Df)(a) € £(U,V) homeomorfizmus,
akkor létezik olyan Q C Dom f nyilt kérnyezete az a pontnak, melyre
1. flq injektiv;
F() nyilt halmaz;
fla homeomorfizmus Q és f(Q) kdzétt;
az (flo)~! figgvény differencidlhato;
minden x € ) pontra

Suds o b

(D((fle)"N(f (@) = (D))~

teljesiil;
6. a D(f|a)~! figgvény folytonos az f(a) pontban.

17.9. Implicitfiiggvény tétel

17.35. Tétel. (Implicitfiiggvény tétel.) Legyen Uy, Uy és V' Banach-tér, f : Uy X Us — V tetszéleges
figguény. Ha (a1, az2) € IntDom(Df), Df folytonos az (a1, az) pontban és a (02f)(a1,az2) € L (Us, V)
leképezés homeomorfizmus, akkor létezik olyan Uy, Qo nyilt kérnyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X QQ - Dom(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qs differencidlhato fiiggvény, melyre minden © € Q1 esetén

f(x,0(@) = flar,az) és (Dp)(x) = = ((9af)(w,0(x)) " (O1f)(, p(x))

teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

17.10. To6bbszoros derivaltak

17.36. Definicio. Legyen U és V normalt tér, f : U — V fliggvény és n € N\ {0, 1}.
— Az f fiiggvény n-szer differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D™~D f).
— Az a € DomD(D = f) esetben (D(D"~V f))(a) € 2(U, £ (U™ ', V)), ennek a kompozi-
ciojat a

pi : LU, 2" UL, V)) = 2" (U™, V) A ((1’1, ) o (A1) (22, . .- ,xn)>

izometrikus bijekcioval jelolie (D™ f)(a). Az f : U — V fiiggvény n-edik derivdltjinak nevezziik
a

D™ f:Dom DD Vf) = (U™, V)  ars pp10o (DD Vf))(a)
fliggvényt.

— Az f fiiggvény n-szer differencidlhaté, ha Dom f = Dom D f.

— Az f fiigguény n-szer folytonosan differencidlhatd, ha differencialhato és D f folytonos fiigg-
vény. Az A C U nyilt halmazon értelmezett, V értékid, n-szer folytonosan differencidlhaté
fiiggvények halmazat C™(A, V) jeloli.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden n € N esetén n-szer differencialhato. Az

A C U nyilt halmazon értelmezett, V értékii, végtelenszer differencialhato fiiggvények halmazat
C>(A,V) jeloli.

17.37. Tétel. (Young-tétel.) Legyen U és V mormdlt tér, f : U — V tetszéleges fiigguény, n € NT
és a € DomDM™ . Ekkor (D™ f)(a) € L(U",V), azaz (D™ f)(a) szimmetrikus multilinedris
leképezés.
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17.11. Taylor-sorfejtés

17.38. Definici6. Legyen U és V normalt tér, n € N, f : U — V fiiggvény és a € Dom(D(™ f). Az
f fliggvény a pontbeli n-ed foki Taylor-polinomjdnak nevezzik a

n
A

T UV (@) T 2 3 (W ) -

k=0

polinomot. Ha f € C*(U,V) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik
a

éi% (D® ) (a))(x — a)F!
k=0

hatvanysort.

17.39. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki fiiggvényekre.) Legyen U normdlt tér, n € NT, a,b € U
és f : U — R olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer folytonosan
differencidlhaté az [a,b] halmazon és (n+1)-szer differencidlhaté az|a, b[ nyilt szakaszon. Ekkor létezik
olyan £ € ]a, b[, melyre

n

1) = Z ,:, (D™ f)(@))(b - a) + ﬁ(DW*”J‘)(S)(b — a)lHll,

17.40. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen U és V normdlt tér, n e N, a,b e U és f : U — V olyan
fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az | fiigguény n-szer folytonosan differencidlhaté az
[a,b] halmazon és (n + 1)-szer differencidlhatd az |a, b] nyilt szakaszon. Fkkor

n+1

Hf(b)_T,{,a(b)Hngup o) H) o=l

17.41. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen U és V normdlt tér, n € NT és legyen az
f:U =V figguény n-szer differencidlhato az a € U pontban. Ekkor
fla) = T (x)

lim &L~ ),
e=a|lz—al

17.12. LokAlis szélsGérték jellemzése

17.42. Definicié. Legyen U normadlt tér f: U — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden = €
B,(a) "Dom f esetén f(a) < f(z).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # v € B.(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokélis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

17.43. Tétel. Legyen U normdlt tér, f : U — R tetszdleges figguény és a € Dom(Df). Ha az f
fiigguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.
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17.44. Tétel. Legyen U normdlt tér, f : U - R, 1 <n €N, a € U és a € Dom(D™ f). Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < n esetén (D f)(a) =0 és (D™ f)(a) # 0.
1. Ha az f figguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor n pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az [ fiiggvénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor n pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés szigorian pozitiv definit, akkor az f figguénynek szi-
gori lokdlis minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D™ f)(a) multilinedris leképezés szigorian negativ definit, akkor az f fiiggvénynek
szigord lokdlis marimuma van az a pontban.
5. Ha o (D™ f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiiggvénynek nincs lokdlis sz€élsé-
értéke az a pontban.
6. Ha n pdratlan, akkor az f fligguénynek nincs lokdlis szélsGértéke az a pontban.

17.13. Konvexitas differencialis jellemzése

17.45. Definicié. Legyen f: K" — R fiiggvény és A C K" konvex halmaz.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény konvexr az A halmazon, ha minden z,y € A és ¢ € [0, 1] esetén

St 4+ (1= t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y)

teljestl.
Azt mondjuk, hogy az f figguény szigorian konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és
t €10, 1] esetén

fltz+ (1 —t)y) <tf(x) + (1 —t)f(y).
Az f fiiggvény konkdv az A halmazon, ha —f konvex az A halmazon.
Az f fiigguény szigorin konkdv az A halmazon, ha — f szigortian konvex az A halmazon.
Az f fiiggvény (szigorian) konvex/konkdv, ha f (szigoruan) konvex/konkav a Dom f halmazon.

17.46. Tétel. Legyen Q) C R" konvex nyilt halmaz és f : Q@ — R kétszer differencidlhatd fiiggvény.
Ekkor az aldbbi dllitisok ekvivalensek.

1. Az f fiigguény konvex.
2. Minden z,y € §) esetén

f(@) + (D) @)y — ) < f(y)-
3. Minden x € Q esetén (D) f)(x) pozitiv.

17.47. Tétel. Legyen Q@ C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencidlhato fiigg-
vENY.
1. Az f fiigguény pontosan akkor szigorian konvex, ha minden x,y € Q, x # y esetén

f(@) + (D) @)y — =) < f(y)
2. Minden x € Q esetén (D@ f)(x) pozitiv definit, akkor f szigorian konver.

18. Fourier-sorok

18.1. Trigonometrikus polinomok

18.1. Definicié. Az R — C fiiggvények

T(R,C) 2 {t — Z (ak cos(kt) + by sin(kt)) € F(R,C) | n e N,Vk € {0,...,n} : az, by € (C}
k=0

részhalmazét trigonometrikus polinomoknak nevezziik.
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18.2. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P ocos € T(R,C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén a t — f(t+ x) fiigguény is trigonometrikus polinom.

18.3. Tétel. (Weierstrass approzimdcids tétele.) Minden [ € Con(R,C) fiiggvényhez és minden
e > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre ||f — ¢l < ¢ teljesil.

18.2. Fourier-féle ortogonalis fiiggvényrendszer

18.4. Tétel. Legyen a € R, k,l,m € N olyan, hogy 0 # k # | # m. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

a+2m a+2m
/ cos(kz)dx =0 / sin(kz)dx =0
aa+27‘r aa+27r
/ cos’(kx)dx = / sin?(kx)dz =7
aa+27r aa+2ﬂ'
/ cos(mx) cos(lz)dx =0 / sin(ma) sin(lz)dz =0

a+2m
/ cos(mz) sin(kx)dx =0
18.5. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az
Sp i [-mm] = R t—ao+ Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfigguényhez a [—7, 7] intervallumon. Ekkor minden
k € NT esetén

1

:27r

1

™

ag fooa=— [ f(t)cos(kt)dt, br=

—T

f(@)sin(kt) dt
teljesiil.

18.6. Tétel. A Ca(R,C) vektortéren tekintsik a

(1) : Con(l=m,7],C) X Con(l—m 7] ,C) 5 R (frg) = | Tg

—T

leképezést.
1. A fent definidlt mivelet skaldris szorzds.
2. A
{ — 1 eina: | c Z}
T — n
V2T
vektorrendszer ortonormdlt és teljes.
3. A
1 cos(nx) sin(nx) ‘ }
T —, T+ , T+ ne Nt
{ V2T N T

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.
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18.3. Fiiggvény Fourier-sora

18.7. Definici6é. Ha f : R — R olyan fiiggvény, melyre f|_. »j € R([—m, 7], R) teljesiil és 2 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier-egyiitthatéinak nevezzik a

a =+ [
O T on -
ap = l/ f(t)cos(kt)dt Vk e NT
™ —T
by = 1 f(t)sin(kt)dt Vk e NT
™ —T

szamokat. Az f fiigguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik a

ap + Z ay cos(kx) + b sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletosszeg-fiigguényének nevezziik az

S,:R—=R T ag + Z a, cos(kx) + by, sin(kx)
k=1

fliggvényt.

18.8. Tétel. Legyen k € N és f € C*(R,R) 21 szerint periodikus figgvény. Ekkor minden n € Nt
esetén a Fourier-egyiitthatokra

an, :(_11)616/_7r FH)N(t) cos (nt—k%)dt

™

by = (_:L,)ck /7; FO)(4) sin (nt - kg) dat

s

1 K
teljesil. Tovabbd a Dy = 7/
m

—T

f(k)‘ jeldlés mellett minden n € NT szdmra

Dy,

Dy,
nk ’

|an| < |bn| < W

18.9. Tétel. Minden f € C?(R,R) 27 szerint periodikus figguény esetén a Fourier-sor részletissze-
geibdl dllo (S, )nen fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f figguényhez.

18.4. Riemann—Lebesgue-lemma
18.10. Tétel. (Riemann—Lebesgue-lemma.) Minden [ € R(|—m,n|,R) figguényre

s ™

lim f(t)cos(at)dt = lim f(t)sin(at)dt = 0.

a—ZFoo | _ a—Foo [_

18.5. Dirichlet-féle magfiiggvény
18.11. Tétel. Minden n € NT és z € R esetén
sin ((n + %) :E)

x
" - , ha — &7
142 Z cos(kx) = sin 5 Qxﬂ ?
k=1 1+ 2n, ha —€eZ
2

teljesiil.
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18.12. Definicié. Minden n € N esetén legyen

~ 1
sm((ﬁ—&—zQ)x), ha £¢Z;

D,:R—=R T sin 2£;r
1+ 2n, ha — € Z.

2w

A (D,)nen fiiggvényeket Dirichlet-féle magfiigguényeknek nevezziik.

s

18.13. Tétel. Minden n € N esetén a D,, fligguvény folytonos, valamint D,, = 2.

—T

18.14. Tétel. (Konvolicié a Dirichlet-féle magfiiggvénnyel.) Legyen f : R — R olyan 27 szerint
periodikus fiiggvény, melyre f|_x 1 € R([0,27],R) teljesil. Ekkor minden n € N és x € R esetén

Si(z) = % j () Do (z — 1) dy. (18.1)

18.6. Dirichlet-féle lokalizacios tétel

18.15. Tétel. (Dirichlet-féle lokalizicios tétel.)  Legyen f : R — R olyan 27 szerint periodikus
fiiggvény, melyre f|g2- € R([0,27],R) teljesiil, tovibbd legyen xo, A € R olyan paraméter, melyre a

flwo +2) + flxzg — ) — 24 )
p:R—R x»—>{ T , ha z#0;
0, ha =0

fiiggvény integrdlhaté a [—m, 7| intervallumon. Ekkor az [ fiiggvény Fourier-sora konvergens a x
pontban és a sor dsszege A; azaz

ag + Z ay, cos(kxg) + by sin(kxg) = A.
k=1

18.16. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdcids tétel 1. kiévetkezménye.) Legyen f : R — R olyan 2w
szerint periodikus figguény, melyre fljo 2. € R([0,27],R), és legyen xo € R olyan pont, hogy f
differencidlhaté az xo pontban. Ekkor az f fiigguény Fourier-sora konvergens a xo pontban €s a sor
dsszege f(xo); azaz

ag + Z ay, cos(kxg) + by sin(kzg) = f(x0).
k=1

18.17. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdicids tétel 2. kévetkezménye.) Legyen f : R — R 27 szerint
periodikus, differencidlhato fiiggvény. Ekkor az f fiigguény Fourier-sora konvergens minden r € R
pontban, és ott a sor dsszege f(x); azaz

ap + Z ay cos(kx) + by sin(kzx) = f(z).
k=1

18.18. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdcids tétel 3. kivetkezménye.) Legyen f : R — R olyan 27
szerint periodikus fiigguény, melyre flo2x) € R([0,27],R) teljesiil, valamint legyen vo € R olyan
pont, melyre létezik a lirif hatdrérték. Ha létezik olyan r € RT, hogy a

zo

f(a?o+a:)<}ch§f>
@+:R8_—>R T 2 , ha z#0;

x
0, ha x =0;
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f(zo — ) — (hmf)

Tro—

o_:Rf =R x> , ha x#0;

x
0, ha =0

fiigguény integrdlhato a [0, r] intervallumon, akkor az f figgvény Fourier-sora konvergens az xo pont-

1
ban és a sor dsszege — <limf + lim f |; azaz
2 \=zo+ To—

= 1
ap + g ay cos(kxo) + by sin(kxg) = 5 <li%f + lim f) .
Zo

Tro—
k=1

[e%S) 1 71_2
18.19. Tétel. E — = a
n
n=1

18.7. Fejér-féle magfiiggvény
18.20. Tétel. Minden n € N és x € R esetén

1 sin® (”—1 x)

3 T
n . , ha — ¢ 7,
I SV YEIE e e
nt s 1+n, ha iEZ
2w
teljesiil.
18.21. Definicié. Minden n € N esetén legyen
1 sin? (2L)
Uy, gy
F,:R—R x> n+l sin® § 2m
14+ n, ha X €.
2w

Az (F,)nen fliggvenyeket Fejér-féle magfigguényeknek nevezziik. indexFejér-féle magfiiggvény

18.22. Tétel. (A Fejér-féle magfiggvény tulajdonsdgai.)
1 s
1. Minden n € N esetén o F,=1.
7T

2. Mindenn € N és x € R esetén F,(x) > 0.
3. Minden § € 10,7 esetén

lim / F,(z)dx =0.

n—oo
o<zl <n

18.23. Tétel. (Konwvolicié a Fejér-féle magfiggvénnyel.)  Legyen f : R — R olyan 27 szerint
periodikus fiiggvény, melyre f|_x 1 € R([—m,7],R) teljesil. Minden n € N és x € R esetén legyen

1 n
on() = — — ;JSk(a:).

Ekkor minden n € N és x € R szamra

(@)= 2 [ fe -y Faw)dy (18.2)

teljestil.
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18.8. Fejér tétele a Fourier-sor konvergenciajarol

18.24. Tétel. (A Fejér-tétel.) Legyen f € C(R,R) 271 szerint periodikus fiiggvény, tovdbbd minden
n €N és x € R esetén legyen
1 n
on(x) = > Su(x).

n—i—lk:O

Ekkor a (0,)nen fligguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, vagyis

lim sup|f(z) — on(x)| = 0.

n—oo z€ER

19. Komplex fiiggvénytan

19.1. Komplex differencidlhatésag

19.1. Definicié. Legyen f: C — C fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény komplex differencidlhats, vagy holomorf az a pontban ha

létezik a
L @) = (@)
T—a Tr—a

hatarérték. Ekkor a lim M

z—a T —a
vagy derivdltjénak nevezziik és a tovabbiakban az f’(a) szimbolummal jeloljiik.

— Az f: C — C figgvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik az

komplex szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljinak

r—a xr—a r—a r—a

f’z{(a,A)e(IntDomf)x(C 3 im LB =S limf(x)_f(a):A}

fliggvényt.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény reguldris az a € C pontban, ha létezik olyan r € R*, melyre
B, (a) C Dom f’ teljesiil, vagyis, ha f C-differencialhaté az a pont egy kornyezetében.

— Az f fiiggvény holomorf vagy reguldris vagy C-differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Azt mondjuk, hogy f egész fiiggvény, ha Dom f = C és f holomorf.

19.2. Tétel. Legyen f: C — C fiigguény és a € Int Dom f. Tekintsik az f dltal meghatdrozott
u:R* - R (z,y) = Re f(x +iy)
v:R? >R (x,y)— Im f(z+iy)
fiigguényeket. Azaz minden x,y € R szdmra  +iy € Dom f esetén
flx+iy) =u(z,y) +iv(z,y)

teljesil. Ekkor az aldabbi dllitasok ekvivalensek.
1. Az [ fiiggvény holomorf az a pontban.
2. Létezik olyan A : C — C C-linedris leképezés, melyre

1o 1) = fl@) = Az —a)

T—a |£E — a|

=0.

3. Az u és a v fugguény differencidlhato az a pontban, valamint

(Oru)(a) = (92v)(a)
(Gau)(a) = —(d1v)(a)

teljesiil. Ezen utobbi két egyenletet nevezziik Cauchy—Riemann-egyenleteknek.
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Ha az f fiigguény holomorf az a pontban, akkor

f'(a) = AQ1) = (O1u)(a) +i(01v)(a).

19.3. Definicié. Legyen f : C — C olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € C pontban és
tegytiik fel, hogy f’(a) # 0. Ekkor az |f'(a)| szamot az f figguény a pontbeli nyijtdsi egyiitthatdjinak
nevezziik. Azt a jol meghatérozott ¢ € |—m, 7] szdmot pedig, melyre f'(a) = |f'(a)|e'? teljesil az f
fiigguény a pontbeli forgatdsi egyiitthatdjanak nevezzik.

19.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

19.4. Tétel. Legyen f,g: C — C, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhaté az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhato az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. minden c € C esetén cf differencidlhaté az a pontban és (cf) (a) = cf'(a);
3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a )

/ /
4. ha g(a) # 0, akkor g differencidlhaté az a pontban és <§> (a) = fla)g(a

19.3. Hatvanysor differencidlhatosaga

19.5. Tétel. Legyen a : N — C olyan sorozat, hogy a P,(z) = Z anz" hatvanysor konvergenciasu-
n=0
gardra R, > 0 teljestiljon. Legyen

ad: N>R n— (n+1ant1,

Ekkor a P,/ hatvinysor konvergenciasugara szintén R,, a P, hatvdnysor holomorf a Bg, (0) halmazon,
és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.

19.4. Gorbe menti integral

19.6. Definicié. Gorbék f6bb tipusai.
— A ~v:a,b] = C gorbe elemi, ha a,b € R, ~ folytonos, differencialhato az ]a, b[ halmazon, létezik
a lim 4(t) ésa lim #(t) hatarérték, valamint a
t—a+0 t—b—0

tiltrlriofy(t), ha t=gq;

Jila,)) =C  te A(t), ha a<t<b;

tilinov() ha t=b.

fiiggvény folytonos. Minden « elemi gérbéhez definialjuk a még a
— li ) h < a;
(t—a) lim §(t)+7(a), ha t<a
v :R—=C t— (1), ha a <t <b;
(t—0) lim ~(t)+~(b), ha t>b.
t—b—0
fliggvényt. Az elemi gorbék halmazara a I'¢ jellést hasznaljuk.
— A v :[a,b] — C gorbe szakaszonként Ct-osztdlyii folytonos girbe, ha a,b € R, ~ folytonos és
létezik olyan n € N és (¢;);cs1....n1 véges pontrendszer, melyre a tg = a és t,+1 = b pontok hoz-
€{1,...,n} VEE +

zévételével minden 4 € {0,...,n} esetén v|p, € I'°. A szakaszonként C'-osztalyt folytonos
gorbék halmazara a I' jeldlést hasznaljuk.

stit]
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— A v €T gorbérdl az mondjuk, hogy zdrt, ha v(a) = vy(b), ahol a = inf Dom ~y és b = sup Dom~.
A zart gorbék halmazat a I'g szimbélummal jeldljiik, valamint hasznaljuk még a I'§ = I'o N I'®
jelolést is.

19.7. Definicié. Legyen f: C — C folytonos fiiggvény.
— Legyen v : [a,b] — C, v € I'¢, melyre Ran~y C Dom f teljesiil. Ekkor a

b
/'fwu»wwdt

mennyiséget az f fligguény v gorbe menti integrdljanak nevezzik és a / f, vagy a kicsit pon-
v

b
gyola, de természetes / F(y(@®)¥(t) dt szimbolummal jeldljiik.
— Legyen v : [a,b] — C, v € I, melyre Rany C Dom f teljesiil és legyen n € N és (;)ic(1,....n}

olyan, hogy a tg = a és t,,;1 = b pontok hozzéavételével minden i € {0,...,n} esetén |y, 4., €
I'“. Ekkor a

tit1

> f
]

i=0 'Yl[ti,f,iJrl

mennyiséget az f fiigguény v gérbe menti integrdljanak nevezzik és szintén a / f vagy a
¥

b
/ F(y(@)A(t) dt szimbolummal jeloljiikk. Tovabba a

[ti tiga] (t) ‘ dt

n tita1
>/ K
i=0 Vi

mennyiséget a v gorbe hosszinak nevezziik és az L(v) szimbélummal jeloljiik.

— Amennyiben a v gorbe zart, a vonalmenti integrélra még a % f szimbolumot is hasznéljuk.
¥

19.8. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, vy €T és f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre Ran~y C

Dom f. FEkkor
b .
/f:/fw%»mwa

teljesiil.

19.9. Tétel. Legyen a,b € R, f : [a,b] — C folytonos fiiggvény. Ekkor

LU<§EUL

19.10. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, v € T és f,g : C — C olyan folytonos figguény, melyre
Ran~y C Dom f és Rany C Dom g teljesiil.

1. /7(f+g)=/7f+/vg

2.VAeC: Af)=A
: A(ﬁ Lf
3. Legyen ¢ : [a,b] — C, §(t) =vy(b+a —t), ekkor/f:—/f,

g Rl

4.

Lﬂ<Lw>mmﬂm

xrERan vy
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19.11. Definicié. Legyen a,b € C és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiiggvény v : [0,1] — C, v(¢t) = a + t(b — a) gbrbe menti integraljat a f[a b f
szimbolummal jeloljik, tehét

i=0- a)/o Fla+tb—a))dt.

19.12. Tétel. Legyen a,b € C € T és f : C — C olyan folytonos figgvuény, melyre [a,b] C Dom f
teljestil.

1. f=- f
[a,b] [b,a]

0 /f‘sw—alﬁmIfW)
~ z€[a,b]

3. Minden c € [a, b pontm/ f 2/ f—|—/ !
[avb] [avc] [C’b]

19.13. Definicié. Legyen f, F' : C — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F' az f primitiv fiiggvénye,
ha F differencidlhat6 és F’' C f teljesiil, valamint F' az f globdlis primitiv figguénye, ha F' = f
teljesiil.

19.14. Tétel. Legyen v : [a,b] — C, vy € T és f : C — C folytonos fiiggvény. Ha F : C — C az f
primitiv fiigguénye és Rany C Dom F teljesiil, akkor

/szww»—FW@y

19.15. Tétel. Legyen v € Ty és f : C — C folytonos fiigguény. Ha létezik olyan F : C — C primitiv
fiiggvénye az f fiiggvénynek, melyre Ran~y C Dom F' teljesiil, akkor

}{f:o.

19.5. A Newton—Leibniz-tétel és a Goursat-lemma

19.16. Definicié. Az U C C halmazrél azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan x € U
pont, melyre minden u € U esetén [z, u] C U teljestil. Ekkor az  pontot csillagcentrumnak hivjuk.

19.17. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f : C — C folytonos figguény és U C Dom f nyilt

csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiiggvénye, ha

minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén / f = 0. Tovdbbd, ha teljesil ez a feltétel és
la,b,c]

c € U csillagcentruma az U halmaznak, akkor az

F:U—-C Z f

[c,2]
fiiggvény primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek az U halmazon.

19.18. Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a Dom f halmaz
minden pontjéban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a,b,c € C pontra, T(a,b,c) C
Dom f esetén f=0.
la,b,c]

19.19. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a € Int Dom f ponthoz létezik olyan r € R
és F : B.(a) = C figguény, melyre F' C f teljesil, azaz F a f primitiv figgvény az a halmaz egy
kérnyezetén.

19.20. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban

holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve, és legyen U C Dom f nyilt csillaghalmaz. Ekkor létezik az f
fiigvénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliggvénye.
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19.6. Az indexfiiggvény

19.21. Tétel. Legyen n,m € Z, r € RT, w € T és tekintsiik az f : C — C, f(z) = 2" fiiggvényt és a
v :[0,1] = C, y(t) = rwe*™i™ girbét. Ekkor

f= 0, ha n # —1;
. 1 2rim, ha n=-1.

19.22. Definicié. A vy € T' gorbe indezfiigguvényének nevezziik az alabbi fliiggvényt.

1 1
Ind, : C\ R C —
nd, \ Rany — Z'_>27Ti/yid<c—z

19.23. Tétel. Legyen m € Z\ {0}, » € R, w € T és tekintsiik a v : [0,1] — C, y(t) = rwe?Timt
gorbét. Ekkor minden z € C\ {z € C| |z| =1} esetén

Ind, (z) = {

19.24. Tétel. Legyen v € T'g. Ekkor az aldbbiak teljestilnek.
1. RanInd, C Z
2. Az Ind, figgvény folytonos.
8. Ha valamely z € C szimra Ran~y C B, |(0) teljesiil, akkor Ind,(z) = 0.

0, ha |z|>m;
m, ha |z| <7

19.7. Cauchy integraltételei

19.25. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, U C M és 9,71 : [0,1] — U zart folytonos gorbe.
Azt mondjuk, hogy a vy és 1 kontirhomotépok az U C M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]2 - U
folytonos fiiggvény, hogy minden ¢ € [0, 1] esetén H(0,t) = vo(t) és H(1,¢) = v1(¢), valamint minden
p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1).

19.26. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és U C M. Azt mondjuk, hogy az U C M halmaz
egyszeresen 0sszefiiggd, ha U ivszertien Osszefiiggd és minden U halmazban haladé zéart folytonos
gorbe kontirhomotop az U halmazban egy konstansfiiggvénnyel. Az (M, d) metrikus tér egyszeresen
dsszefiiggd, ha az M halmaz egyszeresen Osszefiliggs.

19.27. Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre Dom f
nyilt halmaz és minden z € Dom f esetén van a z pontban értelmezett primitiv fiiggvénye az f
fiigguénynek. Ha ~yy,v1 € T'g olyan gorbék, melyek konturhomotopok a Dom f halmazban, akkor

[=]r

19.28. Tétel. (Cauchy elsd integrdlformuldja.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a
Dom f halmaz minden pontjdban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha v € T'g és létezik olyan
U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, melyre Rany C U C Dom f teljesiil, akkor

fr-o
3

19.29. Tétel. Legyen f : C — C olyan holomorf fiiggvény, melyre a Dom f halmaz egyszeresen
dsszefiiggd. Ekkor minden v € Ty gorbére Rany C Dom f esetén

fre
|

teljesiil.
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19.30. Tétel. (Cauchy mdsodik integrdlformuldja.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, U C
Dom f egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és v € T'g olyan gérbe, melyre Ran~y C U teljesiil. Ekkor
minden z € U \ Ran~ pontra

1 f

~ori L id =z

f(2)Ind, ()

19.31. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény, a € C és r € RT olyan paraméter, melyre
B,(a) C Dom f teljesil. Ekkor minden z € B,.(a) pontra

_ ! f
f(z)_zwi?{aid—z'

19.8. Cauchy transzformacio

19.32. Definicié. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € T" olyan gorbe, melyre Rany C Dom f
teljestl. Ekkor az f fiigguény v gorbe szerinti Cauchy-transzformdltja

1 f
Cy~:C\Rany — C dadwn v

19.33. Tétel. Legyen f : C — C folytonos fiigguény és v € T' olyan gérbe, melyre Ranvy C Dom f
teljesiil.
1. A Cy figgvény C-analitikus.
2. Minden a € Dom Cy , esetén a Cy  fliggvény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasu-
gara nem kisebb a dist(a, Ran~y) szdmndl.
3. Minden a € Dom CYy , esetén a Cy . figgvény a kizépponti Taylor-sora megegyezik a Cy
fiiggvénnyel a Bgist(a,Ran ~)(a) halmazon.
4. Minden a € DomCy, ésn € N esetén

PR N S
Cfﬁ(a) - 27T1/y (ldc _a)n—i-l .

19.34. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fliggvény.
1. Az f fiigguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom f esetén az f fligguény a kézépponti Taylor-sordinak a konvergenciasugara

nem kisebb a
Tq = SUP {r € RY|B,.(a) C Domf}

szamndl.

3. Minden a € Dom f esetén az f fiiggvény a kizépponti Taylor-sora megegyezik az f fliigguénnyel
a B, (a) halmazon.

4. Minden a € Dom f, r €0,r,] ésn € N esetén

oy~ _
Fte) =5 - /7 (ide —a)1

19.9. Holomorf fiiggvény analitikussidganak elemi kovetkezményei

19.35. Tétel. (Megsziintethetd szingularitdsok tétele.) Legyen a € C, r € Rt és f: B.(a)\{a} — C
holomorf fiiggvény. Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

o Létezik olyan f:B,.(a) — C folytonos fiigguény, mely f kiterjesztése.

o Létezik a 1ignf hatarérték.

o Létezik olyan p € ]0,7[, hogy az f (B,(a)\ {a}) halmaz korldtos.
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e lim f(2)(x —a)=0

z—a

19.36. Tétel. Ha f : C — C holomorf fiiggvény, akkor minden U C Dom f egyszeresen dsszefiiggd
nyilt halmazhoz létezik az [ fiigguénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliggvénye.

19.37. Tétel. (Morera tétele.) Legyen f : C — C nyilt halmazon értelmezett folytonos fiigguény.
Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

e Az f fiigguény holomorf.
o Minden U C Dom f egyszeresen dsszefiiggdé nyilt halmazra és v € Ty gorbére Rany C U esetén

/f =0 teljesiil.
.
e Minden a,b,c € Dom f esetén, ha T(a,b,c) C Dom f, akkor/ f=0.

la,b,c]

19.10. Cauchy-egyenlétlenség és Liouville tétele

19.38. Tétel. (Cauchy-egyenldtlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiigguény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B,(a) C Dom f teljesil. Ekkor minden n € N és z € B,.(a) szamra

n! 1
)| < B s swp (@)
r (1 _ |z—a\> z€Sr(a)

kA
teljesiil.

19.39. Tétel. (Cauchy-egyenldtlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiigguény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B,(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N esetén

|
‘f(m(a)) g%- sup |f(z)]
z€S,(a)

teljestil.

19.40. Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen f : C — C mindenhol értelmezett holomorf fiigguény. Ha
létezik olyan P : C — C n-ed foki polinom és R € R, hogy minden z € C, |z| > R szdmra
|f(2)| < |P(z2)| teljesiil, akkor f is legfeljebb n-ed foki polinom.

19.41. Tétel. (Liouville-tétel.) Ha f : C — C mindenhol értelmezett, korldtos holomorf fiigguény,
akkor f dllando.

19.42. Tétel. (Algebra alaptétele.) Legyen P : C — C legaldbb elsdfoki polinom. Ekkor létezik a P
polinomnak zérushelye.

19.11. Holomorf fiiggvények gyokei

19.43. Tétel. Legyen f : C — C dsszefiiggd halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiigg-
vény és Ny = {z € Dom f| f(z) =0}.

1. Az Ny halmaz minden pontja izoldlt pont.

2. Minden a € Ny ponthoz egyértelmien létezik olyan n € N és olyan g : Dom f — C holomorf
fiigguény, hogy g(a) # 0 és minden z € Dom f szdmra f(z) = (z — a)"g(z) teljesil. Ezt az n
szamot nevezzik az a gyok multiplicitdsanak.

3. Az Ny halmaz megszamlalhato.

19.44. Tétel. (Unicitds tétel.) Legyen U C C dsszefiiggd nyilt halmaz és f,g : U — C holomorf
fiigguény. Ha aT = {x € U| f(x) = g(x)} halmaznak van U halmazbeli torléddsi pontja, akkor T =U.



19.12 LAURENT-SORFEJTES 129

19.12. Laurent-sorfejtés

19.45. Definicié. Ha a € C, r € Rt és R € |r, 00], akkor a
Crr(a)={z€C|r<|z—a|] <R}
halmazt az a kdzépponti r belsé és R kilsé sugard nyilt korgyirinek nevezzik.

19.46. Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, valamint a € C és r, R €
R* U {oc} olyan, hogy r < R és C, r(a) C Dom f. Ekkor egyértelmiien létezik olyan ¢ : Z — C
fiigguény, hogy minden ', R' € R esetén, har <1’ < R' < R, akkor a

Z cn(ide —a)™ és Z c—p(idc —a)™"

neN —neNt

fligguénysorok normdlisan konvergensek a C, p/(a) halmazon és minden z € C, g(a) esetén

o0

f(z) = Z en(z—a)” .

n=oo
Tovabbd ha v € Ty olyan gérbe, melyre Ran~y C C, r(a) teljesil, akkor minden n € Z esetén

1 f

Ind n=-— [ ————— .
n ’Y(a)c o i - (ldc _a)n+1

19.47. Definicié. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € RY, hogy C ,(a) € Dom f. Ekkor a Laurent-tétel alapjan egyértelmten léteznek olyan (cp)nez
egyiitthatok, hogy minden r, R € RT esetén, ha 0 < r < R < p, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z c_n(idc —a)™"

neN —neNt

fiiggvénysorok normalisan konvergensek a C; r(a) halmazon és minden z € Cy ,(a) esetén

1) =3 ez —a)" .

n=oo

— Ekkor a
Copla) = C Z ch(z—a)"

nez

fliggvénysort az f fligguény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezziik.
— Az f figgvény reguldris része a Cy p(a) halmazon

fr:Copla) = C Z Z en(z—a)”

neN

és az f figgvény forésze a Cy ,(a) halmazon

fp:Copla) = C z Z en(z—a)".

neN

— Az f fiiggvénynek az a pontban pdlusa van, ha az {m € N¥| c_,, # 0} halmaz véges, de nem

ires és az
r(a) = max {m € N*| c_,, # 0}

szam a polus rendje.
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— Az f fiiggvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van, ha az {m € NT| ¢_,, # 0} halmaz
végtelen.

— A ¢y szamot az f figguény a pontbeli reziduumdnak nevezziik és a Resy(a) szimboélummal
jeloljik.

19.48. Tétel. Legyenr € R, a € C és f: B.(a)\ {a} — C olyan holomorf fiiggvény, melynek m-ed
rendd (m € NT) pélusa van az a pontban. Ekkor

Ress (@) = oty i (- (- amsta)))

m — 1)! z—a

19.13. Reziduum-tétel, argumentum-elv és Rouché tétele

19.49. Definicié. Az f : C — C holomorf fiiggvény meromorf, ha létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefiiggs nyilt halmaz és olyan A C U diszkrét zart halmaz, hogy Dom f = Q\ A és az f fliggvénynek
a D halmaz minden pontjaban pélusa van.

19.50. Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf figgvény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiiggvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

/f = 27TiZInd7(a) Res¢(a) .

acA

19.51. Tétel. (Argumentum-elv.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf figgvény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiiggvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

1 /
[y]} _ Z Ind., (a)m s(a) — Z Ind, (a)r(a) .

27
! aENf GEPf

19.52. Tétel. (Rouché-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, f,g: U — C nem
azonosan nulla holomorf fiigguény és v € T'g gérbe a Ran~y C U tulajdonsdggal. Ha minden z € Ran~y
esetén |g(z)| < |f(2)| teljesiil, akkor

Z Ind,(a)m¢(a) = Z Ind, (a)msyq(a) .

a€Ny a€Njsig

19.14. Nyilt leképezés tétele, lokalis maximum elve és a Schwarz-lemma

19.53. Tétel. (Nyilt leképezés tétele.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és f : U —
C nem konstans holomorf fiigguény. Ekkor az f(U) halmaz is egyszeresen d4sszefiiggd és nyilt.

19.54. Tétel. (Lokdlis mazimum elve.) Legyen U C C nyilt halmaz és f : U — C nem dllando
holomorf fiiggvény. Ekkor minden a € U esetén, az |f| figguénynek nincs lokdlis mazimuma az a
pontban.

19.55. Tétel. (Lokdlis minimum elve.) Legyen U C C dsszefiiggd nyilt halmaz és f : U — C\
{0} nem dllandé holomorf figgvény. Ekkor minden a € U esetén az |f| figgvénynek nincs lokdlis
minimuma az a pontban.
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19.56. Tétel. Legyen U C C korldtos nyilt halmaz és f : U — C olyan folytonos fiigguény, mely
holomorf az U halmazon. Ekkor

sug\f( r)] = max |f(x)],

zeU z€fr U
ahol FrU = U\ U, az U halmaz hatdra.

19.57. Tétel. (Schwarz-lemma.) Legyen a € C, r € RT, f : B.(a) — C holomorf fiiggvény, és
C € R olyan, hogy minden z € B,.(a) esetén |f(z) — f(a)| < C. Ekkor minden z € B,(a) pontra
al

() - fla) < 02—

r

1Q

teljesiil, valamint |f'(a)| <

19.15. Casorati—Weierstrass-tétel és a Hurwitz-tétel

19.58. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € R, hogy B,(a)\ {a} C Dom f. Legyen r(a) = sup {7‘ € RT| B,(a)\ {a} C Domf} és az f
fiigguény a pont korili Laurent-sorfejtése f(z) = Z en(z —a)".
n=—oo
1
1. Ekkor minden r €]0,7r(a)| és n € Z esetén |c,| < —n sup |f(2)]-
z€Sy(a)

2. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van requldris kiterjesztése az a pontban, ha létezik olyan

r €10,7r(a)[, melyre az f(B,(a) \ {a}) halmaz korldtos.

3. Az f fiigguénynek pontosan akkor van m-ed rendid pélusa az a pontban, ha létezik olyan r €

10,7(a) és C1,Cy € RT, melyre minden z € B,.(a) \ {a} esetén Cl|m <|f(z)] < P Cs o
z—a
4. Az f fiigguénynek pontosan akkor van lényeges szingularitdsa az a pontban, ha minden k € RT

C
paraméterhez létezik olyan Cy € RY, melyre minden r € 10,7(a)| esetén —: < sup |f(2)].
r z€Sr(a)

19.59. Tétel. (Casorati—Weierstrass-tétel.) Legyen r € Rt a € C és f : B.(a) \ {a} — C olyan
holomorf fiigguény, melynek lényeges szingularitdsa van az a pontban. Ekkor minden p € ]10,r] esetén

f(By(a)\{a}) =C

19.60. Tétel. (Holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen sorozatinak hatdrértéke.) Legyen U C C

nyilt halmaz és (fn)nen olyan sorozat, hogy minden n € N esetén f,, : U — C holomorf fiiggvény. Ha

az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon, akkor az f = lim f,
n—oo

hatdrfiigguény szintén holomorf; minden k € N esetén a (fy(,k))neN fiiggvénysorozat lokdlisan egyenle-

tesen konvergens az U halmazon és f*) = lim f(k)
n—oo

19.61. Tétel. (Hurwitz-tétel.) Legyen U C C egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz és (fn)nen az U
halmazon értelmezett komplex értéki holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen konvergens sorozata
az f: U — C nem azonosan nulla hatdrfiggvénnyel. Ekkor eqy z € U elem pontosan akkor gydke az
f fiiggvénynek, ha minden e € Rt esetén létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szdmra az
fn fligguénynek van gyoke a B:(z) halmazban.

19.16. Par valos integral kiszamitasa reziduum tétellel
19.62. Tétel. Legyen p,q : C — C olyan valds egyiitthatés polinom, hogy a q polinomnak nincs valds
gyoke és degq > 2 + degp. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
oo
/de:%ﬂ Z Res(z»—>(z) )
(@) e )’

=)

—0o0
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: Oo2Mcoscm T+ OoMsinom T = 2] es |z ]Meima
VaG]O,QW[.éq(@ (ax) d +1_4 o() (ax) do =2 laec:;):o,R < HQ(z) ’ >

Ima>0

o0
Vae]—l,l[:/]@x“ dz = ﬂ;a - exp (—1B> Z Res (z»—)lj(z)zo‘,a>
) q(z) Cos 5~ 2 a€C: q(a)=0, q(2)
Ima>0

19.17. A Cauchy-integralformula és a reziduum-tétel néhany koévetkezmé-
nye
19.63. Tétel. Ha D C C diszkrét zdrt halmaz és f,g: C\ D — C olyan holomorf figquény, hogy
1. az f — g figgvénynek a D halmaz minden pontjaban létezik hatdrértéke;

2. sup |f(2) —g(2)| < oo;

z€C\D
. inf - =
. _inf 1£(2) = 9(2)| =0,
akkor f =g.
19.64. Tétel.
1. ¥2eC\Z: - —i !
' ' sin?(wz) (k)
1 2 . 1
povieC\(2+3)  E-
\ 2 cos?(mz) k;m (z+k— %)2
\ vecin S
. Vz : ctg(mz) = — + — R

1 27 — 1
4. VZG(C\<Z+2>: tg(mz) = 22271
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20. Fiiggelék

20.1. Az elemi fiiggvények grafikonjai

arcsin
/
sin //
—
N,
N
7
N L~
arccos
\
cos
N ™~
N,
4 ‘\
7 \
NS

tg

arctg
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exp

~]

sh

arsh
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ch

L

arch

arth

th /

20.2. Tizedestortek

20.1. Tétel. Legyen x € R és N € N\ {0,1}. Ertelmezziik az
) [N"z] — [N""'z] -N,  ha  n>0;
a(z) :N—= N n'—>{ o], ha n=0

sorozatot. Ekkor
1. minden n € Nt esetén a(x), € {0,1,...,N — 1};

oo
2. a Z CL](VLn)" sor konvergens;

n=0

n Nn
3. minden k € N szdmra Z aj(\:;gk = [V a] .
k=0

Nn
4.:1:22

n=0

a(z)n
NTL

teljesiil;

5. végtelen sok n természetes szimra a(x), < N —1;
6. legyen b: N — {0,1,...,N — 1} tetszdleges sorozat; pontosan akkor teljesil az

= bn - n

vagy létezik olyan nyg € N természetes szam, hogy minden n < ng

egyenléség, ha a(x) = b
ns O(T)ng = by + 1, valamint minden n > ng természetes szamra a(x), =0

szdmra a(x), =

ésb, =N —1.
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20.2. Definicié. Legyen z € R, N € N\ {0, 1}, és tekintsiik az

[N"z] — [N""!z] - N, ha n > 0;

a(z) :N—N n+—>{ o], ha "0

sorozatot. Ekkor legyen

1>

a(x)o, a(x)1a(x)s . ..

oo

} : a(z)n
Nn '

n=0

melyet az x szdm N alapi szdmrendszer vett felirasanak neveziink.

20.3. Tétel. |R| = [P(N)]

20.3. Kategoriak

20.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy adott egy K kategdria, ha
1. adottak objektumai, melynek jele OB;
2. barmely két (esetleg azonos) A, B € OB esetén adott az A objektumbdl B objektumba képezd
morfizmusok MOR(A, B) halmaza;
3. barmely harom A, B,C € OB esetén adott egy

MOR(A, B) x MOR(B,C) — MOR(A,C)  (f,g)—gof

fliggvény, a morfizmusok kompozicidja.
Tovabba megkoveteljiik, hogy barmely négy A, B,C,D € OB objektum és f € MOR(A,B), g €
MOR(B,C), h € MOR(C, D) morfizmus esetén

ho(gof)=(hog)of

teljesiiljon, valamint minden A € OB esetén létezzen egy kitiintetett eleme a MOR(A, A) halmaznak,
melyet egységmorfizmusnak neveziink, és az id 4 szimbolummal jeloliink, azzal a tulajdonsaggal, hogy
minden B,C € OB objektumra és f € MOR(A, B), g € MOR(C, A) morfizmusra

foida=f, idaog=g
teljesiil.

20.5. Definicié. (Példdk kategdridkra.)

— Legyen SET az a kategoria, melynek az objektumai a halmazok, és barmely két A, B halmaz
esetén legyen MOR(A, B) 2 F(A, B). A morfizmusok kompozicioja pedig legyen a megszokott
fliggvénykomporzicio. A SET kategoriat a halmazok kategoridjinak nevezzik.

— Legyen VECT az a kategoria, melynek az objektumai a valos szamtest feletti vektorterek, és

tetsz6leges A, B vektortér esetén legyen MOR(A, B) 2 Lin(A, B). A morfizmusok kompozici-
Oja pedig legyen a megszokott fiiggvénykompozicio. A VECT kategoriat a valds szdmtest feletti

— Legyen MET az a kategéria, melynek az objektumai a metrikus terek, és tetszéleges A, B
metrikus tér esetén legyen MOR(A, B) 2 C(A, B). A morfizmusok komporzicidja pedig legyen a

— Legyen TOP az a kategoria, melynek az objektumai a topologikus terek, és tetszéleges A, B
topologikus tér esetén legyen MOR(A, B) 2 C(A,B). A morfizmusok kompozicidja pedig

nevezziik.

— Legyen GROUP az a kategoria, melynek az objektumai a csoportok, és tetszéleges A, B csoport
esetén legyen MOR(A, B) = {f : A — B|f homomorfizmus}. A morfizmusok kompozici6ja pe-
dig legyen a megszokott fiiggvénykompozicio. A GROUP kategoriat a csoportok kategoridjanak
nevezzik.
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20.4. Vektorterek

20.6. Definicié. A (V,+,-) harmast vektortérnek nevezziikk a K szamtest felett, ha V halmaz, + :
VXV —=>Vés -:KxV =V olyan fiiggvény mely teljesiti a kovetkezsket.

1. A (V,+) par kommutativ csoport.

2. Minden a,b € K és z,y € V esetén

a-(b-z)=(ab) x

(a+b)-x2=a-xz+b-x

a-(z+y)=a-z+a-y
l-z=2.

A tovabbiakban a - miiveletet nem irjuk ki.

20.7. Tétel. A walds egyiitthatéji polinomok vektorteret alkotnak R felett, hasonléan a komplex
eqyiitthatdfi polinomok vektorteret alkotnak C felett.

20.8. Definicio. A (V,+,-, X) négyest algebrinak nevezziik a K test felett, ha
— (V,+,-) harmas vektortér a K test felett,

- X : V xV — V pedig olyan miivelet, melyre minden z,y,z € V és ¢ € K esetén az aladbbiak
teljesiilnek.

(xxy)xz=zx(yx2)
X (y+z)=zxy+axxz
(y+z2)xz=yxz+zxuzw
c-(@xy)=(cx)xy=zx(cy)
Azt mondjuk, hogy (V,+, -, X) egységelemes algebra, ha létezik olyan e € V, hogy minden x € V

elemre e x x =z X e = z.
Ha nem okoz félreértést, a - és x miiveletet nem irjuk ki.

20.9. Tétel.
1. Tetszdleges A halmaz mellett (F(A,K),+, x) algebra K felett.
2. A polinomok halmaza algebrdt alkot.

20.10. Definicié. Legyen V' vektortér és legyen (e;);c; vektorok egy rendszere, azaz minden i € T
esetén legyen e; € V.

— Azt mondjuk, hogy az (e;)i=1,...n vektorrendszer linedrisan figgetlen, ha minden ¢ € {1,...,n}
esetén e; # 0 és ha minden aq, ..., a, € K esetén
n
Zakekzo - a1 =---=a, =0
k=1

teljesiil.

— Azt mondjuk, hogy az (e;);c; vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha minden véges J C [
halmazra az (e;);es vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

— Azt mondjuk, hogy az (e;);er vektorrendszer algebrai bdzis, ha linearisan fiiggetlen vektorrend-
szer, és nem valodi részhalmaza egyetlen lineérisan fliggetlen vektorrendszernek sem.

20.11. Tétel. Legyen V vektortér és legyen (e;)icr linedrisan figgetlen vektorrendszer. Ekkor létezik
olyen B bdzis a V wvektortérben, melyre minden i € I esetén e; € B teljesil. (Vagyis linedrisan
fiiggetlen vektorok rendszere kiegészithetd bdzissd.)

20.12. Tétel. Minden vektortérben létezik bdzis.
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20.13. Tétel. Ha (e;)ics bdzis a V vektortérben, akkor minden x € V vektorhoz egyértelmiien létezik
olyan J C I véges halmaz és a K\ {0} halmaz elemeibél dllé (a;);c; szdmrendszer, melyre

xr = Z (lj@j
jeJ
teljesiil.

20.14. Tétel. Ha (e;);cr bdzis a V wvektortérben, akkor

V= {Zaieﬂ Viel: o€ K A az {i € I|a; # 0} halmaz véges}
iel

teljesiil.

P

20.15. Tétel. (Kicserélési lemma.) Legyen V wvektortér, n,k € N, valamint legyen (a;)i=1,.r €s
(bj)j=1,....n bdzis. Ekkor mindenl € {1,... k} esetén létezik olyan b;) vektor, hogy az

{ai|i € {la ceey k} \ {l}} U {bj(l)}
vektorrendszer bdzis.

20.16. Tétel. Ha valamely n,m € N esetén az (€;)i=1,...n s az (f;)j=1,...m vektorrendszer is bdzis,
akkor n = m.

20.17. Tétel. AV vektortérben legyen (€;)i=1,...n €s (fj)jes bdzis. Ekkor |J| = n.

20.18. Definicié. Legyen V vektortér. Azt mondjuk, hogy a V' vektortér
— n-dimenzids (n € N), ha létezik benne n elemszamu béazis;
— véges dimenzids ha n dimenziés valamely n € N esetén;
— végtelen dimenzids, ha nem véges dimenzids.

20.19. Definicié. Legyen Vi és Vi vektortér ugyanazon K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy az
A V) — Vs, leképezés linedris, ha

- Ve,y e Vi: Az +y) = Ax) + A(y);

- Ve VIVAeK: A(Ax) = MA(x).
A tovabbiakban, ha nem okoz félreértést, az A(zx) vektort Az alakban irjuk fel.

20.20. Tétel. Ha Vi és V5 vektortér, akkor a
Lin(Vy, V3) 2 {A: V] = V3| A linedris}
halmaz vektorér a pontonkénti miveletekkel.

20.21. Definici6é. Ha V vektortér a K test felett, akkor a Lin(V, K) halmazt a V' vektortér dudlisinak
nevezzik, és a tovabbiakban a V* szimbélummal jeloljiik.

20.5. Valés szamok szogfiiggvényei

20.22. Tétel. A sin és cos fiigguény [O, g] intervallumon vald ismerete elegendd barmely valdés szdm

szinuszanak és koszinuszdnak a meghatdrozdsdhoz.

20.23. Tétel. A cos fiigguény [07 g[ intervallumon vald ismerete elegendd bdrmely valds szam szi-

nuszdnak és koszinuszanak a meghatdrozdsdhoz.

20.24. Tétel. Ha z € [0, 7|, akkor

. x 1—cosx T 14 cosx
sin- =4/——-— € coso =4/—pFp—.
2 2 2 2
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1+5 T 5-+/5

Sl — =

4 5 2v/2

20.25. Tétel. cosg -

180
20.26. Definicié. Az x € R szam fokban kifejezett értéke x— és a fokra utald © szimboélumot irjuk
’/T

mellé. (Pl z = % esetén x = 30°.)

20.27. Tétel.
20.28. Tétel.

COS —

1”7:4\1/5\/\/?+15+\/34—2x/ﬁ+\/68+12\/ﬁ—2(3+x/ﬁ) V34— 217

20.6. Szummazasok

20.29. Definicié. Tekintsiik az a : N — K sorozatboél képzett > a : N — K sort, amit az s szimbo-
lummal fogunk jelolni. Vagyis

n
A
s:N— K nr—>sn:§ ak
k=0

a részletosszeg sorozat. Minden i € N esetén definialjuk a 0¥ sorozatot az alabbi médon. Az i = 1

esetben legyen
oM N K n+—>c7£ll)é ! ZSk,

n—l—lk:O

az i > 1 esetben pedig

: : I &~ -
(@) . K () 2 (i—-1)
o' :N— n— o, n+1k§:10k .

Azt mondjuk, hogy a 3~ a sor C; (Cesdro-) Gsszegezhetd, ha létezik véges hatarértéke a o) sorozatnak.
Ebben az esetben a

o0
C; A L .
E an, = lim J,S:)
n— oo
n=0

jelolést hasznaljuk.

20.30. Tétel. Ha az a: N — K sorozathoz rendelt Y a sor konvergens, akkor Cy dsszegezhetd, és

o0

o o)
D an=3,
n=0

n=0

teljesiil.

20.31. Tétel. Legyenk € NT. Ha aza : N — K sorozathoz rendelt Y a : N — K sor C) dsszegezhetd,
akkor minden m € N, k < m elemre C,,, dsszegezhetd, és

(o) o

Cm Cy
E a, = E Ay,

n=0 n=0
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20.32. Tétel. Legyen q € C olyan szdm, melyre |q| <1 és q # 1 teljesiil. Ekkor
o L
n=0 1- q

Tovdbbd
1. a Z(—l)”” sor Cy dsszegezhetd és
n
e 1
1) = =
> =
n=0

2. a E sin(nx) sor minden x € R esetén Cy dsszegezhetd és

0 ha x € {2kn| k € Z};

oo o
. _ .
sin(n) — ha xR\ {2kn| k€ Z};

3. a Z cos(nx) sor minden x € R\ {2k7| k € Z} esetén Cy dsszegezhetd és

n
0o

Ch
cos(nr) = —.

n=0

20.7. Jensen-tétel kovetkezményei
20.33. Tétel. (Jensen-egyenlétlenség) Legyen f : [a,b] — R konvex fiiggvény, n € NT, x; € [a,b] és

w; € RT mindeni=1,...,n esetén. Ekkor
n n
Z wi f(xi) Z Wil
i=1 i=1
>_wi >_wi
i=1 i=1

teljesiil.
20.34. Tétel. (Silyozott hatvinykozép.) Legyen n € NT, x; € RT és w; € RY mindeni=1,...,n
esetén, és minden r € R\ {0} paraméterre

1
n T
E wiTy

o(r) 2 | S
>
i=1
Ekkor az
a(r) ha 1 #0,
fiR=R 7= lim a(r) ha r=0,
r—0

fiigguény monoton névd.
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20.8. Wallis- és Stirling-formula
20.35. Tétel. (Wallis-formula.)

1 o 2k
lim —— =
ninéo\/ﬁg%—l v

20.36. Tétel. (Stirling-formula.)

|
lim =1
nooo (M\"
(g) 2mn

Valamint n € N\ {0, 1} esetén a faktoridlisra érvényes a

n\" 1 1 3n—2 n\" n
2 (7> — . <nl < V2 (7) S
mie) <P (12n T T 2 1)3») SmE VAT S) P\ 12m - 1)2

becslés.

20.37. Tétel. Legyen

— logn.

| =

n
a:NT - R n— Z
k=1
Ekkor az a sorozat monoton fogyd, minden n € NT elemre
1 + ! < <1
-+—<aua
2 2n = "7

teljesiil, valamint az a sorozat konvergens.

20.38. Definicié. A
AL "1
¥ = nh_)rrgo (; T logn>

szamot Euler—Mascheroni-féle dllanddénak nevezziik.

20.9. A gamma filiggvény
20.39. Tétel. Minden x € Rt esetén az

o0

/t:c—l e—tdt

0

improprius integrdl konvergens.

20.40. Definicié. A

I':RT=>R xH/t“_le_tdt
0

fliggvényt Euler-féle gamma-fliggvénynek nevezzik.

20.41. Tétel. (Az Euler-féle gamma-fiigguény és a faktoridlis kapcsolata.)
1. T(1) =1
2. Minden x € RT esetén I'(x + 1) = zT'(z).
3. Minden n € N esetén n! =T(n+ 1) teljesiil.
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20.10. Az analitikus szAmelmélet par tétele

20.42.

20.43.

20.44.

20.45.

20.46.

. Minden n € N és z €]0,1[ esetén 0 < f,(z) <

Tétel. Legyen n € NT és

1
faniR=R z— —a”(1-x)"
n!

n!’
Minden n € N és k € N esetén fy(,k)(O), f,(Lk)(l) €Z.

Tétel. A 72 szdm irraciondlis.

Tétel. Legyen n,a,b € NT, o = % és

n n—1
o RoR gt @707 (@ 0))

(n—1)!

Minden pdaratlan k € N szam esetén ggk)(a) =0.
Minden pdros k € N esetén gflk)(a) €.
Minden pdros k € N esetén gr(Lk)(O) €.

Tétel. Ha z € Q\ {0}, akkor e® irraciondlis.

Tétel. Minden n € N esetén eldlje P,, az n szdimndl kisebb primszamok halmazdt. Ekkor

1
Z — > loglogn — 2.
pEPn

20.47. Definicio. Az x € R szamot algebrai szamnak neveziink, ha létezik olyan egész egytitthatos,

nem nulladfoki polinom, melynek x gyoke.

nevezzik.

20.48.

Tétel. Az e szdm transzcendens.

A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak
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