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1. Halmazelméleti alapok

1.1. Tétel. Legyen p és q formula. Ekkor a bevezetett logikai miveletek igazsdgtabldja az aldbbi.

Pla|PNg|P—=q Py
i i i i
i|h h h h
hli h i h
h|h h i i

1.2. Tétel. A p,q ésr formuldra

=(p)=p —~(pAqg)=(-p)V(~q) —(Vqe=(p) A(~q)

PADP=D DPAG=qAp pA(@AT)=(PAG AT

pVp=p pVqg=qVp pV(gVvr)=(pVvgVr
p—q=(=q) = (=p) pV(@Ar)=pmVgA(VT)
pA(gVr)=((pAqV(pATr)

teljesiil.
1.3. Tétel. Minden A, B,C halmazra az aldbbiak teljesiilnek.

Anh=0 AnA=A AnB=BnNA An(BnC)=(AnB)nC
AUf=A AUA=A AUB=BUA AU(BUC)=(AUB)UC
):

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A\(BUC)=(A\B)N(A\C) A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

1.4. Tétel. (Cantor-tétel.) Nem létezik olyan halmaz, mely minden halmazt tartalmaz.
1.5. Tétel. Minden x,y,a,b halmazra (x,y) = (a,b) <> (x = a Ay = b) teljesiil.
1.6. Tétel. Adott A, B halmaz, valamint a € A, b € B elemek esetén

(a,b) € P(P(AUB))

teljesiil, igy létezik az
{(a,b) e P(P(AUB))| a € A, be B}

halmaz.

1.7. Tétel. Ha f fiiggvény, akkor _fl pontosan akkor fiigguény, ha [ injektiv.

1.8. Tétel. Fiiggvények kompozicidja fiigguény.

1.9. Tétel. Barmely f € F(X,Y), g€ F(Y,Z) és h € F(Z,V) figgvényre
ho(gof)=(hog)of, idyof=foidx=f

teljesiil.

1.10. Tétel. (Cantor-tétel.) Egyetlen A halmaz esetén sem létezik f : A — P(A) szirjektiv fiigguény.

1.11. Tétel. Legyen A, A, tetszileges halmaz és I = {z,y}. Ekkor a

p: A= Ao x Ay [ (f@), f(y)

icl

leképezés bijekcio.
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1.12. Tétel. Ha (A;)icr olyan halmazrendszer, hogy Vi € I(A; # 0), akkor HAi # 0.
iel
1.13. Tétel. Legyen R C X x X reldcio.

1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

-1
3. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.

-1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idpom R-

1.14. Tétel. Legyen (A, <) linedrisan rendezett halmaz és X C A.
1. Az y € A elemre sup X = y pontosan akkor teljesil, ha y felsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z<y— (FzxeX:z<u)) teljesiil.
2. Az y € A elemre inf X = y pontosan akkor teljesil, ha y alsé korldatja az X halmaznak és
VzeA: (z>y— (FreX:z>ux)) teljesiil.

1.15. Tétel. (Kuratowski—Zorn-lemma.) Minden induktivan rendezett halmaznak létezik mazimdlis
eleme.

1.16. Tétel. Legyen A tetszdleges halmaz és ~ ekvivalenciareldcio az A halmazon. FEkkor minden
a € A elemre az

a/zé{x€A|amx}

halmaz ekvivalenciaosztily és az ekvivalenciaosztdlyok halmazt alkotnak
A/ A2 (X ePA)|JacA: X =a) ~).
Tovdbbd az A/ =~ ekvivalenciaosztilyok diszjunkt halmazrendszert alkotnak, azaz
Ve,ye A/~ x£y—any=0, é Ufzxlzecd/=}=A
teljesiil.
1.17. Tétel. Létezik egyetlen monoton halmaz, melyet minden mds monoton halmaz tartalmaz.

1.18. Tétel. (A teljes indukcio elve.) Ha az A C N halmazra 0 € A, valamint Vn € A:nt € A
teljesiil, akkor A = N.

1.19. Tétel. 4
<2 {(m,n) e Nx N| m C n}

reldcid jolrendezés az N halmazon. Az (m,n) €< teljesilését szokdsosan az m < n alakban irjuk.

1.20. Tétel. (Az egyszerd rekurzid tétele.) Legyen A halmaz, a € A tetszéleges elem és legyen
g € F(N x A, A) tetszdleges fiigguény. FEkkor létezik egyetlen olyan f : N — A figgvény melyre
f(0) = a és minden n € N esetén f(n™) = g(n, f(n)) teljesiil.

1.21. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az alabbiak teljesiilnek.
1. n+0=n
2. m+n=n+m
3. k+(m+n)=((k+m)+n
4. m<n—o-m+k<n+k

1.22. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az alabbiak teljesiilnek.
.In=n

mn = nm

kE(m+n) =km+ kn

(m+n)k =mk + nk

S o e



6. m<n—mk<nk

1.23. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az aldbbiak teljesiilnek.

1. 1" =1
2. fmtn — pmgn
8. (kmym = kmn

1.24. Tétel. (A kivdlasztdsi aziomdval kombindlt rekurzid tétele.) Legyen A halmaz és (Fy,)nen olyan
halmazrendszer, melyre minden n € N esetén F,, C F(n, A). Tegyiik fel, hogy

Vn € NYf € F,3f € Forr(f'|n = f)

teljesiil. Ekkor minden N € N elemre és a € Fy fiigguvényhez létezik olyan o' : N — A sorozat, hogy
a'|n = a és minden n € N szdmra n > N esetén d'|, € F,.

1.25. Tétel. (Egész szdmok.)
1. Az N x N halmazon az

2

~
~

{((m,n),(m',n")) € (Nx N)x (NxN)| m+n"=m'+n}

reldacio ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsiik az aldbbi miveleteket.

+:(NxN)x (NxN) > NxN ((m,n),(m',n))— (m+m',n+n')
x'":(NxN)x (NxN) = NxN ((m,n),(m',n))— (mm' +nn',m'n+n'm)

Ezeket a fiigguényeket infix jelolésmaoddal irjuk. Ekkor minden
(m17n1)7 (m2, n2)7 (m/lan/l)a (ml27nl2) € NxN
elemre (my1,n1) = (m},n}), (ma,na) = (mh,n,) esetén

(m1,m1) 4+ (mg,ng) &= (mh,n) + (mh, n)
(m1,n1) x' (mg,n2) = (mfy,n}) x" (mjy,ny)

teljesiil.

3. AZ2 (N x N)/ = halmazon jol értelmezett a

+:iZXZLZ—L ((m1,m1)/ =, (ma,n2)/ =) = ((m1,n1) +' (M2, n2))/ =
X:ZxXT—7 ((m1,n1)/ =, (ma,n2)/ =) = ((m1,n1) X' (M2, n2))/ =~

mivelet és N természetes modon bedgyazhato a Z halmazba.
J:N=Z nw— (n0)/~
4. A (Z,+) kommutativ csoport és minden m,n € N esetén
j(m) +j(n) = j(m+n)

teljesiil. Jelélje a + mivelet inverzét —.
5. A x miwvelet asszociativ, kommutativ és egységelemes, disztributiv a + midveletre nézve és
minden m,n € N esetén

j(m) x j(n) = j(mn)
teljestil.
6. A Z halmazon a

<2 {(a,b) € Z x Z] I(mg,nq) € a, I(mp,np) €b 1 mg +np < my, + Ny}

reldcid linedris rendezés. Azt a tényt, hogy (a,b) €< réviden az a < b alakban irjuk.
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1.26. Tétel. (Raciondlis szamok.) Legyen Z' 2z \ {0}.
1. Az Z x 7' halmazon az

~2 {((m,n), (M, 1)) € (Zx Z') x (Z x Z')| mn' =m'n}

reldcid ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsik az aldbbi miveleteket.

+ o ZxZYXx(ZxZ)—=ZxZ ((myn),(m',n))— (mn +m'n,nn)
X' (ZxT)Yx (ZxZ)—=ZxZ ((m,n),(m',n"))— (mm' nn)
Ezeket a fiigguényeket infix jelolésmaoddal irjuk. Ekkor minden
(ml,nl), (m27n2)a (mllvn/1>7 (méané) €7 x ZI

elemre (my1,n1) = (m},n}), (ma,ng) = (mh,nh) esetén

" (mj,m5)

(mi, )

(m1,n1) +' (mg,n) = (my,nf) +

(mlvnl) X/ (m27n2) ~ (m/17n/1) X/

teljesiil.

3. AQ 2 (Z x 7))/ = halmazon jol értelmezett a

+:QxQ—=Q  ((mi,m)/ =, (ma,n2)/ =) = ((m1,n1) +' (n2,n2))/ ~
X:QxQ—Q ((m1,n1)/ =, (ma,n2)/ =) = ((m1,n1) x' (ma,n2))/

mdvelet és Z természetes modon bedgyazhaté a Q halmazba.
J:Z—-Q n—(n1)/ =~
4. A (Q,4) kommutativ csoport és minden m,n € Z esetén
J(m) +jn) = j(m+mn)

teljesiil. Jeldlje a + mivelet inverzét —.
5. A x miuvelet asszociativ, kommutativ, eqységelemes, disztributiv a + mdveletre nézve és min-
den m,n € Q esetén

J(m) x j(n) = j(mn)
teljesiil.
6. Minden p € Q elemre p # j(0) esetén létezik pontosan egy p' € Q melyre p x p' = j(1) teljesiil.
7. A Q halmazon a

2

< ={(a,b) € Q x Q| I(Mmq,na) € a, Imp,np) €Eb: Mg X np <My X Ny}

reldcid linedris rendezés, melyet (a,b) €< esetén az a < b alakban irunk.
1.27. Tétel. A (Q,+,-,0,1, <) hatos linedrisan rendezett test, de nem teljesen rendezett test.

1.28. Tétel. (Miveletek valés szamokkal.)
1. Az R halmazon a
<2 {(z,y) eR xR 2 C y}
reldcid rendezés, melyet (x,y) €< esetén az x <y alakban irunk fel.
2. A
Q=R z—{¢eQ ¢<xz}

bedagyazds injektiv.



3. Adott x,y € R esetén
A
x+y:{Qw+Qy|qwexa dey}’

halmazra x +y € R teljesil. Igy értelmezhetd a
+:RxR—=>R (z,9y)—~x+y

dsszeadds mdvelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(0) az egységeleme.
4. Minden x € R esetén legyen

—xé{q6Q| Vrex: ¢< —r}
Ekkor —z € R, igy értelmezhetd a
—R—->R z+— —2z

mdvelet, melyre minden © € R esetén x + (—x) = j(0) teljesiil.

5. Legyen R = {z € R| j(0) < x}. Adott x,y € RT esetén

A
ny:]—OO70]U{qz><qy| gz €ExNQT, qyeyﬁQ+}

halmazra x x y € R teljesiil. Igy értelmezhetd a

T XY ha x> j(0), y > j(0)
—(zx(=y)) ha x>j0), y<;j0)
Xx:RxR—=R (z,y)— < —((—2)xy) ha x<j(0), y>j0)
(—2) x (=y) ha =z <j(0), y <j(0)
3(0) ha x = j(0), vagy y = j(0).

szorzds mivelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(1) az egységeleme.
6. Az (R, +, x,5(0),5(1), <) hatos teljesen rendezett test.
7. Minden x,y € R elemre

Je+y) =i +ily), jlxxy) =j@)iy), jl-z)=—j)
teljesiil.

1.29. Tétel. Létezik olyan (R, +,—,-, ~1,0,1, <) nyolcas, ahol
1.0,1€R,04£1;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+b figguény, — : R —- R, a — —a fiiggvény a

Va € R a+0=a

Va € R a+(—a)=0
VYa,b,ce R (a+b)+c=a+ (b+c)
Va,b € R a+b=b+a

tulajdonsdagokkal;
3. - :RxR—=R, (a,b) — a-b figgvény, "1 : R\ {0} = R, a+ a~! fiigguény a

Va € R a-l=a

Va e R\ {0} a-al=1
Va,b,ceR  (a-b)-c=a-(b-c)
Va,b e R a-b=b-a

b
Va,b,c € R a+b)-c=a-c+b-c

tulajdonsdagokkal;



6 1 HALMAZELMELETI ALAPOK

4. <C R x R részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelslést haszndljuk és mely
rendelkezik a

Va € R a<a
Va,b € R (a<b Ab<a) - a=b
Va,b,ceR (a<b A b<c¢) = a<c
Va,b € R a<bV b<a
VYa,b,ce R (a<b) - a+c<b+c
Va,bce R (a<b AN 0<c¢) = a-c<b-c
tulajdonsdgokkal;
5. tovdbbd

VAePR)\{0}: (BKEeR:(VaeA: a<K)) —
— (FseR:((VaeA: a<s) AN (Vs €R: (Va€A: a<s) — s<45)))))
teljesiil.
Tovdbbd az 1.—4. tulajdonsdgoknak eleget tevé (R, +,—, -, ~1 0,1, <) struktirdkat nevezziik rendezett

testeknek, valamint ha az 5. s teljesil egy rendezett testre, akkor azt teljesen rendezett testnek
nevezzik.

1.30. Tétel. Legyen (K,+,-,0,1,<) rendezett test. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

1.VeeK: 0-2=0

22.VeeK: (-1)-z=-x

3. JreK: 0-2=1

4. Ve,ye K: z<y - —-y<-—=x

5 (=12 =1

6. Ve,y,z€ K: (x<y A 2<0) = yz<az
7 VreK: 0<az?

8 0<1

9. Vz,ye K: 0<z<y —>0<§<%

1.31. Tétel. Rendezett testben minden elem négyzete pozitiv.
1.32. Tétel. Minden teljesen rendezett test arkhimédészi mddon rendezett.
1.33. Tétel. A valds szdmtest arkhimédészi mdédon rendezett test.

1.34. Tétel. Bdrmely két teljesen rendezett test izomorf. Vagyis ha (K, ®,©, x,°1,0,1, <) teljesen
rendezett test, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcid, melyre ©(0) = 0, ¢(1) = 1 és minden z,y € R
elem esetén

teljesiil.
1.35. Tétel. 4 C =R x R halmazon értelmezziik az aldbbi miveleteket.

+:CxC—=C  ((z,y), (@, y)— (x+2",y+y)
:CxC—=C (z,y), (@', y)) = (z2' —yy', 2y + 2'y)

1. Ekkor (C,+,) test.



2. A
j:R=C z~ (z,0)

olyan injekcio, melyre minden x,y € R esetén j(x) + j(y) = j(x +y) és j(x) - j(y) = j(z - y)
teljesiil.

1.36. Tétel. Nem létezik olyan rendezés a komplex szamtest felett, mellyel a komplex szamok halmaza
rendezett test lenne.

1.37. Tétel. Bdrmely két halmaz szdmossdg tekintetében dsszehasonlithato.

1.38. Tétel. (Schrider—Bernstein-tétel) Bdrmely A és B halmazra |A| < |B
|A| = |B| teljesiil.

és |B| < |A| esetén

1.39. Tétel. Bdrmely A halmazra |A| < |P(A)| teljesiil.

1.40. Tétel. Legyen A és B olyan véges halmaz, melyre |A| = n és |B| = m teljesiil, ahol n,m €
N.

1. Bdrmely X C A halmazra | X| < n.

2. |Ax Bl=mn

3. Hao AN B =10, akkor |AU B| =n+ m.
4. [AUB|=m+n—|ANB|

5. |P(4)] =2"

6. | F(A, B)| =m"

1.41. Tétel. (Megszamldlhatdan végtelen halmazok.)

Minden végtelen halmaznak van megszdmldlhatoan végtelen részhalmaza.

Az A halmaz pontosan akkor végtelen, ha |N| < |A| teljesiil.

Két megszamldalhatoan végtelen halmaz Descartes-szorzata megszamldlhatoan végtelen.
Megszamldlhato sok megszamlalhatoan végtelen halmaz unidja megszamlalhatoan végtelen.
Nl = 12| = |Q

Ha A végtelen halmaz és B megszimldlhatéan végtelen, akkor |A| =|AU B].

S St Lo~

1.42. Tétel. Legyen A, B olyan halmaz, melyre |A|,|B| > 2 teljesil. Ekkor
|[AUB| <|AXx BJ.
1.43. Tétel. (Szimossdgaritmetika alaptétele.) Minden végtelen A halmazra |A| = |A x A| teljesiil.

1.44. Tétel. (Kontinuum szdmossdg.)
1. Ha a,b e R ésa <b, akkor ||a,b]| = |R].
2. [R[=|C|

2. A val6s és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Tétel. (Bernoulli-egyenlétlenség.) Minden n € NV és xq,...x, € [—1,00[ szdmra, ha tetszéle-

gesi,j €{l,...,n} esetén 0 < x;x; teljesil, akkor
n n
[[a+z) =14 i,
i=1 i=1

specidlisan minden n € N és x € R szamra —1 < x esetén

(1+z)" > 1+ nz.
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2.2. Tétel. Minden x € ]RS' és n € NT esetén létezik egyetlen olyan y € RS‘, melyre y" = x teljesiil.
2.3. Tétel. Adott x € Rg és m,n € N esetén
am = (o).

2.4. Tétel. Minden x € RT ésp,q € Q esetén.

1 _
aP g2l = gPte (2P)9 = 2P9, — = P,
x

2.5. Tétel. (Binomidlis tétel.) Minden x,y € R ésn € N esetén

(x+y)" = kzn:_o (Z) akynh,

2.6. Tétel. Legyen (K,+,-) test. Ekkor

1 ha x#0,
0 ha =0

o K = RY T {
abszolit érték.
2.7. Tétel. Az

|-]:C—R" 2z~ y/Re(2)? + Im(2)2

fiigguény abszolut érték, melynek a megszoritisa a valds illetve raciondlis szamok halmazdra szintén
abszolit érték.

2.8. Tétel. (Szdmtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenség.) Legyen n € NV és minden k €
{1,...,n} esetén z, € RT. Ekkor

1 n
E;l'k >

2.9. Tétel. Legyen A tetszdleges nem tres halmaz.
1. Ha f € F(A,R), akkor

f=f=f fl=f++/-  fi+f-=0 (2.1)
teljesiil.
2. Ha f,g € F(A,R), akkor
Sup(f,g)=¥+@ inf(f,g):%ﬁ_ \f;gl

teljesiil.

2.10. Tétel. Ha A tetszdleges nem tires halmaz, akkor az (F(A,K),+,-) hdrmas vektortér K felett,
valamint (F(A,K), +, x,-) algebra K felett.

2.11. Tétel. Minden n € N esetén jelilje P, a legfeljebb n-ed foki polinomok halmazdt. FEkkor

P vektortér a pontonkénti figguvénymiuveletekkel. Tovdbbd a P = U P, polinomhalmaz algebra a

neN
pontonkénti fligguénymiveletekkel.



3. Topolobgiai tulajdonsiagok
3.1. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.
3.2. Tétel. Minden x € K pontra és r € R™ szdamra B,.(z) korldtos, nyilt halmaz.

3.3. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.)
1. Az iires halmaz és a K halmaz nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

3.4. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.)
1. Az idires halmaz és a K halmaz zart.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

3.5. Tétel. Legyen Z,U C K. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor Z\U zdrt halmaz és U\ Z
nyilt halmaz.

3.6. Tétel. Tetszdleges X C K halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;
4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

3.7. Tétel. Tetszileges X C K halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

3.8. Tétel. Az X C K halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes torléddsi pontjdat tartalmazza.

3.9. Tétel. Legyen X C R korlditos halmaz.
1. Ha az X halmaz zart, akkor inf X, sup X € X.
2. Ha az X halmaz nyilt, akkor inf X,sup X ¢ X.

3.10. Tétel. (A raciondlis és az irraciondlis szamok sirin vannak.)
1. A Q halmaz strd az R halmazban.
2. Az R\ Q halmaz sird az R halmazban.

3.11. Tétel. Legyen S C R sird részhalmaza a valds szamok halmazdinak. Ekkor az S +1iS halmaz
strd a C halmazban.

3.12. Tétel. (Cantor-féle kizdsrész-tétel a valds szamok halmazdin.) Legyen (A;);er olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € I esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovibbd minden i,j € I
esetén létezik olyan k € I index, melyre A, C A; N A;. Ekkor

(A # 0.

el

3.13. Tétel. (Cantor-féle kozdsrész-tétel a valds szamok halmazdn.) Legyen (A;);cn olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € N esetén A; C R korldtos, zdrt, nem tres halmaz, tovabbd minden i € N
esetén A;11 C A;. Ekkor

[ 4 # 0.

€N

3.14. Tétel. (Borel-Lebesgue-tétel valds szamokra.) Az R halmaz valamely részhalmaza pontosan
akkor kompakt, ha korldtos és zart.
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4. Sorozatok

4.1. Tétel. Ha z,y € KU {—00,00} az a: N — K sorozat hatdrértéke, akkor x = y.

4.2. Tétel. Az a : N — C sorozat pontosan akkor konvergens, ha a Reoa és az Imoa : N — R
sorozat konvergens és ekkor

lim a, = lim Re(a,)+1i lim Im(a,).
n—00 n—00 n—oo

4.3. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

4.4. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens €s a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

4.5. Tétel. Az a: N — R monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.
4.6. Tétel. Zérussorozat és korldtos sorozat szorzata zérussorozat.

4.7. Tétel. Legyen a,b: N — K konvergens sorozat és A € K.
1. Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (lim b).

2. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = A(lima).

3. Az ab sorozat konvergens és limab = (lima)(limd).

4. Az @ sorozat konvergens és lima = lim a.

5. Az |a| sorozat konvergens és lim |a| = |lim al.
1 1 1

6. Ha minden n € N esetén a,, # 0 éslima # 0, akkor az — sorozat konvergens és lim — = T .
a a lima

4.8. Tétel. A konvergens valds- illetve komplex szdmsorozatok algebrdt alkotnak.
4.9. Tétel. Ha az a : N — K sorozatra lim |a| = 0 teljesil, akkor lima = 0

4.10. Tétel. Ha az a,b: N — R konvergens sorozatra minden n € N esetén a,, < b,,, akkor lima <
lim b.

4.11. Tétel. (Renddr-elv.) Legyen a,b,c : N — R olyan sorozat, melyre minden n € N esetén
an < b, < cp, éslima = limc = x teljesil. Ekkor b konvergens és limb = x.

4.12. Tétel. Legyen a : N — K konvergens sorozat és p € N. Az
a? :N—- K n—ab

sorozat konvergens és
p

lima? = (lim a)
teljesiil.
4.13. Tétel. Legyen a : N — RT konvergens sorozat és p € N. Az
Ya:N—-RT n— ay,

sorozat konvergens és

lim {/a = Vlima
teljestil.
4.14. Tétel. (Sorozatok raciondlis hatvinya.) Legyen a: N — R konvergens sorozat és q € Q. Az
a?: N — R" n— al

sorozat konvergens és
.4 J (lima)? ha lima>0 V g>0;
lim a { 00, ha lima=0 A ¢<0

teljesiil.
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4.15. Tétel. Legyen A CK és x € K.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

4.16. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-féle kivilasztdsi tétel.) Minden korldtos sorozatnak létezik kon-
vergens részsorozata.

4.17. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Az A C K halmaz pontosan akkor korldtos és zdrt, ha
minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o' : N — A részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil.

4.18. Tétel. Minden a : N — R sorozatra liminf a < limsup a.

4.19. Tétel. Legyen a : N — R sorozat.
1. Halima € R, akkor liminf ¢ = limsup a = lim a.
2. Ha liminf a,limsupa € R és liminf a = limsupa, akkor az a sorozat konvergens és lima =
liminf a teljestil.

4.20. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
4.21. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
4.22. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

4.23. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Egy a : N — K sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

4.24. Tétel. Adott o € Q mellett

oo ha a>0,
lim n® = 1 ha a=0,
e 0 he a<0.

4.25. Tétel. Adott g € R esetén

oo ha q>1,
lim ¢" = 1 ha ¢g=1,
e 0 ha —-1<qg<l,

és q < —1 esetén a q" sorozat divergens.
4.26. Tétel. Legyen q € K.
1. Ha |g| < 1 akkor lim ¢" = 0.
n—oo
2. Ha g =1 akkor lim ¢" =1.
n—oo
3. Ha |q| > 1 és q # 1, akkor az n — ¢"™ sorozat divergens.

4.27. Tétel. Minden ¢ € RT szdmra lim (/g =1.
n—oo

4.28. Tétel. lim /n=1

n—oo

4.29. Tétel. lim Vn! = co

n—oo

4.30. Tétel. (Gyokkritérium sorozatokra.) Ha az a : N — C sorozatra lim 3/|a,| < 1 teljesiil,
n—oo

akkor lim a, = 0.
n— oo

anJrl
an

<1

4.31. Tétel. (Hdnyados-kritérium sorozatokra.) Ha az a:N — K\ {0} sorozatra lim
n—oo

teljesiil, akkor lim a, = 0.
n— oo
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4.32. Tétel. Legyen p € Q és g € K olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq¢" =0
n—oo

4.33. Tétel. Minden q € K esetén lim — =0

n—oo N!

«
4.34. Tétel. Minden o € Q esetén lim

LC—
n—oo n!
4.35. Tétel. (Napier dllandd.)
1. Minden x € Rt esetén az
a:NT SR

sorozat korldtos, monoton névd, tehdt konvergens.
2. Minden x € RT esetén a

BNt SR e (1-2)
konvergens.

3. Minden x € R esetén

lim. (1+%)n- lim (1—f)n=1.

|
4.36. Tétel. lim —— =0
n—oo NN

4.37. Tétel. Legyen a : N — RT olyan sorozat, melyre minden m,n € N esetén a,in < Gman
teljesiil. Ekkor az ({/a,)nen sorozat konvergens és

lim /a, = inf Va, .
n— o0

neN

5. Sorok

5.1. Tétel. Legyen > a,> . b konvergens sor és A € R.
1. A > (a+b) sor konvergens és Z(an +b,) = Z an + Z b,
n=0 n=0 n=0
2. A > (Xa) sor konvergens és Z Aa, = A Z -

n=0 n=0

S
= E Qp -
n=0

(9]
3. A Y a sor konvergens és Z@

n=0

5.2. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Ha a > a sor konvergens, akkor lima = 0.
5.3.

ha

Tétel. (Cauchy-kritérium.) Legyen a : N — K sorozat. A Y a sor pontosan akkor konvergens
m
> a
k=n

V€€R+3N€NVn,mEN<(N<n<m)—> <5>.
5.4. Tétel. Legyen a : N — K sorozat. Ha a Y, a sor konvergens, akkor

oo
Zak < 5) .

k=n

sort.

5.5. Tétel. (Majordns és minordns kritérium.) Tekintsik az a : N — R sorozathoz rendelt Y a

VE6R+3N6NVneN<(N<n)—>
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1. Ha létezik olyan b : N — R sorozat, hogy minden n € N esetén a, < b, és a >, b sor

o] o0
konvergens, akkor a > a sor is konvergens, tovdbbd Z an < Z by, .
n=0 n=0
2. Ha létezik olyan b : N — Rg sorozat, hogy minden n € N esetén a, > b, és a > b sor
divergens, akkor a 3 a sor is divergens.

1 1
5.6. Tétel. A Z 1 sor divergens, a Z W sor konvergens.
n n

5.7. Tétel. Ha a Y a sor abszolit konvergens, akkor konvergens is és

) [e%S)
D an| <) lanl.
n=0 n=0

5.8. Tétel. Legyen g c K. A Zq” sor
n

1. divergens, ha |q| > 1;
2. abszolit konvergens, ha |q| < 1 és ekkor

5.9. Tétel. (Kondenzdcids kritérium.)  Legyen a : N — RT monoton csékkend sorozat. Ekkor
ha a Zan €s a Z2"a2n sor kézil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha

n n
valamelyik divergens, akkor mindkettd divergens.

1
5.10. Tétel. Legyen g€ Q. A E — sor pontosan akkor konvergens, ha q¢ > 1.
n
n

5.11. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium.) Ha az a : N — K sorozat esetén
1. limsup ¥/|a,| < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;

n—oo

2. limsup V/|an| > 1, akkor a Y a sor divergens.
n—roo

5.12. Tétel. Minden a : N — K’ sorozatra

Ap+1 Ap+1

an

lim inf
n—oo

< liminf {/|a,| < limsup V/|a,| < limsup
n—oo n—00

n—oo n

an+1
Qn

€ K hatdrérték. Ekkor létezik a

5.13. Tétel. Legyen a: N — K’ olyan, melyre létezik a lim

n—oo
lim {/|ay| hatdrérték és
n—roo

anJrl
Qnp

lim V/|a,| = lim .

n—oo — 00

5.14. Tétel. (D’Alembert-féle hanyadoskritérium.) Ha az a : N — K’ sorozat esetén

. a .
1. limsup ntll < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo 2%
. Gn41 .
2. liminf > 1, akkor a Y a sor divergens.
n—oo (075

5.15. Tétel. Ha Z(—l)”an Leibniz-sor, akkor konvergens, és minden n € N esetén

|Hn| S Ap4-1-
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5.16. Tétel. Minden abszolit konvergens sor feltétlen konvergens, valamint az dtrendezés nem vdl-
toztalja meg a sorosszeget.

5.17. Tétel. (Riemann-tétel.) Legyen a : N — R olyan, hogy a > a sor feltételesen konvergens.
Ekkor minden o, € R elemre a < § esetén létezik olyan o : N — N bijekcio, hogy

limianaoa =a ¢és limsupZaoU =0
teljesiil.
5.18. Tétel. Egy sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha feltétlen konvergens.

5.19. Tétel. (Mertens tétele.) Ha a konvergens Y a, > b sorok kizil legaldbb az egyik abszolit
konvergens, akkor a > a és Y b sorok Cauchy-szorzata konvergens és

Tovdbbd, ha a > a és > b sor abszolit konvergens, akkor a Y (a *b) sor is abszohit konvergens.

5.20. Tétel. (Abel-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsi zérussorozat és legyen
b: N — K korldtos részletdsszegii sorozat. Ekkor a Z anby, sor konvergens és

n
o0
< <Z lang1 — an) ) (sup )
n=0 n€N
5.21. Tétel. (Dirichlet-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsu zérussorozat és legyen
q € T\ {1}. Ekkor a Zanq” sor konvergens,
n

oo
E anby
n=0

S
k=0

teljesiil.

o

n
§ anq
n=0

5.22. Tétel. (Cauchy—-Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens, tehdt x € Dom P,.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens, tehdt x ¢ Dom P,.

> 2
S (Z lan+1 — an|> : m

n=0

5.23. Tétel. Az aldbbi hatvdnysorok konvergenciasugara végtelen, vagyis minden x € C esetén kon-
vergensek a sorok.

— (=D)" 5= (=n"
| | |
— n! — (2n + 1)! o (2n)!
i x2n+1 i x2n
| |
o (2n +1)! = (2n)!

5.24. Tétel. (Euler-tétel.) Minden z € C esetén

exp(iz) = cosz +isin z.

5.25. Tétel. (Az exponencidlis fiigguény.)
1. Minden x € C szamra exp(z) = exp(T).
2. Minden x,y € C szamra exp(x + y) = exp(z) exp(y).



15

8. Minden x € C szdmra (exp(z))~! = exp(—x).
4. Minden x1,z9 € R szdmra x1 < xo esetén exp(x1) < exp(z2) teljesil, vagyis az

explr : R—=>R 1z — exp(z)
fligguény injektiv.
5.26. Tétel. Minden z € C szdmra exp(z) = e*

5.27. Tétel. Legyen z,y € Domlog olyan szam, melyre z¥v € Domlog és legyen 21,25 € C. Ekkor

.’170 =1, Al .2 = $z1+22’ A = 1 , (xy>z1 = gY*1
€Tt
teljesiil.
5.28. Tétel. Minden z € R esetén az a(z),b(z) : Nt = R, a(z), = (1 + ) és b(x Z x
sorozatok hatdrértéke megegyezik.
5.29. Tétel. (Elemi fiigguények alaptulajdonsdgai.)
1. Minden x € C szamra az aldbbiak teljesiilnek.
el _ i eiz+efiz
sing = ———— cosT = —————
2i 2
et —e ™" et 4e7"
her= —— her= ——
shz 5 chzx 5

2. Minden z,y € C esetén
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sh(z 4+ y) = sh(x) ch(y) + sh(y) ch(zx)
ch(z + ) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y).
3. Minden x € C esetén
sin(iz) = ishz, cos(iz) = chuz, sh(iz) = isinz, ch(iz) = coszx.

4. Minden x € C esetén

2

cos’z+sinz=1 ch®z —sh?z=1.

5. Ha x € R, akkor |ei*| = 1.

6. Valos fiiggvények elemi vizsgalata

6.1. Tétel. (Jensen-egyenldtlenség.) Legyen I C R intervallum és f: 1 — R.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvex az I intervallumon, ha minden n € Nt mellett, minden
n

(Ti)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

/ <Z ai%‘) < Zalf@ )
i=1

2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha minden n € N1 mellett, minden
n

(%i)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor

()2

a; f ().

HM:
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6.2. Tétel. (A hatdrérték egyértelmisége.)
1. Legyen f : K - K, a € K a Dom f halmaz torléddsi pontja, és A, B € K legyen az f fligguény
hatdrértéke az a pontban. Ekkor A = B.
2. Legyen f : R - R, a € RU{oo, —0o} a Dom f halmaz torléddsi pontja és A, B € RU{oo, —co}
legyen az f fliggvény hatdrértéke az a helyen. Ekkor A = B.

6.3. Tétel. Legyen f,g : K — K és legyen a € K a Dom f N Dom g halmaz torléddsi pontja. Ha
létezik r € RT, melyre g(B,.(a) \ {a}) korldtos és lim f = 0, akkor lim fg = 0.

6.4. Tétel. Legyen f,g: K - K, A € K és a € K torldddsi pontja a Dom f N Dom g halmaznak.
(A K =R esetben a = +oco is lehet.) Teqyiik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,lim g ¢

{00, —o0}. Akkor az a pont
1. torléddsi pontja a Dom(f + g) halmaznak, lim(f + g) létezik és

lim(f + g) = lim f + lim g;
2. torléddsi pontja a Dom(fg) halmaznak, Lim(fg) létezik és
lm(fg) = (lm ) (timo)
3. torléddsi pontja a Dom(\f) halmaznak, im(\f) létezik, és
lim(Af) = A(lim f);

4. torléddsi pontja a Dom(|f|) halmaznak, lim|f| létezik és

lim || =
a

hmf‘;

5. torloddsi pontja a Dom(f) halmaznak, lim f létezik és

lim f = lim f.

1 1
6. Ha az a pont torloddsi pontja a Dom (f) halmaznaek és lim f = 0, akkor lim ? létezik és
il 1
e lim f

a
6.5. Tétel. Haaz f,g: R — R fiigguényre Dom f = Dom g és minden = € Dom f esetén f(x) < g(z)
teljesiil, valamint az a € R pont torldddsi pontja a Dom f halmaznak és létezik a lim f,1im g hatdrérték,
a a

akkor lim f < lim g.

6.6. Tétel. (Renddr-elv figguények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R figgvényre Dom f =
Dom g = Domh és minden x € Dom f esetén f(x) < g(x) < h(z) teljesil, valamint az a € R pont
torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = limh = A teljesiil, akkor

létezik a lim g hatdrérték és limg = A.
a a

6.7. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen f : K — K és z € K a Dom f halmaz torléddsi pontja.
A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz
z

konvergdlo sorozat esetén.

6.8. Tétel. Legyen f : R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az [ figguénynek
hatdrértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatdarértéke és lirff = lim f teljestil.
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6.9. Tétel. Legyen f,g: K » K, a € Dom f NDomg, ¢ € K. Ha az f és g fiigguény folytonos az a
pontban, akkor az

f+9, fa.ch|fl. f

1
fiigguények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az ? fiigguény is folytonos az a

pontban.

6.10. Tétel. Legyen A C K. Ekkor minden f,g € C(A,K) elemre és minden c € K szdmra

f+g.fg.cf|fl. f € CAK).
6.11. Tétel. Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fligguvény.

6.12. Tétel. Legyen f : K — K és a € Dom f a Dom f halmaz torléddsi pontja. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és lim f = f(a).

6.13. Tétel. (Figgvénykompozicié hatdrértéke.) Legyen f,g : K — K és a,b,c € K olyan, melyre
lim f = b, liing = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a

1. b ¢ Domyg;

2. b€ Domyg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(g o f) = c.

6.14. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen f : K — K és z € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden a : N — Dom f, z ponthoz konvergdlé sorozatra
létezik a lim f o a hatdrérték és lim f o a = f(z).

6.15. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

—1
2. Minden A C K nyilt halmazhoz létezik olyan U C K nyilt halmaz, melyre f (A) =U NDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C K zdrt halmazhoz létezik olyan Z C K zdrt halmaz, melyre f (A) = Z N Dom f

teljesiil.

6.16. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

—1

2. Minden A C K nyilt halmazra f (A) nyilt.
—1

3. Minden A C K zdrt halmazra f (A) zdrt.

6.17. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos figgvény. FEkkor az f(K)
halmaz is kompakt.

6.18. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény.
Ekkor létezik x,y € K melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K).

6.19. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos injektiv fiiggvény. Ekkor az
=1 fiigguény folytonos.

6.20. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik ¢ € ]a,b[, melyre f(c) = 0.

6.21. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton fiigguény.
Ekkor Ran f nyilt intervallum és f~1 folytonos fiigguény.
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6.22. Tétel. Minden egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

6.23. Tétel. (Heine tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos fiigguény.
Ekkor f egyenletesen folytonos.

6.24. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és legyen
d:N->K ne—(n+1ag.

Ha az a sorozat dltal meghatdrozott P, hatvdnysor konvergenciasugara R, akkor a P, hatvdnysor
konvergenciasugara is R, .

6.25. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és legyen
ad:N—>K ne—(n+1ay.

Ha zy € Bg,(0) és p € 10,R, — |20|[, akkor létezik olyan K € Rt szim, hogy minden z € B,(z)
esetén )
|Py(2) — Pa(z0) — (2 — 20) Pur (20)| < |2 — 20]” - K.

6.26. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és tekintsik az R, konvergenciasugari P, hat-
vdnysort. Ekkor R, > 0 esetén, minden z € Bgr,(0) elemre lim P,(z) = P,(z) teljesil, vagyis a
r—rz

hatvdanysor folytonos a Bgr,(0) halmazon.
6.27. Tétel. Az exp, sin, cos, tg, ctg, sh, ch, th és cth fiiggvény folytonos.

6.28. Tétel. (Nevezetes hatdrértékek.)

.oet—1 . sinz
lim =1 lim
x—0 X z—0 X

=1

6.29. Tétel. Azexp|r fiiggvényre Ranexp |g = R teljesiil és a log fiiggvényre pedig Dom log = RT.

6.30. Tétel. (A logaritmus figgvény.) A log : RT — R fiigguény folytonos, szigorian monoton
novd bijektiv fliggvény.

6.31. Tétel. (A hatvinyfiggvény folytonossiga.) Minden o € R esetén az
idg: : RT = R z = x®
fiigguény folytonos.

6.32. Tétel. (A m szdm bevezetése.)
1. Minden x € ]O, \/5[ esetén sinx > 0.

2. A cos filigguény szigorian monoton csokkend a ]07 \/5[ intervallumon.

1
3. cosV3 < ~3
4. Létezik egyetlen olyan x € ]O, \/3[ szam, melyre cosx = 0 teljesiil.
6.33. Tétel. (Nevezetes szigek.)

1. A g €s a ™ szogfligguényei.

COSEZO sinzzl cosm=—1 sinmt =20
2 2
2. Minden x € C esetén

sin(x—k%) = cosx sin(z+7) = —sinz sin(z+ 27) =sinz

cos (:ch g) = —sinz cos(z+7m)=—cosz cos(z+27) =cosx
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3. Minden x € C szamra

T2 _ oo sh(z + 2mi) = shz, ch(z +27i) = chua.

4. A %, g és a g szogfiigguényei.
cosf—ﬁ sinE—1 cosz—sinz—i cosf—1 smf—é
2 6 2 4 T4\ 3 2 32

6.34. Tétel. (Euler képlet.) ™ = —1

6.35. Tétel. (Trigonometrikus fiigguények periddusa.)

Minden x € )0, 7 esetén sinz > 0, minden x € |, 27| esetén sinx < 0.
A sinz = 0 egyenletnek x € [0,2n[ esetén x € {0, 7} az dsszes megolddsa.
A sin fiigguény periddusa 2.

T~

3
Minden x € } ,g, g [ esetén cosx > 0, minden x € } g, ?ﬂ [ esetén cosx < 0.

&

3
A cosz = 0 egyenletnek x € [0, 27[ esetén x € {;T, ;} az dsszes megolddsa.
6. A cos fiigguény periddusa 2.
6.36. Tétel. Elemi trigonometrikus fligguények monotonitdsa.
1. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a [0, 7] intervallumon és

cos|[o,x] : [0, 7] — [~1,1] T > CosST
bijekcio.
. .. p . . " ™ T .
2. A sin fiigguény szigorian monoton nové a {—5, 5} intervallumon és
. T .
Sln|[7%,%] : [—5,5} — [-1,1] T+ sinw

bijekcio.
3. A tg figgvény értelmezési tartomdnya a C\ {g + kr| k € Z} halmaz, valamint szigorian

. ™ Tl .
monoton névd a ] —5 5[ intervallumon és

tg\]_zg[!}—z,z[—ﬂR x> tgx
272 2°2

bijekcio.
6.37. Tétel. Az arcsin az arccos €s az arctg fiigguény folytonos.

6.38. Tétel. Hiperbolikus fiiggvények monotonitdsa.
1. A ch figguény szigorian monoton névd a [0,00] halmazon és
ch |jo,00 : [0, 00[ = [1, 00] x> chz
bijekcio.
2. Az sh fiigguény szigorian monoton novd az R halmazon és

shlg:R—R x> sha

bijekcio.
3. A th fiiggvény értelmezési tartomdnya a C\ {7;1 +Ekril ke Z} halmaz, szigorian monoton

novd az R halmazon és
thig : R —]-1,1] z— the

bijekcio.
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6.39. Tétel. Area hiperbolikus fliggvények.
1. Minden x € R esetén arshx = log (z +vVa?+ 1).

2. Minden x € [1,00[ esetén arch x = log (x +Va?— 1).

1 1
3. Minden x € |—1,1] esetén artha = 510 (1 —i—a?)

6.40. Tétel. Az arsh az arch és az arth fiigguvény folytonos.

7. Differencialszamitas egy dimenziéban

7.1. Tétel. (A differencidlhatdsdg dltaldnos jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f
fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

o J@) = (@) — (e —a)

z—a |z — al

=0.

Ha az [ figguény differencidlhaté az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = c teljesiil.

7.2. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen f:R — R és a € IntDom f. Az f figguény
pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

Vee R"3§ e R*Va € Dom f: (lz—al|<d — |f(z)— fla) —c(z—a)| <e- |z —al).

Ha az f fiigguény differencidlhatd az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = ¢ teljesiil.

7.3. Tétel. Ha egy fiigguény differencidlhato egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

7.4. Tétel. Legyen f,g : R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhats az a
pontban. Ekkor
1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (cf)'(a) cf'(a);
(a)

3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g

4 _ ’
4. ha g(a) # 0, akkor S differencidlhatd az a pontban és < (a) )9(a) — f(a)g (a)'
g

7.5. Tétel. Legyen A C R nyilt halmaz, f,g € C1(A,R) és c € R. Ekkor
f+9,f9,¢f € CHAR)
teljesiil, vagyis C*(A,R) algebra.

7.6. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g diffe-
rencidlhato az a pontban és f differencidlhatd a g(a) pontban, akkor fog differencidlhaté az a pontban

(fog)(a) = f'(9(a)) g'(a).

7.7. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugardra R, > 0
teljesiilion. Legyen
ad: N>R n— (n+ a1,

Ekkor a P, hatvinysor konvergenciasugara szintén R,, a P, hatvdnysor differencidlhaté a Bpg,(0)
halmazon, és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.
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7.8. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = a™ fiigguény derivdltja f'(x) = nz™ ' és
ag:R\{0} = R, g(x) = 2" figgvény deriviltia ¢'(x) = —naz=""1. (Vagyis (idp) = nidg~ " és
s 1—n c1—n—1

(idg(0y)" = —nidgoy-)

7.9. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvinysor konvergenciasugardira R, > 0
teljesiljon. Ekkor a Br,(0) halmazon

(i CLka> == i (aka),

teljestl, amit gy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvanysort a konvergenciasugdron belil lehet ta-
gonként derivdlni.

7.10. Tétel. (Elemi fiigguények deriviltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,
sinh’ = cosh.

7.11. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos figguény, mely diffe-
rencidlhato az )a, b intervallumon és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € |a,b], hogy

1€ =o.

7.12. Tétel. (Cauchy-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhato az )a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan ¢ € |a, b[, hogy

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).

7.13. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhatd az a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

f(b) = fa) = (b—a)f'(c).

7.14. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos
figguény, mely differencidlhaté az )a,b| intervallumon. Ekkor

z€la,b]

1f(b) = fla)] < < sup If'(fv)|> -|b—al.

7.15. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fligguény.

1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor [ dllandé az I intervallumon.

2. Az f fiigguény pontosan akkor monoton nové az I intervallumon, ha minden © € I esetén
f'(z) > 0.

3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor [ szigorian monoton novd az I intervallumon.

4. Az f fliggvény pontosan akkor monoton csokkend az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f'(x) <0.

5. Ha minden x € I esetén f'(x) <0, akkor [ szigorian monoton csokkend az I intervallumon.

7.16. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R olyan differencidlhaté fiiggvény, hogy f’
folytonos és f'(I) C R wvagy f'(I) C R™. Ekkor f(I) nyit intervallum, f~=1 folytonos, differencidl-
hato és minden b € f(I) pontra

teljesiil.

7.17. Tétel. (Elemi fiigguények inverzének a derivdltja.)
1
1. Minden x € Rt szamra log'(z) = —.
z
1
V1I—a?

2. Minden x € |—1,1] esetén arcsin’(z) =
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8. Minden x € |—1,1[ esetén arccos'(z) =

4. Minden x € R esetén arctg'(z) =

1422’
1
5. Minden x € R esetén arsh’(z) = ——

VIt a2

1
6. Minden x € ]1,00[ esetén arch’(z) = ———.
I1, 00] @)= o

1
7. Minden x € R esetén arth’(z) = 1T
-z

7.18. Tétel. A tdbldzatban szerepld f fiigguényeknek értelmezhetd az f~' inverze a Ran f halmazon
és az f~1 fiigguény értékkészletére és derivdltjdra a tdbldzatban szerepldk teljesiilnek, minden x €
Int Dom f~! elemre.

f Dom f Ranf | f 7 | Domf~t | Ranf=t | (f Y (2)
+ + 1
exp R R exp log R R —
T
i R 1,1 i 1,1 £z L
sin [—-1,1] | cos | arcsin | [—1,1] [ X 2} Wir
—1
cos R —1,1] | —sin | arccos -1,1 0,7 —_—
~1.1) L | oA | =
m 1 T 1
w | B (Trbr| ez} | B | L wes| B ] LI
& \ 2+ i < cos? | T8 272 1+ a2
1
sh R R ch arsh R R —_—
V1+ 22
1
ch R [L,00[ | sh arch [1,00[ R
2 —1
th R —1af | | arth | =11 R !
_ — r _
' ch? 7 1—a?

7.19. Tétel. (A hatvinyozds derivdldsa.)
1. Ha a € [1,00], akkor azid§ fiiggvény derivdltja aidy .
2. Ha a € |—oc0, 1], akkor az idg, (o} fiiggvény derivdltja aidﬂ‘&{lo}.

7.20. Tétel. (L’Hospital szabdly.) Legyen a,b € RU {co,—o0}, a < b és f,g : |a,b[ = R olyan
differencidlhatd figguény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja, b]).
!/
1. Ha lgmf = lli)mg € {—00,0,00} és létezik a lli)m f—/ hatdrérték, akkor létezik a lli)m ! hatdrérték
- - -9 -9
15 €s ,
N
lim = = lim —.
b— g b— g’
!
2. Ha lirllf = lir+ng € {—00,0,00} és létezik a lirf L/ hatdarérték, akkor létezik a lir+n i hatdrértéek
a a a g a
15 €8 ,
lim i = lim =—.
at @ a+ g/
7.21. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fliggvény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvez, ha f' monoton novd.

2. Az [ fiigguény pontosan akkor konkdv, ha f' monoton csékkend.
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7.22. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R kétszer differencidlhatd fligguény.
1. Az f fiiggvény pontosan akkor konvez, ha " > 0.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha " < 0.

7.23. Tétel. (Silyozott szdmtani és mértani kozép kézotti eqyenlétlenség.) Legyen n € NT és minden
n

i€{l,...,n} esetén x; € RT és a; € [0,1] olyan, melyre Zak =1 teljesiil. Ekkor
k=1

n n
E LTk > H xpk.
k=1 k=1

7.24. Tétel. (Hélder-egyenlotlenség.) Legyen n € Nt és z;,y; € RS minden i € {1,...,n} esetén,
valamint o, B € 10,1[ olyan, hogy o+ B = 1. Ekkor

n n o n B
o5 )
i=1 =1 =1

7.25. Tétel. (Minkowski-egyenldtlenség.) Legyen n € NT és x;,y; € Ry minden i € {1,...,n}

esetén, valamint p € [1,00[. Ekkor
1 1
n D n P
i=1 i=1

<Z($z + yi)p>

i=1

7.26. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen a,b € R, a < b, n € NT és f : R — R olyan fiiggvény,
melyre [a,b] C Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figguény n-szer folytonosan differencidlhats az [a,b]
halmazon és (n + 1)-szer differencidlhatoé az ]a,b| intervallumon. Ekkor minden p € Rt paraméter
esetén létezik olyan & € ]a,b], melyre

8=

") (g (n+1)
L R e e 2

| |
= k! nlp

7.27. Tétel. Legyen f : R — R, n € N és a € Int Dom (") és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiigguénnyel az a pontban. Ekkor P, = T,J;a.

7.28. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen f:R — R, n € Nt és a € Dom f). Ekkor

i T8 = Tha®) _

T—a |z — a‘n
7.29. Tétel. Legyen f : R - R, 1 <n €N, a € Dom f". Tegyiik fel tovibbd, hogy minden i € N,
1 <i<n esetén f(a) =0, valamint f (a) # 0.
1. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van szigori lokdlis maximuma az a pontban, ha n pdros és
f™(a) < 0.
2. Az f fiigguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros €s
f™(a) > 0.
3. Ha n pdratlan, akkor az f fiigguénynek nincsen lokdlis szélsdértéke az a pontban.

7.30. Tétel. Legyen f € C*°(R,R), a € R és r € RT olyan, hogy B,(a) C Dom f. Tegyiik fel, hogy
JK € R¥n € NVz € B,(a) : (]ﬂn)(x)‘ < K)

teljesiil, ekkor

> (k) (g
f(x)zzf !()(w—a)k Vo € B,(a).

k
k=0
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7.31. Tétel. Legyen c € K és a,b: N — K olyan sorozat, melyre létezik r € R™ szdm, hogy minden
x € B,(0) esetén

P,(z) = Zakxk = Z bra® = Py(x)
k=0 k=0
teljesil. Ekkor a = b.

7.32. Tétel. Ha x € ]-1,1[, akkor

(D e
log(l+z) = Z v
7.33. Tétel. (Binomidlis-sorfejtés.) Minden o € R és x € |—1,1[ esetén

(1+2)* = i (2)95’“

k=0

8. Hatarozatlan integral

8.1. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R és FF : I — R az f barmelyik primitiv
fiigguénye. Ekkor

/f:{F+C|C€R}.

8.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettének létezik
primitiv fiigguvénye. Ekkor minden ¢ € R szdmra

Jeva=[r+fo & [en=c[r

8.3. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integrdlok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelmezési
tartomadnydnak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

/exp =exp+C /sin = —cos+C /cos =sin+C
1
/fdz:10g|x|+C’ /sh:CthC /ch:sthC
T
$1+a
a — C
/x dx 1—|—a+

8.4. Tétel. (Parcidlis integrdlds.)  Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan,
hogy f és g differencidlhato, valamint az fq fiigguénynek létezik primitiv fiigguénye. FEkkor az f'g
fiigguénynek is létezik primitiv fiigguénye és

/(f’g) = fg—/(fg’)

8.5. Tétel. (Helyettesitéses integrdlds.) Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan
fiiggvény, amelynek létezik primitiv fligguénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus. Ekkor az
(fop)p : J— R fiigguénynek létezik primitiv fiiggvénye és

/(fw)so’= (/f)os0~

teljesiil.
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8.6. Tétel. (Az elemi fiigguények inverzének az integrdlja.) Az integrandus értelmezési tartomdnyd-
nak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

arcsin(z) dx = zarcsinz + V1 — 22+ C x €] —1,1]
arccos(z) dz = zarccosz — /1 —22+C x €] —1,1]

1
arctg(x) dx = xarctga — 3 log(1 4 2%) 4+ C z€eR

arch(z) dz =zarchz — V22 -14C x €]1,00]
1
arth(zx) dx:xartthrﬁlog(lfo)JrC x €] —1,1]

log(z) dz = zlog(z) —z+C x €]0, 00]

/
/
/
/arsh(m) dz=zarshe — /14224 C zeR
/
/
/

8.7. Tétel. Legyen n,m € N. Ekkor az R bdrmely nyilt intervallumdn az

/ sin” cos™

integrdlt az aldbbi mddszerek rekurziv alkalmazdsdval lehet kiszdamolni.
1. Ham =0, akkor

1

okt1
/sin"x dz =
—/(1—1?2)’C dt, t=cosz ha n=2k+1 (keN).

/(1—cost)k dt, t=2z ha n=2k (keN),

2. Han =0, akkor
1

2k+1
/cosmz dz =
/(17152)’“ dt, t=sinx ha m=2k+1 (ke€N).

/(1+cost)k dt, t=2x  ha m=2k (keN),

3. Ha n pdratlan, akkor a t = cosx, ha m pdratlan, akkor a t = sinx helyettesités egyszerisiti
az integralt.
4. Hamn és m pdros, valamint n = 2k, m = 21 (k,l € N), akkor

1
W/(Sin%t)(lJrcost)l*k dt, t=2zx ha n<m,
sin"zcos™x dx =
/ 1 in2! k—1
ger | Gn? (1 —cost)* ™! dt, t=2z ha n>m.

8.8. Tétel. Legyen a € R\ {0}, b,c € R ésn € N*.
b
1. Ekkor az R\ {} halmaz nyilt intervallumain
a

1
—log|ax 4+ b + C, han =1,
a

1
/(aaz—i—b)" dr= 1 - 1

h 1.
a—n) (@ypp—i & han>

teljestil.
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2. Ha b? — 4ac < 0, akkor az R halmazon

1 2
dz = arct _—
/aa:2+bx+c Viac — b2 g(\/élac—b2

és ha b*> — 4ac > 0 akkor az {x € R| ax?® + bx + ¢ # 0} halmaz nyilt intervallumain

2ax +b— Vb? — 4dac

+C
2ax + b+ Vb? — 4ac

1 1
/ax2+bx+c do= b2 — dac o8

teljesiil.
8. Han>1 ésb® —4ac # 0, akkor az {z € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ 1 q 2ax + b
- qz=
(az? + bx + )™ (1 —n)(b% — dac)(ax? + bx 4 ¢)n1

2(2n—3)a 1
(l_n)(b2_4ac)/(a1‘2+bx+c)"—1 dx.

4. Az {z € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/# dx—ilo |ax2+bm+c‘—£/; dzx
ax? +bx +c " 2a & 2a ) ax?+bx+c

5. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

bx + 2
/ 2 Z dr = 2 = C2 1
(az? + bx + c)™ (n —1)(b? — dac)(az? + bx + c)”

(2n — 3)b 1
+ (n —1)(b2 — 4ac) / (az® + bx + c)*— 1 dx.

8.9. Tétel. (Parcidlis tortekre bontds.) Legyen P,(x) egy tetszdleges n-ed foki-, Q.. (x) pedig egy
olyan m-ed foki polinom, melynek a féegyiitthatdja 1.
1. Ha n > m, akkor létezik egyetlen olyan P(x) (n — m)-ed foki- és m-nél kisebb foki P(x)
polinom, hogy ~
Pu(z) _ 5 P(z)
= P(x) +
(@) (z)

teljesiil.

2. A Qn, polinomhoz léteznek olyan egyértelmien meghatdrozott (N;)i=1,.._ k, (Pi, qi)i=1,...1 pdron-
ként kilonbdézd valds szamok és szampdrok, valamint (z;)i=1,... k, (Vi)i=1,...1 természetes szamok,
hogy minden x € R esetén

k !
Qm(z) = (H(a: + Ai)”) (H(iUQ + pir + %’)Ui)

i=1 i=1

teljesiil, tovdbbd egyetlen 1 < i <1 esetén sem létezik valds gyoke az 2 +p;x+q; polinomnak. Ha
n < m, akkor egyértelmien léteznek olyan (pi;)i=1, . kij=1,..z (Qij,Bij)i=1, . lj=1,...v; Vol0s

szdmok, hogy
E

Fo(2) MzJ ;T + Bij
- e L

zlj*l =1 j=1

P,
teljesiil minden x € Dom —- elemre.

Qm

8.10. Tétel. (Csebisev-tétel.) Legyen a,b € R és m,n,p € Q, ahol p = 4 valamilyen q egészre. Az
r

/xm(a +bz™?P dx

integrdl csak az aldbbi hdarom esetben fejezhetd ki elemi fliggvények segitségével.
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1. Ha p € Z. Az integrdl meghatdrozdisihoz a binomidlis kifejtés alkalmazandé az (a + bx™)P
kifejezésre.

m+1
2. Ha + € Z. Ekkor a t = ~/a+ bx™ helyettesitéssel raciondlis fiigguvényre vezethetd vissza
n
az integrandus.

1
3. Ha mtl +p € Z. Ekkor at = +v/b+ ax~" helyettesitéssel raciondlis fiigguényre vezethetd
n

vissza az integrandus.

8.11. Tétel. Legyen R kétvdiltozos raciondlis tortfigguény. Ekkor az aldbbi integrdlok a megadott
helyettesitések rekurziv alkalmazdsdval raciondlis tortfigguények integrdljdvd transzformdlhatok. Az
integrdalokndl a,b,c, A\1, A2 € R, a # 0 tovdbbd A\ # Xs.

/R(ac,\/xQ—l—aQ) dz x =asht vagy r = atgt
1
/R(m7 Va2 —a?) dz x =acht vagy v = a——

cost

/R(x, a? —2?) dz x =asint vagy x = acost
. x
/R(smx,cos:v) dz t:tg§
Az /R(x, Vazr? +bx + ¢) dz integrdlndgl

Var? +br+c=t—+axr, ha a>0;
Var? +br+c=tr++/c, ha c>0;
Var? +bx+c=t(x—X\), ha ar®>+br+c=(xr—\)(x— N\a)

alkalmazando.

9. Hatarozott integral
9.1. Tétel. Ha A1, As € Ty olyan halmazok, melyre Ay N Ag # O teljesil, akkor Ay U Ay € Ty és
po(Ar U Ag) < pio(Ar) + po(Az).

9.2. Tétel. (Nulla mértékd halmazok alaptulajdonsdgai.)
1. Az A C R halmaz pontosan akkor nulla mértékd, ha minden ¢ € RT esetén létezik olyan
Jo-ban halads nyit halmazokbdl dllé (A,)nen halmazrendszer, hogy

AC EOJ A, és i,uo(An) <e
n=0 n=0

teljesiil.
2. Nulla mértékd halmaz minden részhalmaza nulla mértékd.

oo
3. Ha minden n € N esetén A, C R nulla mértéki, akkor U A, 1s nulla mértéki.
n=0

4. Minden megszdmldalhaté halmaz nulla mértékd.

9.3. Tétel. Legyen a,b € R, a <b. Ekkor az [a,b],[a,b[,]a,b],]a,b] halmazok kézil egyik sem nulla
mérték.

9.4. Tétel. (A Cantor-halmaz tulajdonsdgai.) A Cantor-halmaz kompakt és nulla mértéki.

9.5. Tétel. Ha az f : R — R folytonos fiiggvényre m.m. f =0 teljesiil, akkor f = 0.
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9.6. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiigguény.
1. Minden x € FloY felosztds esetén s,(f) < S.(f).
2. Ha z jeloli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € Flo)
felosztds esetén s, (f) < sy (f) és Su(f) < S.(f).
3. Ha az xz,y € F1*Y felosztdsra v <y teljesiil, akkor s.(f) < sy(f) €s Sy(f) < Sz(f).
4. Bdrmely x,y € Fl1*Y felosztdsra s, (f) < Sy(f) teljesiil.
5. Az s(f) halmaz feliilrol korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrél korldtos.

9.7. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre
b b
[r<]1
teljesiil.
9.8. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre

feR(a,b],R) < Vee R 3z e Flull: S,(f) —s.(f) <e.
9.9. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre

feR([a,b],R) <= VeeR Iz e FI*U: Q.(f) <e.
9.10. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiigguény. Ekkor
w(f,la,b]) = sup [f(u) = f(v)]

w,v€[a,b]
teljesiil.

9.11. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf,fg € R([a,b],R), vagyis az
R([a,b],R) algebra, valamint

/ab(cf)=c/abf /abf+/abg=/ab(f+g)

9.12. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos figg-
vény. Az f € R([a,b],R) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R),

valamint ebben az esetben , ,
[i=]+]s

9.13. Tétel. Minden a,b € R, a < b szamra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljesiil.

teljesiil.

9.14. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiigguény monoton, akkor f € R([a,b],R).
9.15. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).
9.16. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) figguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f > 0;
a

b b
2. ha f>g, akkor [ f > [g;
a a

b

Jf

a

b

3. < JIfl.
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9.17. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figgvény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon és itt F' = f. Ekkor

9.18. Tétel. Ha f : R — R olyan figgvény mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon,
akkor

£(b) = fla) + / 7.

9.19. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az I; figgvény folytonos.
2. Ha [ folytonos az xo €]a,b] pontban, akkor Iy differencidlhatd az xo pontban és I (zo) =

f(o)-
3. Ha f € C([a,b],R), akkor létezik primitiv fiigguénye.

9.20. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor

b

[r-m [r=m [

a

teljesiil.

9.21. Tétel. (Lebesque-tétel.) Az f : [a,b] — R korldtos figgvény pontosan akkor Riemann-integrdl-
hatd, ha majdnem mindeniitt folytonos.

9.22. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, a,b € R, melyre a < b és [a,b] C I, legyen valamilyen
n € N szdmra f € C"*1(I,R). Ekkor

b

0 =3 200t + L [6-0rr i ar,
k=0 ’

k!

a

9.23. Tétel. (Az integrilszamitds kozépértéktételei.) Legyen f,g € C([a,b],R).
1. Ha g > 0, akkor létezik & € [a,b], hogy

2. Létezik € € [a,b], hogy

9.24. Tétel. A

leképezés skalaris szorzas.
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9.25. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-eqyenldtlenség.) Ha f,g € C([a,b],R), akkor

b 2 b b
/ fg] < / f? / g9’
teljesiil.

1
9.26. Tétel. Legyen a € RT, o € R és tekintsik az f : RT = RT, f(z) = e fiiggvényt.

1. Az f figgvény pontosan akkor impropriusan integrilhaté az [a, 00| intervallumon, ha o > 1

és ebben az esetben o | )
/a zo do= a* a—1)

2. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integrdlhatd az |0, a] intervallumon, ha o < 1 és
ebben az esetben

10. Véges dimenzids terek topologiija
10.1. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.

10.2. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesiilnek.
.V eK": (z,z) € RS
Ve eK": (z,2) =0 <= =0
(

. ,2)
CVry € KWA € K: Az, y) = Xz, y)
. Vr,y e KU (z,y) = (y,x)

S N
<
8
=
N
m
~
=1
—~
)
+
=
K
I
3
N
+
—~
=
K

10.3. Tétel. (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra
2
[z, y)|” < (z,2) - (y,9)
teljesiil.

10.4. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a

1
n v
A
Il : K* — RF lelxllp—<§ |17k|p>

k=1

Il tK* 5 RY 2 2y 2 max{|zy]| k€ {1,...,n}}
leképezések normdk (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).
10.5. Tétel. A K" téren minden x € K vektorra ||z||, = \/(x, ) teljesiil.
10.6. Tétel. Minden x,y € R"\ {0} vektorra
(z,9) = llzlly lylly cos
teljesiil, ahol o a vektorok dltal bezdrt szdg.
10.7. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor minden x,y € K" esetén

Mzl = 1lylll < ll= =yl

teljesiil.
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10.8. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér, z € K* és r € RT. Ekkor minden y € B,(x) pontra és
p €10,r — ||z — y||[ szdmra
Bp(y) C Br(x)

teljestil.
10.9. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor a
d:K'"xK"—>R (z,y) — ||z — v

leképezésre az aldbbiak teljesilnek.
1. Ve,yeK": d(z,y) =0 <>x=y
2. Ve,y e K": d(x,y) = d(y, )
3. Va,y,z € K" : d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)

10.10. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korlatos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

10.11. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Minden v € K" pont és r € R™ szdm esetén B,(x)
korldtos, nyilt halmaz.

10.12. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az ires halmaz és K" nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

10.13. Tétel. (Zdart halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az dires halmaz és K" zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zart.

10.14. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K*. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz,
akkor Z\ U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

10.15. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

10.16. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

10.17. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

10.18. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér és X C K*. Ekkor

It X = K"\ K"\ X,
X = K"\ Int(K" \ X).

10.19. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben haladé konvergens sorozat hatdrértéke egyértelmd.
10.20. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

10.21. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatarértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozat hatdarértéke.
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10.22. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, A C K" és xz € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

10.23. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, ¢ € K, a,b : N — K" és A : N — K konvergens
sorozat.

1. Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (lim b).

2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (im A\)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim al|.

10.24. Tétel. Legyenn € NT, p € [1,00[U{cc}, ésa: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", |-[|,,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indezre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.
10.25. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
10.26. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
10.27. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.
10.28. Tétel. A (K", |-||,,) normdlt tér teljes, tovabba minden A C K" zdrt halmaz teljes.
10.29. Tétel. A (K", |-||,,) normdlt tér Banach-tér.

10.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

10.31. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zdrt.
2. AzY C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

10.32. Tétel. (Cantor-féle kozosrész-tétel.) Legyen (K™, ||-||) normdlt tér és (K;)ier o K" kompakt,
nem dres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K teljesil. Ekkor

el

10.33. Tétel. Minden R € RT esetén a [—R, R]" halmaz kompakt az (R", ||-|| ) normdlt térben.

10.34. Tétel. (Heine-Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R", |||, ) normdlt tér egy részhalmaza
pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

10.35. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A C R".
Az (R, |||lo) mormdit térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

10.36. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™, |-||") normdlt tér, f: K* — K™ figguény, az a € K* pont az
f fligguény értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja és legyen A, B € K™ az f fiiggvény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.
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10.37. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|') normdit tér, f : K* — K™
fiiggvény és a z € K" pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {2z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a

lim f o a hatdrérték.

10.38. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|) normdlt tér, f g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és

a € K" torléddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Teqyiik fel, hogy létezik lim f, lim g

és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(Af), a Dom(pf) és a Dom(||f||)
a

halmaznak, valamint

. lim(f 4+ g) = lim f 4 lim g;

. lim(Af) = A(lim f);

- lim(p f) = (lim ) (lim f);

lim | f]] = lime.

~

>~ Lo o

10.39. Tétel. (Atviteli elv folytonossdgra.) Legyen (K™, ||-|) és (K™, ||-||") normdlt tér, f : K* — K™
és z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

10.40. Tétel. Legyen (K™, ||-||) és (K™, |-||") normdit tér, f : K* — K™, és az a € Dom f pont a
Dom f halmaz torldddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik
a

és lim f = f(a).

10.41. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|") normdlt tér, f,g : K* — K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f NDom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

1. f+y;

2. \f;

3. of;

4- L1l
folytonos.

10.42. Tétel. Legyen (K", |-|) és (K™, |-||') normdit tér, X € K, valamint f g : K* — K™ és
¢ : K" = K folytonos fiigguény. Ekkor f + g, \f, of és ||f]| is folytonos.

10.43. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (K™, ||-||) és (K™, ||-||) normdlt tér,
valamint f : K® — K™, Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Az f fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K" nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A CK™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.

10.44. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1

2. Minden A CK™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

10.45. Tétel. Véges dimenzids normdlt terek kizétt hatd folytonos fiigguények kompozicidja folytonos
fiigguény.

10.46. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|') normdit tér és f : K* — K™ bijekcio. Az f fiiggvény
pontosan akkor nyilt, ha f~' folytonos.
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10.47. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™,|-||") normdlt tér K C K* kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

10.48. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f :
K — R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K)
teljesiil.

10.49. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér, K C K* kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv figguény. Ekkor az f~' fiigguény is folytonos.

10.50. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, |-||') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz, V. C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.

10.51. Tétel. Normdlt terek kiézdtt hato egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

10.52. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K™, ||||) és (K™, |-[|') normalt tér, K C K" kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

10.53. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a K™ vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K* nyilt halmaz nyilt a ||-|' norma szerint is.

2. Minden x € K" és r € RT paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre B%‘ll(w) c gl (x).
3. Létezik olyan K € R szdm, hogy minden x € K" vektorra |z|| < K |z||'.

10.54. Tétel. Legyen ||’ és ||-|| norma a K* vektortéren. A ||-||" és ||-|| normdk pontosan akkor ek-
vivalensek, léteznek olyan Ky, Ky € RY paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K ||z||" és
lz||" < Ko ||z|| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan a, 3 € RT paraméterek,
hogy minden x € K™ vektorra o ||z|| < ||z||" < B |z].

10.55. Tétel. Mindenn € N ésp € [1,00[ esetén a |||, és a |||, normdk ekvivalensek a K" téren.

10.56. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.

10.57. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsdiga, zdrtsdiga, korldtossiga és kompaktsiga fiiggetlen attol,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

10.58. Tétel. Legyen f : K" — K™ fiiggvény és a € Int Dom f. Az f fligguény a pontbeli folytonos-
sdaga figgetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtdl.

10.59. Tétel. Az a : N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke fiiggetlen a K" téren vdlasztott
normdtaol.

10.60. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K", ||-||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kom-
pakt, ha korldtos és zdrt.

10.61. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel véges dimenzids normdlt terekben.) Legyen a (K, ||-||) nor-
malt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.
10.62. Tétel. Az (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér, tovibbd minden zdrt részhalmaza teljes.
10.63. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.
10.64. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér ési € {1,...,n}, akkor a

pr, : K" =K (T1,...,20) — x;

fiigguény folytonos.
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10.65. Tétel. Legyen (K®, |-||) és (K™, ||-|") normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torldddsi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,..., m} esetén létezik

a
a im f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,...,m} indexre
a

(ims), = tim s

teljestil.

10.66. Tétel. Ha (K™, |-|) és (K™, ||-||") normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f figgvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; figgvény folytonos az
a pontban.

10.67. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K", |-||) normdlt tér és a : N — K"
olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

10.68. Tétel. Legyen (K", |||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha a_ a sor abszolit konvergens,
akkor a > a sor konvergens és

oo oo

D k]| <D llall-

k=0 k=0

10.69. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzett sor konvergens. FEkkor minden

A € K esetén
[eS) 9] o0 [eS) [e%S)
)DITEUTSD SIS SID LAY it
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljesiil.
10.70. Tétel. Hai € {1,...,n}, akkor a

pr; : K" =K (T1,...,Zn) — x;
fiigguény linedris.

10.71. Tétel. Legyen A € Lin (K", K™) és minden i € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen
Aj; = (Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,...,m} indexre

(Az); = Ay
=1

teljesiil.

10.72. Tétel. Minden ¢ € Lin(K",K) esetén létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K"
vektorra

e(y) = (z,y)

teljesiil.

10.73. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|") normdilt tér és A : K* — K™ linedris leképezés. Ekkor
1. a
X={zeKk"| |z <1}

jellés mellett sup ||Az|’ < oo teljesiil;
reX

2. minden x € K" vektorra
|Az|" < ||z| - sup || Az];
rzeX

3. A folytonos.
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10.74. Tétel. Legyen (K*,|-||) és (K™, |-||") normdlt tér. A Lin(K",K™) tér vektortér, melyen a

[ : Lin(K", K™) — Ry A sup |Az|’
el <1

leképezés norma.

10.75. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™,|-||") normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K®, K™) és x €
K". Ekkor
/
[Az|” < [|A[| - [l=[] -

10.76. Tétel. Legyen (K", |-[|;)) normdlt tér minden i = 1,2,3 esetén, legyen A € Lin(K"™,K"2)
és B € Lin(K"2, K"3). Ekkor
IBA| < |[BI| - [|All

teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsdnak nevezziik.
10.77. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.

10.78. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre || Al < 1 teljesil, akkor a

Z A" sor konvergens, az id —A elem invertdlhatd és

n=0

i A" = (id—A)~*
n=0

teljesiil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.
10.79. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~'}

(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhato linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
1. minden a € GL(n,K) elemre B_1__(a) C GL(n,K);

la="l
2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
8. azi:GL(n,K) — GL(n,K), i(a) = a™! leképezés folytonos.
10.80. Tétel. Legyen k € N*, valamint A € Lin® ((K")k ,Km). Minden 4y,...,4; € {1,...,n} és

j € {1,...,m} esetén legyen Aji, i = Ales, ...€i);. Ekkor minden (V... x*) € K" vektor és
j€{l,...,m} index esetén

n
AW, .. x®); = Z Ajil,...,ikx(l) M (10.1)

i1 ik
11,050 =1

teljesiil.

10.81. Tétel. Legyen k € N*, (K™, |]) és (K™, |-|') normalt tér és A : (K™* — K™ multilinedris
leképezés. Ekkor
1. a

k
X =][{zieK"| Jlall <1}
=1

jelolés mellett sup ||A(z)||" < oo teljesiil;
reX
2. minden x1, ...,z € K" vektorra

4 .
’

[AG, -zl < el - -l - sup [|A(2)]
zeX
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3. A folytonos.

10.82. Tétel. Legyen k € N*, (K™, ||-||) és (K™, ||-|') normdlt tér. Ekkor a

k
) Lin® ("), K™) >R A sup {Ax”' eRf | ze[[{w ek Jloi] < 1}}

i=1
leképezés norma.

10.83. Tétel. Ha k € N+, (K™ ||) és (K™, |-|') normdlt tér, akkor (Lmk ((Kﬂ)k,Km),n.H)
Banach-tér.

10.84. Tétel. Legyen k € N*, (K", |-||) és (K™, ||-||") normalt tér. A
p:Lin (K" Lin® (K", K™))) = Lin* " (") &™)
A ((xl,xg, Ty Thp1) (A(xl))(xg,...,xkﬂ))
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € Lin (K",Link ((K“)k ,Km)> elemre

(A = [lAll

teljesiil.

10.85. Tétel. Legyen k € Nt és A € Lin* ((K“)k ,R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik

olyan K € RY, hogy minden v € R™ esetén A(w*) > K ||v||*; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € RY, hogy minden v € R® esetén A(vlF)) < —K' ||v||*.

10.86. Tétel. Minden kontrakcid folytonos.

10.87. Tétel. (Banach-féle fizponttétel euklidészi terekben.) Legyen Q@ C K" egy teljes részhalmaz és
f:Q — Q kontrakcio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q pont melyre f(y) =y teljesil.

10.88. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K" nem dires halmaz. Ekkor
1. minden z,y € K" esetén
|dist 4 (z) — dista(y)| < d(z,y)
teljesiil;
2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos és folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

10.89. Tétel. (Zart konvex és kompakt konvex halmazok szétvilasztdsa.) Tegyiik fel, hogy K, Z C R"
olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zdrt.
1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden x© € K esetén (z,xz) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

10.90. Tétel. (Zdrt konvex halmaz és pont szétvdlasztisa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R"\ Z Ekkor létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,z) < c.

10.91. Tétel. Legyen Z C R" zdrt konvexr halmaz és
H={(z,c) eR*" xR|Vz € Z: (2,2) <c}.

Ekkor

Z= () {yeR" (z,y) <c}
(z,c)€H

teljesiil.
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10.92. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre

VCeRTIreR'WVz e C: r<lz| — C<|f(z)
VeeC: f(x) #0 — JyeC: [fy)| <|f(z)]

teljesil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

10.93. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € RT esetén létezik olyan
r € R, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

10.94. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(x) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesil.

10.95. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elsdfoki C — C polinomnak létezik gyoke.

11. Fiiggvénysorozatok, fliggvénysorok véges dimenziéban

11.1. Tétel. Legyen M C K" nem idires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,K™) olyan figguénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. Ek-
kor az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve eRTAIN eNVn,m e NVt € M : (N <n,m — [[fu(t) — f ()] <)
teljesiil.

11.2. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).
11.3. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyik fel,

oo
hogy létezik az f = Z fn Osszegfiigguény, Dom f = M és a Z fn fligguénysor egyenletesen konvergdl

n

n=0
az f figguényhez. Ekkor f € C(M,K™).
11.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az [ = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n—oo

egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez a K halmazon.

11.5. Tétel. Legyen M CK". A

(CP(MK™) R fes sup | f(t)]
teM

||'||sup '

leképezés norma a CP (M, K™) vektortéren, azaz
1.VfeCOMK™) : [|flly, =0 ¢ f=0;
2. VA€ KVf € CP(M,K™) : A fllgup = Al [ fllgups
3. Vf,g € CP(M,K™) : |[f + gllgup < Ifllsup + 19ll5up-

11.6. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens
fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fiigguényso-
n—oo

rozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (C*(M,K™), ||| ,,) normdlt térben,
azaz, ha

Ve e RTIN € Nvn € N: (N<n — IIfn—fllsup<€>

teljesiil.
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11.7. Tétel. Ha M C K", akkor (CP(M,K"™), |||,,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban haladd (fy,)nen fliggvénysorozathoz, melyre

Ve e RYIN e Nvn,m e N: (N <n,m = |[fo = il <€)
teljesiil, létezik olyan f € CP(M,K™), melyre
Ve e RTAIN eNVneN: (N <n = |fo— fllap <€)

11.8. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladé figgvénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

11.9. Tétel. (Weierstrass-tétel.)  Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halado
fiigguénysorozat. Ha

Zfélﬂgllfn(t)ll <0

neN

teljesiil, akkor a Z fn fligguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n

11.10. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f!)nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergens a B,(a) halmazon, akkonrﬁoo

1. minden x € B,(a) esetén létezik a nhﬁngo fn(x) hatdrérték;

2. az f: B.(a) = R, f(z) = nh_)rr;o fn(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-

vénysorozat;

3. minden x € B,(a) esetén

f'(@) = lim_f)(x).

n—oo

11.11. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatésiga.) Legyen  C R nyilt intervallum, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q& — R differencidlhaté fiigguény. Ha az (f))nen fligguénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az Q0 halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;

n—oo
2. az f: Q= R, f(x) = lim f,(z) figgvényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—oo
fligguénysorozat;
3. minden x € Q) esetén
/ BT /
fi(z) = lim_fp(x).

11.12. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatésdga.) Legyen Q@ C R nyilt interval-
lum és minden n € N esetén legyen f,, : @ — R differencidlhato fiiggvény. Ha a Zf?/% fiigguénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor
n=0

o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0

2.az f: Q= R, f(x) = Z fn(x) fiigguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0

n
venysor;

3. minden x € Q) esetén
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11.13. Tétel. (Figgvénysorozat hatdrfigguényének integrilhatisiga.) A C([a,b],R) halmazban ha-
ladé (fn)nen a fiigguénysorozatril tegyiik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfiggvényéhez az [a, b]
intervallumon. Ekkor

b b
lim fn= / lim f,

n—oo a n—oo

teljesiil.

11.14. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének integrdlhatésiga.)  Legyen (fn)nen a C([a,b],R)
halmazban halado fiigguénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergal az
n

dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor
oo b b o
> [ =[5
n=0"% @ n=0

teljesiil.

11.15. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha || > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.
3. Har € [0,R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvinysorra

Z sup |lant"|| < o0
nen t€B-(0)

teljesiil.
4. A P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon folytonos figguény.

11.16. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti differencidlhatdsdiga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatdrozott P, : R — R hatvdanysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden x € R,
|z| < R, esetén a hatvdnysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

Pl(z) = Z apka®1,
k=1

11.17. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti integrdlhatosdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal meg-
hatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelélje R,. Minden o, B € R, a < 3,
[, B] € ]—Ra, Ra| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhats az (o, B] intervallumon, azaz

B /e o B
/ <Zakxk> dox = Z/akxkdx.
o \k=0 k=07,

11.18. Tétel. Ha a : N — R olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens, akkor minden n € N

n

esetén
n+m

> @
k=n

11.19. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,
hatvdnysor konvergens az xg € {R,, —Rs} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
és a Pyl |02, fiigguény folytonos.

=0.

lim sup
n—oo meN

11.20. Tétel. (Approximdcié Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K
folytonos fiigguény. Ekkor

i f(4) — _
nhﬂrr;() (tzg)b] |BL(t) f(t)|) =0.
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11.21. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos fiiggvény. Ekkor minden ¢ € R™
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden x € [a,b] szimra

[f(z) —p(z)| <e

teljesiil.

12. Differenciadlszamitas véges dimenziéban

12.1. Tétel. Legyen [ : R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R", R™),
melyre

=0

lim
e—a |z —al v—a |z —al

teljestl. Ekkor u =v.

12.2. Tétel. (A differencidlhatésdg jellemzése.) Legyen f : R — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R",R™) leképezés pontosan akkor az f figgvény a pontbeli derivdltja, ha

Ve e RT35 € R*Vz € R™ <||x —all<d = ||f@) - fla) - Az —a)|| <& ||z — a||)
teljesiil.

12.3. Tétel. Legyen f: R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Az f fiiggvény a pontbeli differencidl-
hatésdga és (Df)(a) értéke fiiggetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtol.

12.4. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
o £@) ~ f(a)

T—a Tr—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R = R folytonos linedris leképezés, melyre
i 1)~ 1@) ~ (DA @)~ )

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovabba ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

12.5. Tétel. Legyen f : R* — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

12.6. Tétel. Legyen f: R" - R™ és a € Int Dom f. Az f fligguvény pontosan akkor differencidlhato

az a pontban, ha minden i € {1,...,m} index esetén az f; : R* — R figgvény differencidlhaté az a
pontban. Tovdbbd ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,...,m} index esetén
(Dfi)(a) = pr;o(Df)(a)
teljesil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetink, hogy ha minden i € {1,...,m} esetén
(Dfi)(a) = (An A ... Ain),
akkor
A1 Agp ... Agy
Df)a)=1] . : :

Aml Am2 R Amn
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12.7. Tétel. Legyen f,g : R* — R™, ¢ : R" — R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f NDom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban. Ekkor

1. f + g differencidlhato az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);
2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);
)

3. ¢f differencidlhaté az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dg)(a) + ¢(a)(Df)(a).

12.8. Tétel. Minden Q C R" nyilt halmaz esetén C1(Q,R™) vektortér.

12.9. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivildsi szabdlya, lincszabdly.) Legyen g : R™ — R" f: R" —
R" és a € IntDom f o g. Ha g differencidlhaté az a pontban és [ differencidlhaté a g(a) pontban,
akkor f o g differencidlhatdé az a pontban és

(D(f 0 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

12.10. Tétel. Legyen f : R" — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,
tovibbd (Def)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.

12.11. Tétel. Az A € Lin(R",R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhato és
DA :U — Lin(R",R™) a— A

teljesiil.
12.12. Tétel. Ha u = (uy,...,ui) € HR“”’, ésje{l,....k}, akkor az

k
in, ; : R%Y — HR‘” T (U, U1, Ty Ujg 1, - - -5 Uk)
i=1

inklizio fiiggvény derivdltjdra minden a € R™ pontban
(Diny,;)(a) = ing,,
teljesiil, azaz

k
(Dmu,j)(a);R"j%HR"i z+(0,...,0, & ,0,...,0).
i=1 j. hely

12.13. Tétel. Legyen k € NT és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén

(Df)(a) : Lin(R") — Lin(R") b+ > a'ba* 17"

teljesiil.

12.14. Tétel. Ha
GLw(R) = {a € Lin(R")| Ja~'},

akkor az invertdlds i : GLy(R) — GL,(R), i(a) = a™! fiiggvényére minden a € GL,(R) pontban
(Di)(a) : R" —» R" b —a tba™!

teljesiil.
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k
12.15. Tétel. Ha az f : HR'” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
k
minden x € HR"i vektorra
i=1
k
(Df) (@) (@) =D (0:f) (@) ()
i=1

teljestil.

12.16. Tétel. Ha az f : R" — R fiiggvény differencidlhatd az a € Int Dom f pontban, akkor minden

x € R" vektorra
n

(Df)(@))(@) =D ((9:f)(@))z;

i=1
teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén

(Df)(a) = (0:1f)(@) (2f)(a) ... (9uf)(a))-

12.17. Tétel. Legyen f : R™ — R™ olyan fligguény, mely differencidlhato az a € R"™ pontban. Ekkor
a (Df)(a) € Lin(R",R™) linedris leképezés mdtriza

(glfl)(a) (ngl)(a) S (gnfl)(a)
(Df)(a) = ( 1f:2)(a) ( 2f:2)(a) ( nf?)(a)
(Orfm)(@) (Oafm)(a) -+ (Oufm)(a)

12.18. Tétel. Legyen f : R"™ — R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszéleges index. Ekkor
az [ fligguvénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (D, f)(a) teljesiil.

12.19. Tétel. Legyen f : R® — R olyan figgvény, mely differencidlhato az a € R™ pontban. Ekkor
minden x € R" vektor esetén

((Df)(a)(x) = ((grad f)(a), z)
teljesiil.

12.20. Tétel. Legyen f : R" — R tetszdleges fiigguény és legyen a,e € R™. Ha az f fiigguény
differencidlhaté az a pontban, akkor létezik az f fligguény a pontbeli e irainymenti deriviltja és

(Def)(a) = ((grad f)(a),e) .
12.21. Tétel. Ha f : R" — R" differencidlhaté az a € R"™ pontban, akkor

n

(div f)(a) =Y (9:f:)(a).

i=1
12.22. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges fiiggvény. Ekkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af) @) =D (B N(a)

k=1
teljesiil.

12.23. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ olyan figgvény, mely differencidlhatoé az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € ]a,b[, hogy
1£(b) = fla)llo < IDA] - 1o = all,

ahol
DA = sup [(Df)(c))zll-

llzll, <1
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12.24. Tétel. (Véges névekmények formuldja.) Ha f : R™ — R™ olyan fiigguény, mely differencidl-
haté az [a,b] szakaszon, akkor

1£(b) = fa)lly < < i]upb[ (Df)(C)H) o—=all,
ahol
DA = sup [(Df)(c))zll,-

llzll, <1

12.25. Tétel. Legyen Q2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q@ — R™ olyan differencidlhatd fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

12.26. Tétel. Legyen f : R" — R fiiggvény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az [ fiigguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom ;[ és
a 0;f fiigguény folytonos az 2 halmazon.

12.27. Tétel. Legyen f : R* — R™ és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f figguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhaté az Q halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; figgvény folytonos az Q halmazon.

12.28. Tétel. Legyen r € RY, a € R", valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,,(a) hatdrérték és az (Dfn)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n

konvergens a B,(a) halmazon, akkor
1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2. az f : B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n—oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

(Df)(@) = lim (D,)(x).

12.29. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatésdiga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhatd figgvény. Ha az (f])nen fligguénysoro-
zat lokalisan egyenletesen konvergens az £ halmazon és létezik olyan a € Q0 pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q) esetén létezik a nh—>Holo fn(x) hatdrérték;

2. az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q — R", f(z) =

lim f,(x) figgvényhez;
n—oo
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = nh_}rréo(Dfn)(x)

12.30. Tétel. (Figguénysor differencidlhatosdga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhato fiigguény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan o € £ pont, melyre létezik a

Z fn(xo) Osszeg, akkor

n=0

oo
1. minden x € Q) esetén létezik a Z fn(x) dsszeg;

n=0

2. az Z(f") fiiggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q — R", f(x) = an(x)
n=0

fﬁggvé?zyhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(z) = Z(Dfn)(m)

neN
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12.31. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.) Legyen f : R® — R" tetszdleges fiigguény és a € R*. Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q C Dom f nyilt
kérnyezete az a pontnak, melyre

1. flq injektiv;

£(Q) nyilt halmaz;

fla homeomorfizmus Q és f(Q) kdzétt;
az (flo)~! figgvény differencidlhato;
minden x € ) pontra

Suds o b

(O((flo)™N(f(x) = (D))~
teljesiil;
6. a D(f|a)~! figgvény folytonos az f(a) pontban.

12.32. Tétel. (Implicitfigguény tétel.) Legyen f : R" XR™ — R™ tetszdleges fiiggvény. Ha (a1,as) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,as) pontban és det(02f)(a1,az2) # 0, akkor létezik olyan Qq, Qs
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X QQ - Dom(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhaté figgvény, melyre p(a1) = as, minden

x € Q1 esetén

fz,0(x)) = flar,az) és (Dp)(w) = = ((9f) (@, o))" (91 f)(w. p(x))

teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

12.33. Tétel. Legyen Q C R" nyilt halmaz, k € Nt és f : Q@ — R k-szor differencidlhatd fiigguény.
Ekkor minden a € Q és (V). .. () € R esetén

(O® @) @®,...,z®)y = 3" (& ...0,0)(a) - &tV P

i1yenin=1

12.34. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidlis derivdltakrél.) Legyen Q2 C R"
nydt halmaz és f : Q@ — R olyan figguény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0,0;f
fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0;0;f = 0;0;f teljesil az
Q halmazon.

12.35. Tétel. Legyen Q C R"™ nyilt halmaz, k € NT és f : Q — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1y...,0x € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor [ k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D) f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

12.36. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki figguényekre.) Legyenk € N* a beR™ és f: R* - R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az | figguény k-szor folytonosan differenci-
d@lhaté az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az ]a,b| nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
€ € la, b, melyre

(k+1)! (D(k“‘l)f)({)(b _ a)[k+1}_

12.37. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € NT, a,b € R" és f : R" — R olyan fiiggvény melyre
[a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figguény k-szor folytonosan differencidlhatsé az [a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhaté az )a,b| nyit szakaszon. Ekkor

f(b)—ka)a(b)‘ < ( sup H (DE+D ) (@ H) b — aHkH.

z€]a,b|
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12.38. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértéki fiigguényekre.) Legyen k € N*, f : R" —
R és a € R™, melyhez létezik olyan r € RT, hogy az [ figgvény k-szor differencidlhaté a B,(a)
halmazon és DR f folytonos az a pontban. Ekkor

o) =T, (@)

we e —af®

12.39. Tétel. Legyen f : R™ — R tetszdleges figgvény és a € Dom(Df). Ha az f figgvénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

12.40. Tétel. Legyen f : R* = R, 1 < k € N és a € R, melyhez létezik olyan r € RT, hogy az
f fiigguény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D& £ folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (DX f)(a) # 0.
1. Ha az f figguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdiros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (DY) f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
mazimuma van az a pontban.
5. Ha a (D®) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.
6. Ha k paratlan, akkor az f figgvénynek nincs lokdlis szélséértéke az a pontban.

12.41. Tétel. Legyen k € NT, f : R™ — R folytonosan differencidlhaté fiigguény, valamint minden
i € {1,...,k} esetén legyen g; : R*® — R folytonosan differencidlhatd figguény. Tekintsik o H =

k
ﬂ 511(0) halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € HNDom f olyan pont, hogy a ((Dg;)(a))ie(1,... k) rendszer
i=1

linedrisan figgetlen. Ekkor, ha az flu figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor
egyértelmiien léteznek olyan aq, ..., ar € R paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Z a;((Dgi)(a))

teljesiil.

13. Metrikus terek
13.1. Tétel. Tetszdleges M nem dires halmaz esetén

1 ha z#uy,

d:MxM-—=R (m,y)»—>{0 ha 7=y
metrika, tehdt minden nem tres halmazon létezik egy kitintetett metrika.

13.2. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, v € M és r € R*. Ekkor minden y € B,.(x) pontra és
p €10, —d(z,y)[ szamra
B,(y) € B(x)

teljesiil.
13.3. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

13.4. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden x € M pont ésr € RY szdm esetén B,.(x) korldtos,
nyilt halmaz.
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13.5. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az iires halmaz és M nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

13.6. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az iires halmaz és M zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

13.7. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és Z,U C M. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

13.8. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

13.9. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

13.10. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

13.11. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Ekkor

Int X = M\ M\ X,
X = M\ Int(M \ X).

13.12. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor (A,d|axa) is metrikus tér.

13.13. Tétel. (Nyilt és zdrt halmazok metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M,
B C A ésd =dlaxa. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A B halmaz pontosan akkor nyilt az (A,d') metrikus altérben, ha létezik olyan U C M nyilt
halmaz, melyre B = ANU teljesiil.
2. A B halmaz pontosan akkor zdrt az (A,d’) metrikus altérben, ha létezik olyan Z C M zdrt
halmaz, melyre B = AN Z teljesiil.

13.14. Tétel. (Halmaz lezdrtja metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, AC M, d' = d|axa
és minden B C A esetén jelilje B a B halmaz lezdrtjdt az (M,d) metrikus térben és B a B halmaz
lezdrtjat az (A,d") metrikus térben. Ekkor minden B C A halmazra

B=BnA

teljesiil.

13.15. Tétel. Legyen n € NT ésp € [1,00].
1. A

n P
n n AN
dp : K" x K" — R* (@,y) = dp(z,y) = (Z |$kyk|p>
k=1

doo : K" x K" — RT (z,y) — doo(, ) émax{|gck -yl | ke {l,...,n}}

leképezés metrika.
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2. Minden p € [1,00[ esetén a d, és a do metrikik ekvivalensek.
13.16. Tétel. Metrikus térben halado konvergens sorozat hatdrértéke egyértelma.
13.17. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

13.18. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdarértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozat hatdrértéke.

13.19. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, AC M és x € M.

1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

13.20. Tétel. Legyen n € N*, p € [1,00[U {00}, és a : N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan
akkor konvergens a (K", d,) térben, ha mindeni € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens
és ekkor minden ¢ € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.
13.21. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
13.22. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
13.23. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

13.24. Tétel. Legyen (M,d) teljes metrikus tér és X C M zdrt halmaz. Ekkor az (X,d|xxx)
metrikus altér is teljes.

13.25. Tétel. Metrikus térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

13.26. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. AzY C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

13.27. Tétel. (Cantor-féle kézisrész-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és (K;),cr az M kompakt,
nem dres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K teljesil. Ekkor

iel

13.28. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor relativ kompakt,
ha A kompakt halmaz.

13.29. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz. Ekkor minden a : N — K
sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek hatarértéke eleme a K halmaznak.

13.30. Tétel. (Lebesgue-lemma.) Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden
K halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme
a K halmaznak. Ekkor a K halmaz barmely (U;)icr nyilt befedéséhez létezik olyan r € RT szdm, hogy
minden x € K ponthoz van olyan i € I, amelyre B,(x) C U; teljesiil.

13.31. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halado
sorozatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme a K halmaznak. Ekkor
minden v € Rt szdmhoz létezik olyan H C K véges halmaz, amelyre K C U B, () teljesiil.

reH
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13.32. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részso-
rozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

13.33. Tétel. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes.

13.34. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor szepardbilis, ha létezik benne megszamlalhato strd
halmaz.

13.35. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00[. Az (R",d,) és az (R",d) terek szepardbilisek.

13.36. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor teljesen korldtos,
ha minden ¢ € R esetén létezik olyan X € M véges halmaz, melyre A C U B () teljesiil.
zeX

13.37. Tétel. (Teljesen korlditos halmazok alaptulajdonsdgasi.)
1. Teljesen korlatos halmaz minden részhalmaza teljesen korldatos.
2. Véges sok teljesen korlatos halmaz unidja is teljesen korldtos.
3. Metrikus térben minden teljesen korldtos halmaz korldtos.

13.38. Tétel. Minden kompakt halmaz teljesen korldtos.

13.39. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozat-
nak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat. Ekkor A teljesen korldtos halmaz.

13.40. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M teljesen korldtos halmaz. Fkkor minden a :
N — A sorozatnak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

13.41. Tétel. (Hausdorff-tétel.) Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor teljesen korldtos, ha
minden benne haladd sorozatnak van olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

13.42. Tétel. Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha teljesen korlatos és teljes.

13.43. Tétel. Legyen (M,d) és (M’ ,d’) metrikus tér, f : M — M’ figguény, az a € M pont az f
fiiggvény értelmezési tartomdnydnak torléddsi pontja és legyen A, B € M’ az [ fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

13.44. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f - M — M’

fiiggvény és a z € M pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {2} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a

lim f o a hatdrérték.

13.45. Tétel. (Atviteli elv folytonossdgra.) Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ és
z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a im f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

13.46. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’, és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torloddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim [ létezik és
a

lim f = f(a).

13.47. Tétel. Legyen (My,dy), (Ma,ds) metrikus tér, o : My — My folytonos fiiggvény és x,y € M,
tetszdleges pont. Legyen a,b: N — My olyan sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesiil. Ekkor

da(p(x),0(y)) = lim da(p(an), p(bn))-
n—roo
13.48. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, valamint a,b: N — M konvergens sorozat. Ekkor
liﬁm d(an,by) = d(lima,limb)

teljesiil.
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13.49. Tétel. (Figguénykompozicié hatdrértéke.) Legyen (Mi,d1), (Ma,ds) és (Ms,ds) metrikus
tér, valamint f : My — Mo, g : My — Ms, a € My, b € My és ¢ € Ms olyan, melyre lim f = b,

ligng = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a
1. b ¢ Domyg;

2. b€ Domyg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(g o f) = c.

13.50. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (My,d1) és (Ma,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C My nyilt halmazra létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C My zdrt halmazra létezik olyan Z C My zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.

13.51. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

—1
2. Minden A C My nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1
3. Minden A C My zdrt halmazra f (A) zdrt.

13.52. Tétel. (Egyenldség folytatisinak az elve.) Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, vala-
mint f,g: My — Ms folytonos fiigguény. Ha valamilyen U C M; halmazon f|y = glu teljesiil, akkor
[z = gl is teljesiil.

13.53. Tétel. Metrikus terek kozott hato folytonos fligguvények kompozicidja folytonos fiiggvény.

13.54. Tétel. Legyen (Mi,d1), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. Az [ figguény
pontosan akkor nyilt, ha f~' folytonos.

13.55. Tétel. Legyen (Mi,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Ms
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

13.56. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K —
R folytonos fiigguény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

13.57. Tétel. Legyen (My,d1) és (Ma,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Mo
folytonos injektiv figguény. Ekkor az f~' figguény is folytonos.

13.58. Tétel. Ha (My,dy) kompakt metrikus tér, és (Ms,ds) metrikus tér, akkor minden f : My —
Ms folytonos bijekcié homeomorfizmus.

13.59. Tétel. Metrikus terek kozott hato egyenletesen folytonos fiiggvény folytonos.

13.60. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (My,dy) és (May,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz és
f: K — M, folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

13.61. Tétel. (Egyenletesen folytonos figguény kiterjesztése.) Tegyiik fel, hogy (My,d1) metrikus
tér, (Ms,ds) teljes metrikus tér és f : My — My egyenletesen folytonos fiigguény. Ekkor létezik
egyetlen olyan folytonos g : Dom f — My fliggvény, mely az f fiigguény kiterjesztése, azaz f C g,
valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.

13.62. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Legyen (M, dy) tetszdleges metrikus
tér, (Ms,ds) pedig teljes metrikus tér és f : My — My sdridn értelmezett, egyenletesen folytonos fiigg-
vény. Ekkor létezik egyetlen olyan folytonos g : My — M, fiigguény, mely az [ fliggvény kiterjesztése,
azaz [ C g, valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.
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13.63. Tétel. Minden izometria egyenletesen folytonos.

13.64. Tétel. (Izometria kiterjesztése.)  Legyen (My,dy) metrikus tér, (Ma,ds) teljes metrikus
tér és f . My — My strin értelmezett izometria. FEkkor az f fliggvény folytonos g : My — M,
kiterjesztése is izometria.

13.65. Tétel. Minden Lipschitz-folytonos fligguény egyenletesen folytonos.

13.66. Tétel. Ha (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, akkor az f : My — My fiiggvények tulajdonsdgai
kézott az aldbbi reldcio teljesiil.

kontrakcio = Lipschitz-folytonos = egyenletesen folytonos = folytonos

13.67. Tétel. (Banach-féle fizponttétel.) Legyen (M,d) teljes metrikus tér és f : M — M kontrak-
cio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € M pont melyre f(y) =y teljesiil.

13.68. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor korldtos, ha
diam(A) < co.

13.69. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M nem ires halmaz. Ekkor
1. minden z,y € M esetén
|dist 4 (z) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;
2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

13.70. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X, Y C M olyan zdrt halmazok, melyekre X NY =0
teljesiil.
1. Létezik olyan f : M — [0,1] folytonos figgvény, hogy minden x € X esetén f(x) = 0 és
minden y €Y esetén f(y) = 1.
2. Létezik U,V C M nyilt halmaz, hogy X CU,Y CV ésUNV = 0.

13.71. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Létezik olyan (M',d') teljes metrikus tér és j : M — M’ izometria, melyre Ranj = M’
teljesiil.
2. Ha (My,dy) és (Ma,ds) teljes metrikus tér, valamint j; : M — My és jo : M — My olyan
1zometria, melyre Ranj, = M, és Ranjo = My, akkor létezik egyetlen olyan ¢ : My — M,
izometrikus homeomorfizus, melyre jo = ¢ o j; teljesiil.

13.72. Tétel. Minden metrikus térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

13.73. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M.
1. Az A halmaz pontosan akkor dsszefiiggd, ha az (A,d|axa) altér dsszefiiggd.
2. Az A halmaz pontosan akkor ivszerden dsszefiiggd, ha az (A, d|axa) altér tvszerden dsszefiggd.

13.74. Tétel. Minden ivszerien dsszefiiggd halmaz dsszefiiggd.

13.75. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az M halmaz ésszefiiggd.
2. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U <0, V 40, UNV =0 ésM =UUV.
3. Nem létezik olyan X,Y C M zdrt halmaz, melyre X #0,Y #0, XNY =0 és M = X UY.

13.76. Tétel. (Metrikus altér dsszefiiggdsége.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M és d = d|axa.
Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek.

1. Az A halmaz dsszefiiggd az (M, d) térben.

2. Az (A,d") metrikus altér dsszefiiggd.
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3. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre UNA# 0, VNA#AD, UNVNA=0 és
ACUUYV.

4. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X NA £ D, YNA#D, XNYNA=0 és
ACXUY.

13.77. Tétel. Legyen (M,d) dsszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zdrt.
Ekkor A =0 vagy A = M teljesiil.

13.78. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint legyen A C M,y és f : A — My
folytonos fiigguény.

1. Ha A osszefiiggd, akkor f(A) is dsszefiggd.

2. Ha A {vszerien dsszefiiggd, akkor f(A) is fvszerden dsszefiiggd.

13.79. Tétel. Ha I véges halmaz és minden i € I esetén (M;,d;) metrikus tér, akkor M = HMZ
icl
esetén

d: MxM—R ((-’L'i)iela (yi)iel) — max{di(xi,yi)ﬁ S I}

metrika.

13.80. Tétel. Legyen (M;,d;);cr metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szorzata. Ekkor min-
den j € I esetén a
pr; : HM,L' — Mj (mi)iel = X
iel

projekcio folytonos és nyilt.

13.81. Tétel. Legyen (M;,d;);cr metrikus terek véges rendszere, (M,d) ezek szorzata és a: N — M
sorozat. Az a sorozat pontosan akkor konvergens, ha minden i € I esetén a pr,; oa sorozat konvergens
és ekkor minden i € I indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.

13.82. Tétel. Legyen (M;,d;)icr metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata, (M',d’) met-
rikus tér és f: M' — M fiigguény.
1. Az f figgvény pontosan akkor folytonos az a € Dom f pontban, ha minden i € I esetén a
pr;of : M' — M, figgvény folytonos az a pontban.
2. Az f figguény pontosan akkor folytonos, ha minden i € I esetén a pr;of figguény folytonos.

13.83. Tétel. Legyen n € N*, (M, d;)icq1,....ny metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szor-

zata. Minden i € {1,...,n} esetén legyen K; C M; kompakt halmaz és legyen K = HKZ" Ekkor a
i=1
K halmaz kompakt az M metrikus térben.

13.84. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az X C M halmaz pontosan akkor sehol sem sirid, ha az M \ X halmaz siri.
2. Véges sok sehol sem sird halmaz unidja sehol sem sird.

P

részhalmazainak olyan (F,)nen rendszere, melyre X C U F,, teljesiil.
neN

13.85. Tétel. (Baire-féle kategoriatétel.) Teljes metrikus tér minden nem tres nyilt részhalmaza

P
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14. NormAlt terek

14.1. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Minden z,y € V esetén

)l =yl < [lz =yl
teljesiil.
14.2. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér. Ekkor a
dj:VxV—=R (z,y)— |lz—y
leképezés metrika, igy (V,d). ) metrikus tér.

14.3. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér.
1. Legyenxz €V ésr € RY. Az x kizépponti v sugari nyilt gomb

Br(zx) ={yeV| [lz -yl <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B.(z) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,(x) teljesiil.

14.4. Tétel. Legyenn € NT ésp € [1,00[. A K" téren a

1
n P
A
I, K" >Ry @, = (E Iwk|p>

k=1

n A
I - K %RS‘ = [Jz]| o = max{|zi| | k€ {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

14.5. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és A\ : N — K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim al|.

14.6. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a »_ a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

14.7. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a _ a sor abszolit
konvergens.

1. Ha 'V Banach-tér, akkor a Y a sor konvergens.

2. Ha a Y a sor konvergens, akkor

00 00
Yoar]| <> laxll.
k=0 k=0

14.8. Tétel. Legyen (V,|||) normalt tér. A (V,|-||) pdr pontosan akkor Banach-tér, ha minden
benne halado abszolut konvergens sor konvergens.

14.9. Tétel. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitisok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C'V nyilt halmaz nyilt a ||-||' norma szerint is.
2. Minden x € V ésr € Rt paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre BIH?:“,(x) C Bﬂ"'(m).
3. Létezik olyan K € Rt szdm, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z||".
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14.10. Tétel. Legyen || és ||-| norma a V wektortéren. A |-| és ||-| normdk pontosan akkor
ekvivalensek, ha léteznek olyan Ky, Ky € RY paraméterek, hogy minden x € V wvektorra ||z| <
Ky ||z|" és ||lz||' < Kal|lz| teljesiil, melyet gy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € Rt
paraméterek, hogy minden x € V vektorra o ||z|| < ||z| < B ||z

14.11. Tétel. Legyen (Vi,|-||;) és (Va,|-|ly) normadlt tér, valamint A : Vi — Vs linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. sup |Az|, < o0

=l <1

4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.

14.12. Tétel. Legyen (V4,||-|l;) és (Va, ||-||l5) normdlt tér. Az ¥ (Vi,Va) tér vektortér, melyen a

I l: 2(Vi,V2) = Ry A= sup |Az,

”Ingl
leképezés norma.

14.13. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va, ||-||5) normdlt tér, valamint legyen A € £ (Vi,Va) és x € Vi.
Ekkor
[Az]ly < [JA[ - [l -

14.14. Tétel. Legyen (V1,|-|ly), (Va,|I-ll) és (Vs,|||l3) normdlt tér, valamint legyen A € £ (Vi, Va)
és B € #(Va,V3). Ekkor BA € ¥(V1,V3), tovdbbd

IBA| < ||BI| - I All
teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsinak nevezziik.
14.15. Tétel. Minden (V,||||) normdlt tér, z € V és c € K\ {0} esetén az

M.: V=V T — cT,
L,:V->V T z+T

leképezés homeomorfizmus.

14.16. Tétel. Ha (V4,||-[|;) normdlt tér és (Va, ||||,) Banach-tér, akkor (£ (V1,V2), ||||) is Banach-
tér.

14.17. Tétel. Legyen (Vi,|-||;) és (Va, ||-||ly) normdlt tér és legyen A : Vi — Vi, linedris leképezés.
Ha dimV; < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

14.18. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.)  Legyen (V,||||\,) Banach-tér és legyen A € Z(V,V).
Ha ||A|| < 1, akkor a ZA" sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd, inverze folytonos linedris

n=0
leképezés és

d AT =(1-A)"
n=0
teljestl, ahol 1 jeldli a V — V identitdsfiigguényt.
14.19. Tétel. Legyen U és V Banach-tér és legyen
G(L(U V) E{ac 22U V) I € £(V,U): ad =idy, da=idy}.

(Vagyis G(£(U,V)) jeloli a azon invertdlhatd linedris leképezések halmazdt, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor



35

1. minden a € G(.#(U,V)) elemre B

2. a G(2(V,V)) halmaz nyilt;
8. azi:G(L(U,V)) = G(L(V,U)), i(a) =a"" leképezés folytonos.

(a) € G(2(U,V));

1
fla=t1l

14.20. Tétel. Legyen (V, ||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szdmtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek eqy bazisa. Tekintsik a

n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", ||| ) terek kozitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a <p_1(U) C K™ halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a <p_1(U) C K™ halmaz korldtos.

14.21. Tétel. Minden V véges dimenzios vektortéren birmely két norma ekvivalens.

14.22. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér és legyen ||| : V — RY tetszéleges norma. FEk-
kor

1. a 'V tér teljes;
2. a 'V egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

14.23. Tétel. Minden normdlt tér minden véges dimenzids altere zdrt.

14.24. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. AV vektortér véges dimenzids.
2. AV valamely nem nulla sugari zdrt gémbje kompakt.
3. AV lokdlisan kompakt tér.

14.25. Tétel. Minden p € [1,00] esetén Ik vektortér, a

1
oo P
L, : 1 >R s (Z sn|p>
n=0

leképezés pedig norma az Iy téren. Tehdt minden p € [1,00[ valds szdmra (I, ||-||,,) normalt-tér.

14.26. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Ha xg,x1 €V, akkor a

Yzo,z1 - [0, 1] -V t— x9+ t(.’El — .’Eo)

figguény folytonos.
2. Han € NT és zq,...,x, €V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xj, # xp11, akkor
a
v [0, 1] -V L= Xy + {nt} (x[m]_H — x[nt])
fiiggvény folytonos, tovibbd minden k € {0,...,n — 1} esetén minden t € [0,1] szdmra
k+t
Yz, xpt1 (t) =7 <n)
teljesiil.

14.27. Tétel. Normdlt térben minden konvex halmaz fvszerden dsszefliggd.

14.28. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér. Ekkor az aldbbiak teljesilnek.
1. AV halmaz ivszerden dsszefliggd.
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2. AV halmaz dsszefiiggd.
3. Ha A CV olyan halmaz mely nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A =V teljesiil.

14.29. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér és A CV dsszefiiggd nyilt halmaz. Ha B C A olyan nyilt
halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil, akkor B = A.

14.30. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér és A C V nyilt halmaz. Ekkor az aldbbi kijelentések
ekvivalensek.
1. Az A halmaz 0sszefiiggd.
2. Minden x,y € A ponthoz létezik n € NT és olyan zy,...,2, € A, hogy 20 = x, 2z, = y €s
minden k € {0,...,n — 1} esetén [zx, zx+1] C A.
3. Az A halmaz ivszerien dsszefiiggd.

14.31. Tétel. Legyen n € Nt, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vy, ||-||,) normdlt tér, és legyen

peEloof. AV = H Vi halmazon értelmezzik a
k=1

IV —HRSF (1,...,2n) = max {||zk], | k€ {1,...,n}}

Il : V=R (z1,...,20) = (Z ||zk||g>
k=1

fiigguényeket. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A |||, figgvény norma.
2. Minden p € [1,00| elemre a |||, fiigguvény norma.
8. Minden p € [1,00[ elemre a |||, és a |||, normdk ekvivalensek egymdssal.

1

14

14.32. Tétel. Ha (V,|||) normdlt tér, akkor létezik olyan (V',|-|') Banach-tér és j : V. — V'
linedris izometria, melyre Ranj = V' teljesiil.

14.33. Tétel. Legyen (U, |-||) normdlt tér, (V,|-||,,) Banach-tér, X C U sirid linedris altér és A :
X — V linedris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normdlt téren. Ekkor létezik egyetlen olyan
A . U = V folytonos linedris leképezés, mely az A kiterjesztése, vagyis A'lpoma = A, valamint
Al = [|A]l-

14.34. Tétel. Legyen (U, |-||) normdlt tér, melynek teljes burka (U’,j). Minden (V,||-||,,) Banach-
térhez és A : U — V folytonos linedris leképezéshez létezik egyetlen olyan A’ : U — V folytonos
linedris leképezés, melyre A’ o j = A teljesiil, tovdbbd ||A’|| = || Al

14.35. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, melynek (V1,|-||,) és (Va,|-|ly) a teljes burka. Ekkor
létezik egyetlen olyan A : Vi — Va linedris izometrikus homeomorfizus, melyre jo = A o j1 teljesiil.

14.36. Tétel. Minden normdlt térnek létezik teljes burka és birmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

14.37. Tétel. Legyen n € N, (V;, |I-|,)i=1,....n normdlt terek rendszere, (W, ||-||y-) normdlt tér és

A: H Vi — W multilinedris leképezés. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
i=1
1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. AB= H {z; € Vi| ||lzil|; < 1} jelolés mellett sup ||A(z)|y, < oo teljesil.
i=1 z€B
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14.38. Tétel. Legyen n € NT, (V;, ||I-|,)i=1,...n normdlt terek rendszere és (W, ||-||;;) normdlt tér.

n
Az " (H Vi, W) tér vektortér, melyen a

=1

i=1

n n
I = 2™ (HVLW) — RS A sup{AxHW eRY ‘ x € H{xz e Vil |lzill; < 1}}
i=1

leképezés norma.
14.39. Tétel. Legyen n € Nt, (Vi,||-|,)i=1,....n normadlt terek rendszere, (W, ||-|l,) normadlt tér, va-

lamint legyen A € £¥™ HVZ-,W> ésx=(x1,...,2,) € HVi' Ekkor
i=1 i=1

n
i=1
14.40. Tétel. Legyen n € N*, (V;,||I-||,)i=1,...n normadlt terek rendszere és (W, ||-|y-) Banach-tér.

Ekkor (g" (H Vi, W) ,||-II> is Banach-tér.
=1

14.41. Tétel. Legyen n € NT, (Vi,|||,)i=1,....n véges dimenzids normdlt terek rendszere, (W,||-|lyy,)

n n
normdlt tér és A : H Vi — W n-linedris leképezés. Ekkor A € ¥" (H Vi, W) .
i=1

=1

14.42. Tétel. Legyen n € NT, (V;, |||I,)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (W,||-|ly,)

.....

normdlt tér. Ekkor L™ (H Vi, W)) zdrt linedris altere a L™ (H Vi, W)) térnek.
i=1 i=1

14.43. Tétel. Legyen n € Nt, (V;, ||-|,)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (V,|-||,,) és
(W I-lyy) mormdlt tér. A

p: & <V, R (ﬁ Vi,W)>> — gt (V x ﬁ%,W) A ((331,51”2) > (A(xl))($2)>

i=1

leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcié és minden A € & (V, R (H Vi, W)) elemre
i=1

(A = [ Al
teljesiil.
14.44. Tétel. (Polarizdcios formula.)  Legyen V és W wvektortér, n € Nt és A € Lin"(V", W)
szimmetrikus n-linedris leképezés. Minden x+,...,x, € V vektorra
1 n
Ay, T0) = oy STttt Atz o+ )

teljesiil.

14.45. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, n € NT és 0 # A € ¥™ (V" R).
1. Ha A szimmetrikus pozitiv vagy negativ multilinedris leképezés, akkor n pdros szdm.
2. Ha A szigorian pozitiv definit, akkor pozitiv definit.
3. Ha A szigorian negativ definit, akkor negativ definit.
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4. Ha dimV < oo és A pozitiv definit, akkor szigorian pozitiv definit.
5. Ha dimV < oo és A negativ definit, akkor szigorian negativ definit.

14.46. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér és legyen Z C V' zdrt, konvez és elnyeld halmaz. Ekkor
létezik olyan r € RY melyre B,.(0) C Z teljesiil.

14.47. Tétel. Legyen V wvalds vektortér, M C V linedris altér, ¢ : V — R szublinedris leképezés
és [+ M — R olyan linedris leképezés, melyre f < @|p. Ha x € V \ M, akkor létezik olyan
f: M ®Rx — R linedris leképezés, melyre f C f és f < ¢|meors teljesiil.

14.48. Tétel. Legyen V walos vektortér, M C V linedris altér, ¢ : V. — R szublinedris leképezés és
f: M — R olyan linedris leképezés, melyre f < p|p. Ha x € V\ M, akkor létezik olyan F : V — R
linedris leképezés, melyre f C F és F < ¢ teljesiil.

14.49. Tétel. Komplex vektortér feletti linedris funkciondlt egyértelmien meghatdroz a valds része.
Legyen V' komplex vektortér és jelolje Vi a V wvektorteret az dsszeaddssal és a C x V. — V' szorzds
R x V — V megszoritisdval.
1. Ha f : V — C linedris leképezés akkor az fr = Reof leképezés olyan fr : Vk — R linedris
leképezés, melyre minden x € V' esetén f(x) = fr(x) — ifr(iz) teljesil.
2. Ha fr : Vg — R linedris leképezés, akkor az f : V — C, f(x) = fr(z) — ifr(ix) olyan linedris
leképezés, melyre fr = Reof teljesiil.

14.50. Tétel. (Hahn-Banach-tétel.) Legyen V vektortér K felett, p : V — RS félnorma, M C V
linedris altér és f : M — K olyan linedris leképezés, melyre |f| < par. Ekkor létezik olyan F : M — K
linedris leképezés, melyre f C F és |F| < p teljesiil.

14.51. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér K felett, M C V linedris altér és f : M — K folytonos
linedris leképezés. Ekkor létezik olyan F :' V — K folytonos linedris leképezés, mely f kiterjesztése €s
IfIl = 1 F[| teljesil.

14.52. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér K felett, n € N*, x1,...,2, € V linedrisan figgetlen
vektorrendszer és ay,...,a, € K tetszdleges paraméterek. Ekkor létezik olyan F : 'V — K linedris
leképezés, hogy minden k € {1,...,n} esetén F(xy) = ak.

14.53. Tétel. Ha (V,||||) normdlt tér, akkor V' szétvdlaszto.

14.54. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Minden x € V esetén legyen

je: V= K 0 ().

Ekkor j, folytonos linedris leképezés.
2. A
V=V T g

leképezés linedris és injektiv.
3. Aj:V = V" leképezés izometria, azaz minden v € V esetén

[zl = sup p(z)l
pev’, llpl<t

14.55. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér.
1 Bi(0) = {z e V| |2 <1}
2. Ha Q C V konvex halmaz, W vektortér és A : V. — W linedris leképezés, akkor A(Q) is
konvez.
3. Ha Q) CV konvex halmaz, akkor Q is konvez halmaz.

4. A B1(0) és a B1(0) halmaz konvez.
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14.56. Tétel. (Banach egyenletes korlitossdg tétele.) Legyen (U, |-||,;) Banach-tér és (V.|-||,,) nor-
mdlt tér, valamint H C £ (U,V). A H halmaz pontosan akkor korldtos pontonként, ha korlditos az
operdtornomdban, azaz

Ve e U: sup [|Az|l,, <oo < sup [|A] < oo.
AeH AeH

14.57. Tétel. Legyen (U, |-||,;) Banach-tér, (V,||-||\,) normdlt tér és a : N — £ (U, V) olyan soro-

zat, mely pontonként konvergens az U halmazon. Ekkor sup |la,| < oo, valamint az A = lim a,
neN n—roo

hatdrérték folytonos linedris operdtor, melyre | Al < liminf ||a,, || teljesil.
n— oo

14.58. Tétel. Legyen (U,|-||,,) Banach-tér, (V,|-|l\,) normdlt tér és A : U — V folytonos linedris
leképezés. Ha létezik olyan R € R, melyre

Bgr(0) € A(B1(0)),

akkor minden r € |0, R[ esetén
Br(0) € A(B1(0)).

14.59. Tétel. (Banach nyilt leképezés tétele.) Ha (U, |-||;), (V.|||l,;) Banach-tér és A : U — V
folytonos linedris leképezés, akkor az A operdtor pontosan akkor nyilt, ha sziirjektiv.

14.60. Tétel. (Banach tétele a folytonos inverz létezésérdl.) Ha (U, |-|,), (V.|-|ly;) Banach-tér és
A:U —V folytonos linedris bijekcid, akkor A=1 is folytonos.

14.61. Tétel. Legyen V wvektortér, valamint ||-||, és |||y olyan norma a V' wvektortéren, mellyel V
Banach-tér. Ha ||-||, és ||-||, dsszehasonlithato, akkor ||-||, €és |||, ekvivalens normdk.

14.62. Tétel. Legyen (U, |-|l,,) és (V,|-|l,/) normdlt tér, valamint A : U — V linedris leképezés. Az
A leképezés pontosan akkor zdrt, ha minden olyan x : N — Dom A konvergens sorozatra, melyre az
(Azy)nen sorozat is konvergens teljesil, hogy lim z, € Dom A és

n— oo

A ( lim xn> = lim Ax,.

n— oo n—oo

14.63. Tétel. Zdrtgrdf-tétel Legyen (U, |-||;) és (V,|-|l,;) Banach-tér, valamint A : U — V linedris
altéren értelmezett linedris leképezés. Ekkor az aldbbi dllitdsok kozil bdrmely ketté maga utdn vonja
a harmadikat.

i. Dom A zdrt;

it. T'(A) zart;

i1i. A folytonos.

15. Hilbert-terek

15.1. Tétel. Legyen V skaldrszorzatos vektortér K felett. Ekkor minden x,y,z € V wvektorra és
A € K skaldrra

(x,y—kz) = <.13,y> + <JZ,Z> (x,/\y) = /\<x,y>

teljesiil.

15.2. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V wvektorra

|<£L’,y>|2 < <£L’,£L’> : <yay>

teljesiil.
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15.3. Tétel. Legyen V wvektortér és (-,-) skaldris szorzdis a V wvektortéren. Ekkor
I : V — R x =/ (x,z)
norma.

15.4. Tétel. (Parallelogramma-egyenléség.) Ha V' skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra

2 2 2 2
2+ yll” + llz —ylI” = 2= + 2|y

teljesiil.
15.5. Tétel. Legyen 7 Hilbert-tér és =z € J tetszdleges vektor. Ekkor a

(,2) o - K x> (x,z)
(z,-) :# - K x> (z,1)

leképezések folytonosak.

15.6. Tétel. Legyen (en)nen teljes ortonormdlt rendszer a € Hilbert-térben. Ekkor az aldbbiak
teljesiilnek.
1. (Bessel-egyenldtlenség.) Minden x € 5 vektorra és J C N halmazra

> len,o)* <l

neJ

x = Z (en, ) en.

neN

2. Minden x € 7 vektorra

3. (Parseval-egyenléség.) Minden x € J vektorra

lzl* =D en, ).

neN

15.7. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, W C 5 nem iires, konvex, zdrt halmaz és x € 5. Ekkor létezik
egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (2) = inf |2 = o = 2 — y]

teljesiil.

15.8. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, W C J¢ zart linedris altér és x € 5. Legyen xyw € W az az
egyértelmiien meghatdrozott vektor, melyre in‘fv |z —z|| = ||o —xwl. Ekkor xw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xywy ortogondlis a W altérre.

15.9. Tétel. Legyen 57 Hilbert-tér.
1. Minden nem iires L C € esetén L zdrt linedris altér.
2. Minden nem tires L C K C J esetén K+ C L+,
3. Minden nem iires L C 7 esetén L C L+,

15.10. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és W C I zdrt linedris altér. Ekkor W és W zdrt ortogondlis
kiegészitd alterek, vagyis W N W+ = {0} és W + W = 2 teljesiil.

15.11. Tétel. Ha 57 Hilbert-tér és W C 3 zdrt linedris altér, akkor W = WL,

15.12. Tétel. Ha S Hilbert-tér és L C S linedris altér, akkor L = L+,
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15.13. Tétel. Ha 5 Hilbert-tér, W C J zart linedris altér, tekintsik a
P — T~ Ty

leképezést.
1. A P leképezés linedris.
2. A P leképezésre RanP =W és Ker P = W
8. P?=P
4. Ha W # {0}, akkor ||P|| = 1.

15.14. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel.) Ha ¢ Hilbert-tér és ¢ € ', azaz ¢ : A — K
folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan z € F vektor, hogy minden x € € esetén

p(x) = (z,2)

teljesiil.

16. Figgvénysorozatok, fiiggvénysorok

16.1. Tétel. Legyen T' nem tires halmaz, (M,d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan figguénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Ekkor
az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € T2 (N <n,m — d(fn(t), fm(t)) <€)
teljesiil.

16.2. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
C(M,M'"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen figyg-
n—oo

vénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,M').

16.3. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,|-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén

legyen fn, € C(M,V). Tegyiik fel, hogy létezik az f = Z fn 0sszegfiigguény, Dom f = M és a an

=0
fiigguénysor egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez. Ekkor fecuM,v).

16.4. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen figg-
n—oo

vénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz
esetén az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.

16.5. Tétel. Legyen (V. ||-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. A

H'Hsup .

:CP(M V) =R fesup|[f)
teM

leképezés norma az CP(M, V') vektortéren, igy (C*(M, V), ||-|.,,) normdlt tér.

16.6. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) hal-
mazban haladé pontonként konvergens fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,V) teljesiil.
n—oo

Ebben az esetben az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen
sorozat konvergens a (C*(M,V), ||-ll,,) normdlt térben.

16.7. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (C(M,V), |||,
Banach-tér.
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16.8. Tétel. Legyen T nem dires halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban ha-
lado fiiggvénysorozat. Ha a an fiigguénysor pontonként abszolit konvergens, akkor pontonként

n
konvergens is.

16.9. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem tres halmaz, (V, ||-||) Banach-tér és (fn)nen az
F(T,V) halmazban haladé figguénysorozat. Ha a Z fn fligguénysorra

n

D_sup [ fa(®)l] < o0

neN

teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.

16.10. Tétel. (Dini-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen (fn)nen olyan, a C(M,R)

halmazban haladé sorozat, amelyre minden x € M elemre sup f,(x) < oo és minden n € N indexre
neN
fu(@) < fug1(z) teljesil. Ekkor az (fn)nen fliggvénysorozat pontonként konvergens az M halmazon
és a lim f, hatdrfiggvény akkor és csak akkor folytonos, ha az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergens az M halmazon.

16.11. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M, (V,||:||) Banach-tér, minden n € N esetén legyen

fn i A=V olyan fiigguény, mely egyenletesen konvergdl az f : A — V fiigguényhez, valamint legyen

a € M olyan pont, mely torléddsi pontja az A halmaznak. Ha minden n € N esetén létezik a lim f,
a

hatarérték, akkor a lim f hatdrérték is létezik, valamint
a

lim f = lim (lim fn>

n— oo a

teljesiil.

16.12. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V tetszdleges sorozat
ésx e K.

1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.

2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdinysor divergens.

3. Har €0, Ry, akkor

Z sup |lant"|| < oo.
neNteBT(O)

4. Ha (V,|||l) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bgr,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.
5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos fiiggvény.

16.13. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens

n

n+m

és minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ail|. Ekkor minden n € N szamra C, < oo és
meN

k=n
lim C,, =0 teljesiil.
n—oo
16.14. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre 0 < R, < 0o
és legyen z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvinysor konvergens a z pontban. Ekkor a
o0

Z anx" hatvinysor egyenletesen konvergens a [0, z| szakaszon és a Pyl -] fiigguény folytonos.

n=0

16.15. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelélje R, az a sorozat dltal meghatdrozott
hatvanysor konvergenciasugarat. Ekkor minden A € £ (V,V), elemre ||A|| < R, esetén a

Z anA"

sor konvergens.
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16.16. Tétel. Legyenn € NT, A: R™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek
a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fligguénnyel.

1. Ha A diagonalizdlhatd, azaz létezik olyan invertdlhato S mdtrix és diagondlis D mdtriz, melyre
A= 8DS™L, akkor f(A) = Sf(D)S™, ahol

f(D11) 0 o .- 0
D
(D) = 0 J( :22) 0 ) 0
0 0 0 - f(Dnpn)

Vagyis, ha Dij = §ij)\i, akkor f(D)’Lj = (S”f()\l)
2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl dll, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

A1 0 0 0
0 X 1 0 0
0 0 X 1 0
J=10 0 0 A 01> (16.1)
0 0 0 0
akkor f(A) = Sf(J)S™, ahol
/ FARICY A
o oy I i
/ FARI Y,
GG e
- 790
00 f o
0 0 0 O
Vagyis
0, ha i>jwvagyj—i>1; 0, ha > j;
ha Ji;=4¢ A, ha i=7j; akkor f(Ji;) =14 fU=I(N) o
ol ke i, ol o e isd

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontdsa A = SPS™' alaki, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtléjaban a (J;)i=1, . Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S~Y, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjiban az
(f(Ji))i=1,...k blokkok dllnak.

16.17. Tétel. (Approzimdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen (V, ||-||) normdlt tér, a,b € R, a < b
és [ :[a,b] = V folytonos figgvény. Ekkor

lim ( sup || BL(t) —f(t)||) —0.

N0 \te[a,b]

16.18. Tétel. Legyen a,b € R, a < b. A (C([a,b],R),|[[|5,,) térben a polinomok sird halmazt
alkotnak.

16.19. Tétel. Legyen T halmaz és A C F(T,K) fiiggvényhdlé. Ekkor minden n € Nt szdmra, ha
fi,-.., fn € A, akkor
sup{fi,..., fnt,inf{fi,....,fu} €A

teljesiil.
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16.20. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,R) olyan
linedris fligguvényhdld, amely szétvilaszto és tartalmazza o konstans fiigguényeket. Ekkor A sird a

(C(M,R), |[|p) térben.

16.21. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus-tér és A C C(M,R) olyan
algebra, amely szétvdlasztd és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A sird a (C(M,R),[|-[|,,)
térben.

16.22. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C'(M,C)
olyan algebra, mely szétvdlaszto és tartalmazza a konstans figguényeket, valamint minden f € A
elemre f € A. Ekkor A sird a (C(M,C),||||,,) térben.

16.23. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz. Ekkor a C(K,R) halmazban a polinomok sird rész-
halmazt alkotnak.

17. Differenciidlszamitas

17.1. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy
u,v € L(U, V), melyre

o J@) = f@) —u@—a) | f@) - fla) ~ (e~ a)

z—a [l —a z—a [l —af

=0

teljesil. Ekkor u = v.

17.2. Tétel. (A differencidlhatdsdg jellemzése.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény,
valamint a € Int Dom f. Az A € £ (U, V) leképezés pontosan akkor az f fiigguény a pontbeli derivdltja,
ha

Ve eRTIS e R*Yz € U - (||x —all <8 = ||f(@) - fla)— Az —a)|| < e ||z — a||)

teljesiil.
17.3. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
o £) = f(a)

T—a Tr—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R = R folytonos linedris leképezés, melyre
i 1)~ J(@) ~ (DA @)~ )

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovabbd ekkor

(Df)(a)(1) = f'(a).

17.4. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f
differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

17.5. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f,g : U =V, ¢ : U = R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges

belsé pontja a (Dom f N Dom g N Dom ¢) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban.
Ekkor

~

f + g differencidlhato az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);
. minden ¢ € R esetén cf differencidlhatd az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);
Df

2 o
3. of differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a);
4. ha ¢(a) # 0, akkor é differencidlhato az a pontban és

(D (i)) () = so(a)(Df)(a;%f)f(axw)(a) |
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17.6. Tétel. Legyen U és V normdlt tér és legyen A C U nyilt halmaz. Ekkor C1(A, V) vektortér.

17.7. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen U, V' és W normdlt tér,
g:U—=V,f: V=W ésaeclIntDom fog. Ha g differencidlhatd az a pontban és f differencidlhato
a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhatsé az a pontban és

(D(f 0 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

17.8. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f: U — V fligguény, valamint a € Int Dom f. Ha f diffe-
rencidlhaté az a pontban, akkor minden e € U vektorra létezik az f fiigguény e irdnymenti deriviltja
az a pontban, tovibbd (D.f)(a) = ((Df)(a))(e) teljesiil.

17.9. Tétel. Legyen U, V és W normdlt tér, a e U, a: U — L(V,W) és f: U = V az a pontban
differencidlhato fiigguény. Ekkor az

aB:U—=W  u— (a(w)(B(u))
fiigguény derivdltja az a pontban a
U=V u— ((Da)(a)(w))B(a) + a(a)((DS)(a)(u))
leképezés.

17.10. Tétel. Legyen U, V és W normdlt tér, v € V,a € U és o : U — L(V,W) az a pontban
differencidlhato fiigguény. Ekkor az

av:U—-W u = (a(u))(v)
fiigguény derivdltja az a pontban a
T: U=V u (Da)(a)(u))v
leképezés.

17.11. Tétel. Legyen U, V normdalt tér, W C V zart linedris altér, a € U és f : U — W olyan
fiiggvény, mely differencidlhaté az a pontban. Ekkor Ran((Df)(a)) C W, vagyis a (Df)(a) derivilt
U — W linedris leképezésnek is tekinthetd.

17.12. Tétel. Legyen U normdlt tér, c € U és
L.:U—=U T x—c.
Ekkor L. minden pontban differencidlhatd és
DL.:U — 2(U,U) a— idy
teljesiil.

17.13. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, valamint legyen A € £ (U,V). Ekkor A minden pontban
differencidlhaté és
DA:U — 2(U,V) a—A

teljesiil.

17.14. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, a € U, n € N és legyen A € L(U™, V) szimmetrikus
n-linedris leképezés. A
p:U—=V x— Az,...,x),

fiigguény derivdltjira
Dp:U — £(U,V) a+— (x = nA(z,a,...,a))

teljesiil.
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17.15. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, ¢ € U, n € N és legyen A € (U™, V) szimmetrikus
n-linedris leképezés. A
n:U—=V r—=Alx—c,...,x—c),

fiigguény derivdltjdira
Dn:U— £(U,V) a— (x—nA(z,a—c,...,a—c))
teljesiil.

17.16. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= £(V,V), n € N* és legyen f: A — A, f(a) = a™. Ekkor

n—1
Df:A— 2(AA)  a— <b =y akban—l—k>

k=0

teljesiil.
17.17. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= 2(V,V) és
GA) ={ac2(V,V)| 3a™", a=t € 2(V,V)}.
Az inverzképzés i : G(A) — G(A), i(a) = a™* fiigguényére ekkor
Di:G(A) - #(A,4)  aw (b~ —a 'ba™")

teljesiil.

n

17.18. Tétel. Legyenn € NT, (Vi)i=1,... n normdlt terek rendszere, U normdlt tér, f : U — HVi és

i=1
a€U. Az f figguény pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha minden i € {1,...,n} index
esetén az pr;of : U — V; fiiggvény differencidlhatd az a pontban. Tovdbbd ha f differencidlhato az a
pontban, akkor minden i € {1,...,n} index esetén

(D(pr; of))(a) = pr; o(Df)(a)
teljesiil.

n

17.19. Tétel. Legyen n € NT, (U;)i=1,....n normdlt terek rendszere, u € HUZ-, ke {l,...,n} és
i=1
a € Uy. Ekkor

(Diny k) (a) = ing g
teljesiil.

n

17.20. Tétel. Legyen n € NT, (Ui)i=1,...n normdlt terek rendszere, V. normdlt tér és f : H U, —»V
i=1

n
olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € Int Dom f pontban. Ekkor minden x € H U; vektorra

i=1
(D)) (@) = 3 (Ouf) )
i=1
teljesiil.
17.21. Tétel. Legyen m,n € N*, (U,)i=1,...m €s (V;)j=1,....n normdlt terek rendszere és f : ﬁUi —

i=1

n m
H V; olyan figgvény, mely differencidlhato az a € HUi pontban. Minden i € {1,...,m} és j €
j i=1

Aji = (0if)(a),

j=1
{1,...,n} esetén legyen
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ahol f; = pr;of, valamint értelmezzik az

AHUl%H‘/j (xly7xm)'_)<ZAlzxu7ZAnz$z>
i=1 j=1 i=1 i=1
leképezést. Ekkor (Df)(a) = A teljesil, vagyis minden x = (x1,...,Z;y) € HUi vektorra és j €
i=1
{1,...,n} indezre
(Df)(@)z); =D (8if;)(a)z;.
i=1

17.22. Tétel. Legyen U normdlt tér, a,b € U és legyen f : U — R olyan figgvény, mely folytonos
az [a,b] szakaszon és differencidlhato az |a,b| halmazon. Ekkor létezik olyan c € |a,b], melyre

f(b) = f(a) = (Df)(c)(b - a)
teljesiil.

17.23. Tétel. Legyen V normdlt tér és legyen f : [0,1] — V és g : [0,1] — R olyan folytonos
fiiggvény, mely differencidlhaté a )0, 1] halmazon, tovibbd minden t € |0,1[ elemre ||(Df)(t)]] < ¢'(t)
teljesiil. Ekkor

[£(1) = fO)]l < g(1) — g(0).

17.24. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V. Tovdbbd
legyen a,b € U, a # b, olyan pont, melyre [a,b] C Dom f, f folytonos az [a,b] halmazon és f
differencidlhaté az |a,b| intervallumon. Ekkor

z€la,b|

1F(b) = fla)ll < < sup I(Df)(x)H) b=l

17.25. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, A C U dsszefiiggd nyilt halmaz és f : A — V diffe-
rencidlhato figguény. Ha minden a € A esetén (Df)(a) = 0 teljesiil, akkor az f figgvény dllands.

n

17.26. Tétel. Legyen n € NT, (Ui)i=1,...n normdlt terek rendszere, V normdlt tér és f : H Uu,—-V
i=1

n

fiigguény. Tegyiik fel, hogy a € m Int Dom(9; f) olyan pont, hogy minden i € {1,...,n} esetén a O;f
i=1

fiigguény folytonos az a pontban. Legyen

n

A:HUZ-—>V (xl,...,xn)HZ((aif)(a))(xi).

i=1 =1

Ekkor minden e € RT szdmhoz létezik olyan § € R, hogy minden x,y € Bs(a) esetén
1f(@) — F) — Ax—y)| ez —yl
teljesiil, f differencidlhaté az a pontban és (Df)(a) = A.
17.27. Tétel. Legyen n € Nt, (U;)i=1,..n normdlt terek rendszere, V normdlt tér, legyen f :

n

HUi — V fiigguény, és legyen @ C Dom f nyilt halmaz. FEkkor az [ fiigguény pontosan akkor
i=1

folytonosan differencidlhaté az Q halmazon, ha minden i € {1,...,n} indexre @ C Dom; f és a O; f
fiigguény folytonos az Q halmazon.

17.28. Tétel. Legyen U normdlt tér, V. Banach-tér, r € RY, a € U, valamint minden n € N esetén
legyen fy, : Br(a) = V differencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és a (Dfn)nen
n—oo

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,.(a) halmazon, akkor
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1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo
2. az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen konvergdl az f : Br(a) — V, f(x) = lim f,(z)

n—oo

fliggvényhez.

17.29. Tétel. (Figguénysorozat differencidlhatésdga.) Legyen U normdlt tér, V. Banach-tér, Q C U
dsszefiiggd nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q — V differencidlhatd fiiggvény.
Ha a (Dfp)nen figguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az Q halmazon és létezik olyan
o € Q pont, melyre létezik a nh_}rrgo fn(xo) hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2. az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q@ =V, f(x) = lim f,(z)
n—oo

figguényhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = 1i_{n (Dfn)(z) teljesiil.

17.30. Tétel. (Figgvénysor differencidlhatésdga.) Legyen U normdlt tér, V Banach-tér, Q C U
dsszefiiggd nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, : Q — V differencidlhato fiiggvény.

Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az €1 halmazon és létezik olyan

n
xg € Q pont, melyre létezik a Z fn(xo) Osszeg, akkor

neN
1. minden x € Q) esetén létezik a Z fn(x) Osszeg;
neN
2. a an fiiggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q — V, f(x) = Z fn(x) figg-
n n=0
vényhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(x) teljesiil.
neN

17.31. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.) Legyen U és V Banach-tér, f : U — V tetszdleges fiigguény
ésa € U. Haa € IntDom(Df), Df folytonos az a pontban és (Df)(a) € £(U,V) homeomorfizmus,
akkor létezik olyan Q@ C Dom f nyilt kérnyezete az a pontnak, melyre
1. flao injektiv;
F() nyilt halmaz;
fla homeomorfizmus Q és f(Q) kdzétt;
az (flo)~! figguény differencidlhato;
minden x € () pontra

Suds Lo b

(D((fle)™))(f(x)) = (Df)(z))~!

teljesiil;
6. a D(f|a)~! fiigguény folytonos az f(a) pontban.

17.32. Tétel. (Implicitfiggvény tétel.) Legyen Uy,Us és V' Banach-tér, f : Uy x Uy — V tetszdleges
fiiggvény. Ha (a1, a2) € Int Dom(Df), Df folytonos az (a1, as) pontban és a (02 f)(a1,az) € £ (Us, V)
leképezés homeomorfizmus, akkor létezik olyan Qq, Qo nyilt kérnyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X QQ Q DOHl(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhato fiigguény, melyre minden x € Qy esetén

fa,p(@) = flar,az) € (Dp)(x) = = ((9f) (@, p(2))) " (O1f) (@, p(2))

teljesiil, valamint Dy folytonos az ay pontban.

17.33. Tétel. (Young-tétel.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V tetszéleges fiigguény, n € NT
és a € DomDM™ f. Ekkor (D™ f)(a) € L"(U",V), azaz (D™ f)(a) szimmetrikus multilinedris
leképezés.
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17.34. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki fiiggvényekre.) Legyen U normdlt tér, n € NT, a,b € U
és f : U — R olyan fiigguvény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az [ fiiggvény n-szer folytonosan
differencidlhatd az [a, b] halmazon és (n+1)-szer differencidlhatd az|a, b nyilt szakaszon. Ekkor létezik
olyan & € |a, b, melyre

n

f(b) = Z ;' ((D(k)f)( )b — a)[k] + ﬁ(}jrﬁl)]c)(a(b _ a)[n—i—l].

k=0

17.35. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen U és V normdlt tér, n € N, a,b e U és f : U — V olyan
fiiggvény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény n-szer folytonosan differencidlhats az
[a,b] halmazon és (n + 1)-szer differencidlhato az ]a,b] nyilt szakaszon. Ekkor

_7f pntD) f A
I50) Tn,a<b>|¢s<;up | H) CEs

17.36. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen U és V normdlt tér, n € Nt és legyen az
f:U =V figguény n-szer differencidlhaté az a € U pontban. Ekkor
fla) = Tf . (x)

lim &L —mal ),
e=a |z —al

17.37. Tétel. Legyen U normdlt tér, f : U — R tetszéleges figguény és a € Dom(Df). Ha az f
fiiggvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

17.38. Tétel. Legyen U normdlt tér, f : U - R, 1 <n €N, a € U és a € Dom(D™ f). Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <1i < n esetén (DW f)(a) =0 és (D™ f)(a) # 0.
1. Ha az f figguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor n pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor n pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés szigorian pozitiv definit, akkor az f fiigguénynek szi-
gori lokdlis minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D™ f)(a) multilinedris leképezés szigorian negativ definit, akkor az f fiiggvénynek
szigord lokdlis marimuma van az a pontban.
5. Ha o (D™ f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiiggvénynek nincs lokdlis sz€élsé-
értéke az a pontban.
6. Ha n pdratlan, akkor az f fligguénynek nincs lokdlis szélséértéke az a pontban.

17.39. Tétel. Legyen Q C R" konvex nyilt halmaz és [ : Q — R kétszer differencidlhatd fiiggvény.
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.

1. Az f fiiggvény konvez.
2. Minden z,y € §) esetén

f(@) + (D)) (y — ) < f(y)-

3. Minden x € Q esetén (D) f)(x) pozitiv.

17.40. Tétel. Legyen 0 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencidlhato fiigg-
vénY.
1. Az f fiigguény pontosan akkor szigorian konvex, ha minden x,y € Q, x # y esetén

f(@) + (D) @)y — =) < f(y)

2. Minden x € Q esetén (D@ f)(z) pozitiv definit, akkor f szigorian konver.
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18. Fourier-sorok

18.1. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P ocos € T(R,C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén a t — f(t+ x) fiiggvény is trigonometrikus polinom.

18.2. Tétel. (Weierstrass approzimdcios tétele.) Minden f € Con(R,C) fiigguényhez és minden
e > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre ||f — ¢l < ¢ teljesil.

18.3. Tétel. Legyen a € R, k,I,m € N olyan, hogy 0 # k # | # m. Ekkor az aldbbiak teljesilnek.

a+2m a+2m
/ cos(kz)dx =0 / sin(kz)dx =0
aa+27r aa+2ﬂ'
/ cos?(kx)dz =7 / sin?(kz)dz =
aa+27‘r aa+27r
/ cos(max) cos(lx) dx =0 / sin(mz) sin(lz)dz =0

a+27
/ cos(ma)sin(kz)dx =0

18.4. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az

Spil-ma] =R trrag+ Y axcos(kt)+ by sin(kt)
k=1

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfiggvényhez a [—m, ] intervallumon. Ekkor minden
k € NT esetén

1

:27r

" a= L rweosttyat, b= [ £t sin(kt) at

- T 7r

ao

teljesiil.

18.5. Tétel. A Oy (R, C) vektortéren tekintsik a

<'7 > : C27r([_7r’77] ’(C) X C27r([_7rvﬂ—] >(C) - R (f7 g) = ’ ?g

— T
leképezést.
1. A fent definidlt mivelet skaldris szorzds.

2. A 1
r— ——el™|neZ
{em g emine

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

3. A
{x'_) 1 . cos(nz) . sin(nx) ‘ neN*}

ez VT VT

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

18.6. Tétel. Legyen k € N és f € C*(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény. Ekkor minden n € Nt
esetén a Fourier-egyiitthatokra

DR T m

an = W/;ﬂf (t)COS (nt_k/’i)dt
_EDE T ul

b, = ) F¥(t) sin (nt — kzg) dt
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1 T
teljestl. Tovdbbd a Dy = 7/
T

—T

f(k)‘ jeldlés mellett minden n € Nt szdmra

Dy,
anl <

18.7. Tétel. Minden f € C%(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény esetén a Fourier-sor részletdssze-
geibdl allo (Sy)nen fligguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez.
18.8. Tétel. (Riemann—Lebesque-lemma.) Minden f € R(|—m,n|,R) figguényre

™ ™

lim f(t)cos(at)dt = lim f(t)sin(at)dt = 0.

a—ZFoo | _ a—doo [

18.9. Tétel. Minden n € Nt és z € R esetén

. n((ntBa) o,
1+2 Z cos(kx) = sin 3 7 233} 7
k=1 1+ 2n, ha o €L

teljesiil.

™

18.10. Tétel. Minden n € N esetén a D,, fiiggvény folytonos, valamint D,, =2x.
18.11. Tétel. (Konvolicié a Dirichlet-féle magfiggvénnyel.) Legyen f : R — R olyan 27 szerint
periodikus fiiggvény, melyre f|_x 1 € R([0,27],R) teljesil. Ekkor minden n € N és x € R esetén
1 s
Sn(@) =5 [ fy)Dulz —y)dy. (18.1)
18.12. Tétel. (Dirichlet-féle lokalizicios tétel.)  Legyen f : R — R olyan 27 szerint periodikus
fiiggvény, melyre f|o2x € R([0,27],R) teljesiil, tovdbbd legyen xo, A € R olyan paraméter, melyre a

f(wo+2) + f(xzg — ) — 24 )
p:R—R x»—>{ T , ha z#0;
0, ha =0

fiigguény integrdlhaté a [—m, 7] intervallumon. Ekkor az f figgvény Fourier-sora konvergens a x
pontban és a sor dsszege A; azaz

ao + Z ay, cos(kxo) + by sin(kxg) = A.
k=1

18.13. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdcids tétel 1. kiévetkezménye.) Legyen f : R — R olyan 27
szerint periodikus fiigguény, melyre fljo 2. € R([0,27],R), és legyen o € R olyan pont, hogy f
differencidlhaté az xo pontban. Ekkor az f fiigguény Fourier-sora konvergens a xy pontban és a sor
dsszege f(xo); azaz

ag + Z ay, cos(kxg) + by sin(kxg) = f(x0).
k=1

18.14. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdcios tétel 2. kivetkezménye.) Legyen f : R — R 27 szerint
periodikus, differencidlhato fiigguény. Ekkor az f fiigguény Fourier-sora konvergens minden x € R
pontban, és ott a sor dsszege f(x); azaz

ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx) = f(x).

k=1
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18.15. Tétel. (A Dirichlet-féle lokalizdcids tétel 3. kiévetkezménye.) Legyen f : R — R olyan 27
szerint periodikus fiigguény, melyre flio2n) € R([0,27],R) teljesiil, valamint legyen xo € R olyan
pont, melyre létezik a lirif hatdrérték. Ha létezik olyan r € RT, hogy a

o

flxo +x) — <lim f>
or R =R T — ot , ha x #0;
g, ha x =0;

flan =) - (1im 1)
@_:RS’%R T ro” , ha x#0;
:6, ha x=0

fiigguény integrdlhato a [0, 7] intervallumon, akkor az f fiigguény Fourier-sora konvergens az xo pont-

1
ban és a sor dsszege — <lim f+1lim f|; azaz
2 \zo+ To—

. 1
ap + E ay cos(kxg) + by sin(kxg) = 5 (limf + lim f> .
xro—

1 zo+
=1 72
18.16. Tétel. —_ = —
ete Z TL2 6
n=1
18.17. Tétel. Minden n € N és x € R esetén
1 sin? (2t . 4
1 i ) ( 22 ) ) ha i ¢ Za
12Dk(m): n+1 sin® & 2m
nt k=0 1+n, ha 2£EZ
T

teljesiil.
18.18. Tétel. (A Fejér-féle magfiggvény tulajdonsdgai.)
1 s
1. Minden n € N esetén 2—/ F,=1.
ﬂ— —T

2. Mindenn € N és x € R esetén F, (z) > 0.
3. Minden § €10, 7| esetén

lim / F.(z)dz =0.

n—00
o<|z|<m

18.19. Tétel. (Konvolicio a Fejér-féle magfiggvénnyel.)  Legyen f : R — R olyan 27 szerint
periodikus fiiggvény, melyre f|_x ) € R([-m,7],R) teljesiil. Minden n € N és x € R esetén legyen

n+1

on() = ! > Si().
k=0

FEkkor mindenn € N és x € R szdmra

@) = = [ fle—p)Fuly)dy (18.2)

~or o
teljesiil.

18.20. Tétel. (A Fejér-tétel.) Legyen f € C(R,R) 2w szerint periodikus figgvény, tovibbd minden
n € N és x € R esetén legyen
1 n

on(z) = Z Sp ().

n+1k:0
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Ekkor a (0,)nen fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, vagyis

lim sup|f(z) — on(z)] = 0.

n—o0 z€R

19. Komplex fiiggvénytan

19.1. Tétel. Legyen f : C — C fiiggvény és a € Int Dom f. Tekintsiik az f dltal meghatdrozott
u:R? » R (z,y) = Re f(x +iy)
v:R? >R (z,y) = Im f(x +iy)

fiigguényeket. Azaz minden x,y € R szamra x +iy € Dom f esetén

fl@+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

teljesil. Ekkor az aldabbi dllitasok ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény holomorf az a pontban.
2. Létezik olyan A : C — C C-linedris leképezés, melyre

1o 1) = f@) = Az —a)

T—a |aj — a|

=0.

3. Az u és a v fugguény differencidlhato az a pontban, valamint
(01u)(a) = (O2v)(a)
(0zu)(a) = —(01v)(a)

teljesiil. Ezen utdbbi két egyenletet nevezziik Cauchy—Riemann-egyenleteknek.
Ha az f fiigguény holomorf az a pontban, akkor

f'(a) = AQ1) = (O1u)(a) +i(01v)(a).

19.2. Tétel. Legyen f,g: C — C, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhaté az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. minden c € C esetén cf differencidlhaté az a pontban és (cf)'(a) cf'(a);
3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’
/ . /
4. ha g(a) #0, akkor g differencidlhaté az a pontban és <f) a) (a;Q(aJ)“(a)g (a)'

19.3. Tétel. Legyen a : N — C olyan sorozat, hogy a P,(z) = Z an 2" hatvinysor konvergenciasu-
n=0
gardra Ry, > 0 teljesiljon. Legyen
ad: N>R n— (n+ a1,

Ekkor a P,/ hatvinysor konvergenciasugara szintén R,, a P, hatvdnysor holomorf a Bg, (0) halmazon,
és ezen a halmazon (P,)' = P, teljesiil.

19.4. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, v €T és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre Ran~y C

Dom f. FEkkor ,
/ f= / SO )7 (1) dt

teljesiil.



74 19 KOMPLEX FUGGVENYTAN

19.5. Tétel. Legyen a,b € R, f : [a,b] — C folytonos fiiggvény. Ekkor

/abf s/ablf|~

19.6. Tétel. Legyen v : [a,b] - C, v €T és f,g: C— C olyan folytonos fiigguény, melyre Ran~ C
Dom f és Rany C Dom g teljesiil.

Z'A“+”:Af+Lg

2.VieC: Af) =)\
L(ﬁ /1
3. Legyen ¢ : [a,b] = C, §(t) =v(b+a —t), ekkor/f:—/f,

g ol

4.

LﬂSLw>mmﬂm

rERan vy

19.7. Tétel. Legyen a,b € C € T és f : C — C olyan folytonos figguény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil.

- /[mb] f=- /[b,a} d

[ <p-al s 1)
A

z€[a,b]

2.

3. Minden c € [a,b] pontra / f= / f+ !
[a,b] [a,c] [e,b]

19.8. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, vy € T és f : C — C folytonos figguvény. Ha F : C - C az f
primitiv fiigguénye és Rany C Dom F' teljesiil, akkor

/f:FhmD—FW@)

19.9. Tétel. Legyen v € Ty és f : C — C folytonos fiigguény. Ha létezik olyan F : C — C primitiv
fiigguénye az f fligguénynek, melyre Ran~y C Dom F' teljesiil, akkor

ﬁf:o.

19.10. Tétel. (Newton-Leibniz-tétel.) Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és U C Dom f nyilt
csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiigguénye, ha
minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén / f = 0. Tovdbbd, ha teljesil ez a feltétel és

la.b,c]
c € U csillagcentruma az U halmaznak, akkor az

F:U—-C zZ > f

[e,2]
fiiggvény primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek az U halmazon.

19.11. Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, mely a Dom f halmaz
minden pontjaban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a,b,c € C pontra, T(a,b,c) C

Dom f esetén f=0.
la,b,c]

19.12. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a € Int Dom f ponthoz létezik olyan r € R
és F : B.(a) = C fiigguény, melyre F' C f teljesiil, azaz F a [ primitiv figgvény az a halmaz egy
kornyezetén.
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19.13. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve, és legyen U C Dom f nyilt csillaghalmaz. Ekkor létezik az f
fiigvénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliggvénye.

19.14. Tétel. Legyen n,m € Z, r € RT, w € T és tekintsiik az f : C — C, f(z) = 2" fiigguényt és a
v :[0,1] = C, y(t) = rwe*™i™ girbét. Ekkor

f= 0, ha n # —1;
. ) 2rim, ha n=-1.

19.15. Tétel. Legyen m € Z\ {0}, r € RT, w € T és tekintsiik a v : [0,1] — C, y(t) = rwe?™imt
gorbét. Ekkor minden z € C\ {z € C| |z| =1} esetén

0, ha |z|>r
m, ha |z] <.

Ind, (z) = {

19.16. Tétel. Legyen v € T'g. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. RanInd, C Z
2. Az Ind, figgvény folytonos.
8. Ha valamely z € C szamra Ran~y C By,|(0) teljesiil, akkor Ind,(z) = 0.

19.17. Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre Dom f
nyilt halmaz és minden z € Dom f esetén van a z pontban értelmezett primitiv figgvénye az f
fiiggvénynek. Ha ~yy,v1 € Tg olyan gorbék, melyek kontirhomotdpok a Dom f halmazban, akkor

[mf vlf.

19.18. Tétel. (Cauchy elsd integrdlformuldja.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a
Dom f halmaz minden pontjdban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha v € T'g és létezik olyan
U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, melyre Rany C U C Dom f teljesiil, akkor

fr-o
5

19.19. Tétel. Legyen f : C — C olyan holomorf fiiggvény, melyre a Dom f halmaz egyszeresen
dsszefiiggd. Ekkor minden v € Ty gorbére Rany C Dom f esetén

=
|

teljestil.

19.20. Tétel. (Cauchy mdsodik integrdlformuldja.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, U C
Dom f egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és v € Ty olyan gérbe, melyre Ran~y C U teljesiil. Ekkor
minden z € U \ Ran~y pontra

1 f

o L id—z

F(2)Ind, ()

19.21. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény, a € C és r € RT olyan paraméter, melyre
B,(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden z € B,(a) pontra

_1 f
f“)—%i]{ id—z
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19.22. Tétel. Legyen f : C — C folytonos fiigguény és v € T' olyan gérbe, melyre Ranvy C Dom f
teljesiil.
1. A Cy figgvény C-analitikus.
2. Minden a € Dom Cy ,, esetén a Cy - fliggvény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasu-
gara nem kisebb a dist(a, Ran~y) szdmndl.
3. Minden a € DomCYy , esetén a Cy, figgvény a kozépponti Taylor-sora megegyezik a Cy
fiiggvénnyel a Bgist(a,Ran ~)(a) halmazon.
4. Minden a € DomCy, ésn € N esetén

) = M f
Cfvy (a) = 27T1/y (idc —a)n+1
19.23. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény.
1. Az f figguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom f esetén az f fligguény a kézépponti Taylor-sordinak a konvergenciasugara
nem kisebb a
Tq = SUp {r € RT|B,(a) C Domf}
szamndl.
3. Minden a € Dom f esetén az f fiiggvény a kézépponti Taylor-sora megegyezik az f fiigguénnyel
a B, (a) halmazon.
4. Minden a € Dom f, r €]0,r,] és n € N esetén

" n! f
f( )(a) = ﬁl [yam 7(1(1@ 7a)"+1 .

19.24. Tétel. (Megsziintethetd szingularitdsok tétele.) Legyen a € C, r € Rt és f: B.(a)\{a} — C
holomorf fiiggvény. Ekkor az aldbbi dllitdisok ekvivalensek.

o Létezik olyan f: B.(a) — C folytonos fiiggvény, mely f kiterjesztése.

o Létezik a lignf hatdarérték.

o Létezik olyan p € 10,7, hogy az f (B,(a)\ {a}) halmaz korldtos.
o lim f(2)(:—a) = 0

19.25. Tétel. Ha f : C — C holomorf fiiggvény, akkor minden U C Dom f egyszeresen dsszefiiggd
nyilt halmazhoz létezik az f fiigguénynek az U halmazon értelmezett primitiv fligguénye.

19.26. Tétel. (Morera tétele.) Legyen f : C — C nyilt halmazon értelmezett folytonos figguény.
Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

o Az f fiigguény holomorf.
o Minden U C Dom f egyszeresen dsszefiiggdé nyilt halmazra és v € Ty gorbére Rany C U esetén

/f = 0 teljesiil.
.

e Minden a,b,c € Dom f esetén, ha T(a,b,c) C Dom f, akkor/ f=0.
la,b,c]
19.27. Tétel. (Cauchy-egyenldtlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiigguény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B,(a) C Dom f teljesil. Ekkor minden n € N és z € B,.(a) szamra

n! 1
)| < B swp ()]
r (1 _ |Z*a‘) €S, (a)

T

teljesiil.

19.28. Tétel. (Cauchy-egyenldtlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiigguény, valamint legyen a € C
ésr € RT, melyre B,.(a) C Dom f teljesil. Ekkor minden n € N esetén

@< % sup |f()

r z€S,(a)

teljesiil.
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19.29. Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen f : C — C mindenhol értelmezett holomorf fiigguény. Ha
létezik olyan P : C — C n-ed foki polinom és R € RT, hogy minden z € C, |z| > R szimra
|f(2)| < |P(2)| teljesiil, akkor f is legfeljebb n-ed foki polinom.

19.30. Tétel. (Liouville-tétel.) Ha f : C — C mindenhol értelmezett, korldtos holomorf fiigguény,
akkor f dllando.

19.31. Tétel. (Algebra alaptétele.) Legyen P : C — C legaldbb elsdfoki polinom. Ekkor létezik a P
polinomnak zérushelye.

19.32. Tétel. Legyen f : C — C dsszefiiggd halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiigg-
vény és Ny = {z € Dom f| f(z) =0}.

1. Az Ny halmaz minden pontja izoldlt pont.

2. Minden a € Ny ponthoz egyértelmien létezik olyan n € N és olyan g : Dom f — C holomorf
fiigguény, hogy g(a) # 0 és minden z € Dom f szamra f(z) = (z — a)"g(2) teljesil. Ezt azn
szdmot nevezziik az a gyok multiplicitasinak.

3. Az Ny halmaz megszamldlhato.

19.33. Tétel. (Unicitds tétel.) Legyen U C C ésszefiiggd nyilt halmaz és f,g : U — C holomorf
figguény. Ha aT = {x € U| f(x) = g(x)} halmaznak van U halmazbeli torléddsi pontja, akkor T =U.

19.34. Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint a € C és r,R €
R* U {oo} olyan, hogy r < R és C,. gr(a) C Dom f. FEkkor egyértelmien létezik olyan ¢ : Z — C
fiigguény, hogy minden ', R’ € R esetén, har <1’ < R' < R, akkor a

Z en(ide —a)” és Z c_n(idec —a)™"
neN —neN+
figgvénysorok normdlisan konvergensek a C,/ r/(a) halmazon és minden z € C, g(a) esetén

o0

f2)=) ealz—a)"

n=oo
Tovabbd ha v € Ty olyan gérbe, melyre Ran~y C C, r(a) teljesil, akkor minden n € Z esetén

1 f

Ind n=— [ ————— .
n ’Y(a)c o i - (ldc _a)n+1

19.35. Tétel. Legyenr € R, a € C és f: B.(a)\ {a} — C olyan holomorf fiiggvény, melynek m-ed
rendd (m € NT) pélusa van az a pontban. Ekkor

Resy(a) = 7 il).zli%(dm ((Z—a)mf(z))) :

19.36. Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dGsszefiiggd nyilt halmaz, A C U wvéges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf fiigguény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiigguénynek. Ha v € Ty olyan gérbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

/ —27nzlnd a)Resy(a) .

acA

19.37. Tétel. (Argumentum-elv.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf figgvény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiiggvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljestl, akkor

%1 I S Ind, (@)ms(a) — 3 Ind,(a)rs(a)

a€ENy a€ Py
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19.38. Tétel. (Rouché-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, f,g: U — C nem
azonosan nulla holomorf fiigguény és v € I'g gorbe a Ran~y C U tulajdonsiggal. Ha minden z € Ran~y
esetén |g(z)| < |f(2)| teljesiil, akkor

Z Ind, (a)m¢(a) = Z Ind,(a)myig(a) .

a€Ny a€Nyig

19.39. Tétel. (Nyilt leképezés tétele.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és f : U —
C nem konstans holomorf fiigguény. Ekkor az f(U) halmaz is eqyszeresen dsszefiiggd és nyilt.

19.40. Tétel. (Lokdlis maximum elve.) Legyen U C C nyilt halmaz és f : U — C nem dllando
holomorf fiigguény. Ekkor minden a € U esetén, az |f| figgvénynek nincs lokdlis mazimuma az a
pontban.

19.41. Tétel. (Lokdlis minimum elve.) Legyen U C C dsszefiiggd nyit halmaz és f : U — C\
{0} nem dllandd holomorf figgvény. Ekkor minden a € U esetén az |f| figgvénynek nincs lokdlis
minimuma az a pontban.

19.42. Tétel. Legyen U C C korldtos nyilt halmaz és f : U — C olyan folytonos figgvény, mely
holomorf az U halmazon. Ekkor

itelg\f(x)l = max [f(z)],

ahol FrU = U\ U, az U halmaz hatdra.

19.43. Tétel. (Schwarz-lemma.) Legyen a € C, r € RY, f : B.(a) — C holomorf fiiggvény, és
C € RY olyan, hogy minden z € B,(a) esetén |f(z) — f(a)| < C. Ekkor minden z € B,(a) pontra
|z —a

f(z) = fla)| < C——

.
¢

teljesiil, valamint |f'(a)]

19.44. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan

p € R, hogy B,(a) \ {a} C Dom f. Legyen r(a) = sup {7‘ € RY| B.(a) \ {a} C Domf} és az f
fiigguény a pont korili Laurent-sorfejtése f(z) = Z en(z —a)”.
=—00 1
1. Ekkor minden r € ]0,7(a)[ és n € Z esetén |c,| < — - sup [f(2)].
r z€Sy(a)
2. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van requldris kiterjesztése az a pontban, ha létezik olyan
r €10,7(a)[, melyre az f(B,(a)\ {a}) halmaz korldtos.
3. Az [ fiiggvénynek pontosan akkor van m-ed rendd pélusa az a pontban, ha létezik olyan r €
10,7(a)| és C1,Cy € RT, melyre minden z € B,.(a) \ {a} esetén ‘ ! 7 <|f(z)] < |C2|m
z—a z—a
4. Az f fiigguénynek pontosan akkor van lényeges szingularitdsa az a pontban, ha minden k € RT

C
paraméterhez létezik olyan Cy € RY, melyre minden r € ]0,r(a)| esetén —: < sup |f(2)].
r z€8r(a)

19.45. Tétel. (Casorati—-Weierstrass-tétel.) Legyen r € RT, a € C és f : B.(a) \ {a} — C olyan
holomorf fiiggvény, melynek lényeges szingularitisa van az a pontban. Ekkor minden p € ]0,7[ esetén

f(By(a) \ {a}) = C.

19.46. Tétel. (Holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen sorozatinak hatdrértéke.) Legyen U C C

nyilt halmaz €s (fn)nen olyan sorozat, hogy minden n € N esetén f,, : U — C holomorf figgvény. Ha

az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon, akkor az f = lim f,
n— oo

hatdrfiigguény szintén holomorf; minden k € N esetén a (fy(Lk))neN fiiggvénysorozat lokdlisan egyenle-

tesen konvergens az U halmazon és f(k) = lim f,(lk).
n—oo
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19.47. Tétel. (Hurwitz-tétel.) Legyen U C C egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz és (fn)nen az U
halmazon értelmezett komplex értéki holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen konvergens sorozata
az [ : U — C nem azonosan nulla hatdrfiggvénnyel. Ekkor eqy z € U elem pontosan akkor gydke az
f fiiggvénynek, ha minden e € RY esetén létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szdmra az
fn fligguénynek van gyoke a B:(z) halmazban.

19.48. Tétel. Legyen p,q : C — C olyan valds egyiitthatés polinom, hogy a q polinomnak nincs valds
gyoke és degq > 2 + degp. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

J @
Ima>0
Va €10, 27 / Mcos(ax) dx—i—i/ Msin(ax) dz =2mi Z Res <z»—> p(z) el®, )
(@) o(z) R /)
o0 Tm'as0

a€C: q(a)=0,
Ima>0

[ 2@) 0 mi 70 p(2) o
Vo€ ]- /qac COS% exp( ! 2) Z Res (ZH (z) )
0

19.49. Tétel. Ha D C C diszkrét zart halmaz és f,g: C\ D — C olyan holomorf figvény, hogy
1. az f — g figgvénynek a D halmaz minden pontjaban létezik hatdrértéke;

2. sup [f(z) —g(z)| < oo;
z€C\D

3. inf 1f(2) ()| =0,

akkor f =g.
19.50. Tétel.
1. V2zeC\Z:
: \ sin? ;OO z+k
1 o0
2. Vze(C\(Z—i—): prT Z S
2 cos?(mz) z+k—§)
1 22 = 1
3. VzeC\Z: t = — 4+ — —_
: \ ctg(r=) Tz * T ;ZQ—kQ

1 22 & 1
4. Vze(C\(Z+2); tg(rz) = 22271
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