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1. Véges dimenzios terek topologiaja

1.1. Skalaris szorzas és norma

1.1. Definicié. A K" téren az alabbi miveleteket értelmezziik.
+ K" x K" = K" ((z1,...,20), (Y1, sUn)) = (@1 + Y15, Tn + Yn)
KK =K (A (21, ,20)) & (AZ1, ., ATy)
1.2. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.

1.3. Definicié. A K" téren a

n
() K XK =K (2,y) = Y TR
k=1
miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.

1.4. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesiilnek.
1. VreK": (z,2) € R
2. Ve eK": (r,2) =0 < z2=0
3. Va,y,z e K": (x+y,2)={(x,z2
4.V, y e K"WA€K: (Az,y) =\
5. Vr,y e K" : (z,y) = (y,x)

1.5. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra

[z, )* < (z,2) (y,9)

teljesiil.
1.6. Definicié. Az z,y € R"\ {0} vektorok dltal bezdrt szdg
(z,y)

Vi z)y /()

& = arccos

1.7. Definicié. A K" téren értelmezett
K" =Ry x|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ré.
eV eK": [|z| =0 <= 2z=0
o Vr e K", VA e K: [[Ax| = |\ |z
o Vo,y € K" [lz+yl| < [lz] + llyll
Azt mondjuk, hogy (K", ||||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.

1.8. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a

1
n P
A
Il : K" = R 2 lzf|, = (Z |17k|p>
k=1

A
[ K* = RT x— ||z|| = max{|zg|| k€ {1,...,n}}

leképezések normdk (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink,).
1.9. Tétel. A K" téren minden x € K" vektorra ||z||, = \/(z, x) teljesil.
1.10. Tétel. Minden x,y € R"\ {0} vektorra

(2,9) = llzll llyl, cos
teljesiil, ahol o a vektorok dltal bezdrt szdg.
1.11. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor minden x,y € K" esetén

izl = llylll < [l =yl

teljesiil.
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1.2. Topolégiai alapfogalmak

1.12. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Minden r € R szémra és = € K" pontra a

. A
Bll(x) = {y e K" |lz —yll <7}

halmazt az x pont korili r sugari nyilt gémbi kérnyezetnek nevezzilkk. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,.(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

1.13. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér, z € K* és r € RT. Ekkor minden y € B,(x) pontra és
p 10,7 — ||z — y||[ szdmra
By(y) € Br(x)

teljesiil.
1.14. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor a
d:K'"xK"—=R (z,y) — ||z — v

leképezésre az aldbbiak teljesiilnek.
1. Vr,yeK": d(z,y) =0 <>x=y
2. Vae,y e K*: d(z,y) = d(y, )
3. Va,y,z € K" d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2)

1.15. Definicié. Legyen (K", ||-||) normaélt tér.
- Az X C K" halmaz nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil.
— Az X C K" halmaz zdrt, ha K* \ X nyilt.
— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RT ¢és z € K", hogy X C B, (z) teljesiil.

1.16. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

1.17. Tétel. Legyen (K", ||||) normdlt tér. Minden x € K" pont és r € Rt szdm esetén B,(x)
korldatos, nyilt halmaz.

1.18. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K™, ||-||) normdlt tér.
1. Az ires halmaz és K" nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

1.19. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az idires halmaz és K" zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

1.20. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K". Ha Z zdirt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

1.21. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és z € K". Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e Rt : B.(z)NX #0 A B.(z)N (K" \ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B,(x)\ {z}) N X # 0;

~ izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e RT : B.(z) N X = {z}.

1.22. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x bels6 pontja az X halmaznak.
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1.23. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={ze€K" IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeK"VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrinaek nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

1.24. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

1.25. Tétel. Legyen (K", ||||) normdlt tér. Tetszdleges X C K™ halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

1.26. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torloddsi pontjat tartalmazza.

1.27. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K". Ekkor
Int X = K"\ K* \ X,
X =K"\ Int(K" \ X).
1.28. Definicié. Legyen (K", ||-||) normélt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz

— sUrd az Y halmazban, ha X =Y
— strd, ha X = K"

1.3. Sorozatok

1.29. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az a: N — K" fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy x € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RYAN e NVvn e N (n > N — a, € B.()).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben haladd konvergens sorozat hatdrértéke egyértelmd.

1.31. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lima vagy lim a,, jeloli.
n— oo

1.32. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az a : N — K" sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen 0 : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo: N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezzik.
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1.33. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

1.34. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

1.35. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, A CK" és xz € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

1.36. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, c € K, a,b : N — K" és X\ : N — K konvergens soro-
zat.

1. Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (lim b).

2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (im A\)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim al|.

1.37. Tétel. Legyenn € N, p € [1,00[U{o0}, és a: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", ||-[|,) térben, ha minden i € {1,... ,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.

1.4. Cauchy-sorozatok

1.38. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RTAN e NVn,m eN (N <n AN <m) = |lan — anl| <e).

1.39. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
1.40. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
1.41. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

1.42. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és A C K". Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (K", ||-||) normélt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

1.43. Tétel. A (K", ||-|| ) normdlt tér teljes, tovibbd minden A C K" zdrt halmaz teljes.
1.44. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.

1.45. Tétel. A (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér.

1.5. Kompakt halmazok

1.46. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel’
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.
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1.47. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

1.48. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. AzY C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

1.49. Tétel. (Cantor-féle kizisrész-tétel.) Legyen (K™, ||-||) normdlt tér és (K;)ic; o K" kompakt,
nem dres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K; teljesil. Ekkor

el

1.6. Heine—Borel-tétel
1.50. Tétel. Minden R € R" esetén a [—R, R]" halmaz kompakt az (R", ||-|| ) normdlt térben.

1.51. Tétel. (Heine—Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R, ||-|| ) normdlt tér egy részhalmaza pon-
tosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

1.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

1.52. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A CR"™. Az
(R™ |-loo) normdlt térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

1.8. Fiiggvények hatarértéke

1.53. Definicié. Legyen (K, [-||) és (K™, ||-|') normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdrértéke az a pontban A € K™, ha

Ve € R*35 € R* (f(Bg(a) \{a}) C BE(A)).

1.54. Tétel. Legyen (K™, ||-|) és (K™, ||-||') normdlt tér, f : K* — K™ fiigguény, az a € K" pont az f
fiiggvény értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja és legyen A, B € K™ az f fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

1.55. Definicié. (A lim mauvelet.) Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény
és az a € K" pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(x) jeldli.

a Tr—ra

1.56. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normdlt tér, f : K* — K™
fiigguény és a z € K" pont a Dom f halmaz torloddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatarérték.

1.57. Tétel. Legyen (K", |-|) és (K™,|-||') normdlt tér, f,g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € K" torléddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik lim f, lim g

a a

és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(\f), a Dom(pf) és a Dom(]|f]|)

a
halmaznak, valamint
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1. lim(f + ¢) = lim f + lim g;
2. lim(\f) = Alim f);

3. lim(pf) = (limp)(lim f);
4o tim | = i £

1.9. Fiiggvények folytonossaga

1.58. Definicié. Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-]|") normalt tér, f : K* — K™ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RT35 e R* (f(B5(a)) c Bg(f(a))).
— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

1.59. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (K", ||||) és (K™, |-|) normdlt tér, f : K* — K™
és z € Dom f. A f fiiggvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

1.60. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-||") normdlt tér, f : K* - K™, és aza € Dom f pont a Dom f
halmaz torloddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

1.61. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normdlt tér, f,g : K* — K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f N Dom g N Dom y. Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

1 f+g;
2. \f;

3. of;

4- |If1
folytonos.

1.62. Tétel. Legyen (K™, ||-|) és (K™, |-||') normdlt tér, A € K, valamint f, g : K* — K™ és ¢ :
K" — K folytonos figgvény. Ekkor f + g, A\f, of és || f is folytonos.

1.63. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.)  Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K" nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljestil.

-1
3. Minden A CK™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f

teljestil.

1.64. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|I') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1

2. Minden A CK™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

1.65. Tétel. Véges dimenzids normadlt terek kézott hato folytonos fiiggvények kompozicidja folytonos
fiigguény.

1.66. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.
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1.67. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-||') normdlt tér és f : K* — K™ bijekcid. Az f fiiggvény
pontosan akkor nyilt, ha f~' folytonos.

1.68. Definicié. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-]|") normalt ter U C K" és V C K™ Az f : U = V
fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

1.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

1.69. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|') normdit tér K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

1.70. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K —
R folytonos figguény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

1.71. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' fiigguény is folytonos.

1.72. Tétel. Legyen (K*,|-||) és (K™, ||-|') normdit tér, K C K" kompakt halmaz, V. C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.

1.11. Egyenletesen folytonos fiiggvények

1.73. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* —» K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e R"I§ e RfVa,y e A: (d(z,y) <6 — d'(f(x), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
1.74. Tétel. Normdlt terek kézott hato egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.

1.75. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|") normdlt tér, K C K* kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

1.12. Normak ekvivalenciaja

1.76. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a K* vektortéren. Az aldbbi dllitasok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K* nyilt halmaz nyilt a ||-|' norma szerint is.
2. Minden x € K" és r € RT paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre BLL;HI(x) c gl (x).
3. Létezik olyan K € R szdm, hogy minden x € K™ vektorra ||z|| < K ||z||".

1.77. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett ||-|| és ||-||" normdk ekvivalensek egymds-

sal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz nyilt a
||| norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||-|| norma szerint is.
1.78. Tétel. Legyen ||-||" és ||-| norma a K* vektortéren. A ||-||" és ||-|| normdk pontosan akkor ekvi-

valensek, léteznek olyan K1, Ko € RT paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K ||z||" és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, 8 € RT paraméterek,
hogy minden x € K* vektorra o ||z|| < ||z||" < 8 |z]-

1.79. Tétel. Minden n € N* ésp € [1,00[ esetén a |-||,, és a |-||, normdk ekvivalensek a K" téren.

1.80. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.
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1.13. Normadak ekvivalencidjanak kovetkezményei

1.81. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsaga, zdrtsiga, korldtossdiga és kompaktsdiga fiiggetlen attdl,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

1.82. Tétel. Legyen a : N — K" sorozat és A € K". Az a sorozat hatdrértéke pontosan akkor A, ha
minden olyan Q@ C K" nyilt halmazra, melyre A € Q) teljesiil létezik olyan N € N, hogy minden n € N
természetes szamra N < n esetén a, € ) teljesil.

1.83. Tétel. Az a : N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke fiiggetlen a K" téren vdlasztott
normdtol.

1.84. Tétel. Legyen f : K" — K™ fiiggvény és a € K" olyan pont, mely torldddsi pontja a Dom f
halmaznaek. Az f fiigguény a pontbeli hatdrértéke figgetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtaol.

1.85. Tétel. Legyen f: K" — K™ fiiggvény és a € Dom f.
1. Az f fiiggvény a pontbeli folytonossdga fiiggetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normadtol.
2. Az f fiiggvény folytonossaga fiiggetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtal.

1.86. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K", ||-||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kompakt,
ha korldtos és zart.

1.87. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel véges dimenzids normdlt terekben.) Legyen a (K*,|-||) nor-
mdlt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

1.88. Tétel. Az (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér, tovibbd minden zdrt részhalmaza teljes.
1.89. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.

1.90. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér ési € {1,...,n}, akkor a

pr; : K" - K (T1,..., ) — x;
fiigguény folytonos.
1.91. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torldddsi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,..., m} esetén létezik
a
a lim f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,...,m} indexre
a

(1), =1

teljesiil.

1.92. Tétel. Ha (K™, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; figguény folytonos az
a pontban.

1.14. Sorok

1.93. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", ||-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszéleges sorozat.
n
— Azt a jol meghatéarozott > a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n
i=0

definidl, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jel6ljiik. !
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— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

gens. Ekkor a Z an 2 lim Zan jelolést hasznaljuk.

n— oo
n=0 k=0

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

1.94. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér és a : N — K" olyan
sorozat, melyre a Y a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

1.95. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha a Y a sor abszolit konvergens,

akkor a > a sor konvergens és
oo oo
D k]| <D llall-
k=0 k=0

1.96. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzett sor konvergens. FEkkor minden

A € K esetén
o0 o0 o0 o0 oo
POUIRENESD SUIED SUND SEVIEP) SO
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljesiil.

1.15. Linearis leképezések

1.97. Definicié. A
A:K" - K™ x— Ax)

leképezésrdl azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z1,xo € K" vektorra és minden A,y € K szamra
A(Az1 + pag) = MNA(x1) + pA(xs)

teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazéra a Lin (K", K™) jelolést hasznéljuk.
A Lin(K", K) teret a K® vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K")*.
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznélni.

1.98. Tétel. Hai€ {1,...,n}, akkor a
pr, : K" =K (T1,...,Zn) — x;
fiigguény linedris.

1.99. Tétel. Legyen A € Lin (K",K™) és minden i € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen A;; =
(Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,...,m} indexre

n
- S A
i=1
teljesiil.

1.100. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (A;;)cq1,...,m) rendszert nevezziik az
J

e{1,..., n}
A linedris leképezés mdtrizdnak, ahol minden j € {1,...,n} és i € {1,...,m} indexre A;; = A(e;);.
A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a linearis leképezés és matrixa kozott. Az A leképezés
matrixanak az elemeit a

Ami Ame ... Amn

moédon szokés felirni.
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1.101. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel véges dimenzidban.) Minden ¢ € Lin(K", K) esetén
létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K" vektorra

e(y) = (z,y)
teljesiil.

1.102. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér és A : K* — K™ linedris leképezés. Ekkor
1. a
X={zek"| |z| <1}
jellés mellett sup ||Az|’ < oo teljesiil;
reX
2. minden x € K" vektorra
Az < [|z]| - sup || Az]|";
zeX

3. A folytonos.
1.103. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normdlt tér. A Lin(K", K™) tér vektortér, melyen a

[ : Lin(K", K™) — R A sup |Az|’
el <1

leképezés norma.
1.104. Definicié. A (K, |-||) és (K™, ||-|') normalt terek esetén a

I : Lin(K", K™) — R A~ sup |Az|’

llzll<1
leképezést operdtornormdnak nevezziik.

1.105. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-||") normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K"*,K™) és x €
K". Ekkor
!/
[Az|” < [|A[| - [l=[] -

1.106. Tétel. Legyen (K™, ||-[|;)) normdlt tér minden i = 1,2,3 esetén, legyen A € Lin(K™,K"2)
és B € Lin(K"2,K"3). Ekkor
IBA|l < |[B] - [IAll

teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsinak nevezziik.
1.107. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.
1.108. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre | A|| < 1 teljesiil, akkor a

Z A" sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd és

n=0

i Ar = (1-A)~?
n=0

teljesiil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.
1.109. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~'}
(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhatd linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
1. minden a € GL(n,K) elemre BH — (a) € GL(n,K);
2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
8. azi:GL(n,K) — GL(n,K), i(a) = a=! leképezés folytonos.
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1.16. Multilinearis leképezések

1.110. Definicié. Adott k € NT esetén az

k
A:HK“%K'“ (x1,...,25) = A1, ..., Tk)

i=1

leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy k-linedris, ha mindegyik valtoz6jaban line-
k

aris, azaz, ha minden (z;)i=1, &, (Yi)i=1,...k € HK“ vektorrendszere, minden A, u € K paraméterre
i=1

és minden ¢ € {1,...,k} indexre

A1, .o i1, AT+ BYi Tig1y -, Tk) = AA(X1, .o xk) + BA(X1, e i1, Uiy Tig 1y - o Th)
teljestiil.
k k
A k-lineéaris HK“ — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K",Km> vagy a Lin” ((K“)k ,Km>

i=1 1=1
jelolést hasznaljuk.

1.111. Tétel. Legyen k € N*, valamint A € Lin® ((]K")k ,Km). Minden iy,...,ip € {1,...,n} és

j€A{1,...,m} esetén legyen Aj;, i, = Ales, ... € );. Ekkor minden W 2R e KM vektor és
je{l,...,m} index esetén

n
A(x®W, .2 = Z Ajis i) ) (1.1)

’il Uk
’Ll,...,ikzl

teljesiil.

1.112. Tétel. Legyen k € Nt (K™, [|-|) és (K™, ||-||') normdlt tér és A : (K™* — K™ multilinedris
leképezés. Ekkor
1. a

k
X =]]{zieK"| [lasll <1}
=1

jelolés mellett sup ||A(x)||" < oo teljesiil;
reX
2. minden x1,...,x, € K" vektorra

4 .
’

[AG, -zl < el -l - sup [|A(2)]
zeX

3. A folytonos.
1.113. Tétel. Legyen k € N, (K", |-||) és (K™, ||-||") normdlt tér. Ekkor a

i=1

k
I Lin® ("), K™) 5 RS A sup {Ax”' eRf | ze [[{w e K Jloil < 1}}

leképezés norma.

1.114. Tétel. Ha k € NT, (K" |-|) és (K™, ||-|") normdlt tér, akkor (Link ((K")k,Km>,||~H>
Banach-tér.

1.115. Definicié. Legyen k € NT. Azt mondjuk, hogy az A : (K“)k — K™ fliggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciora és minden x4, ...,z € K" elemre

A(Z‘l, s axk) = A(x6(1)7 s 7x0'(k))

teljesiil. A (K™)* — K™ szimmetrikus multilineéris leképezések halmazat Lin®((K™)" , K™) jeléli a
tovabbiakban.
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1.116. Tétel. Legyen k € N*, (K", |-||) és (K™, ||-||") normalt tér. A
p:Lin (K", Lin® (K")*,K™))) = Lin* ™ (&™), k™)
Avs ((xl,ajg, Ty TEp1) (A(xl))(xg,...,mk+1)>
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € Lin (]K“?Lin’~c ((K“)k ,Km)> elemre

(A = 1Al

teljesiil.

1.117. Definicié. Legyen k € N* és A € Lin” ((K")k 7R>.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € K® vektorra A(z,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(zx,...,z) <0.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K" \ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Iz, y € K" melyre A(z,...,x) > 0és A(y,...,y) <O0.

1.118. Tétel. Legyen k € Nt és A € Lin® ((K“)k ,R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik

olyan K € RT, hogy minden v € R* esetén A(v[¥) > K||ka; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € R, hogy minden v € R" esetén A(v/F)) < —K' ||v||*.

1.17. Kontrakciék és a Banach-féle fixponttétel
1.119. Definicié. Egy f: K" — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0,1[va,y € Dom f: (d(f(x), f(y) < Cd(z,p))-
A C szamot gyakran kontrakcids egyiitthatonak nevezik.
1.120. Tétel. Minden kontrakcid folytonos.

1.121. Tétel. (Banach-féle fizponttétel euklidészi terekben.) Legyen Q@ C K" egy teljes részhalmaz és
f:Q — Q kontrakcio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q2 pont melyre f(y) =y teljesiil.

1.18. Konvex halmazok szétvalasztasa

1.122. Definicié. Legyen (K", |-||) normélt tér és A C K". Ekkor az A halmaztél valé tdvolsig

fiigguénye

dist4 : K" - R zZ ing d(z,x).
rEe

1.123. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K" nem dires halmaz. Ekkor
1. munden z,y € K" esetén
|dist4(x) — dista(y)| < d(z,y)
teljesiil;
2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos és folytonos;
3. A={z¢€ M| dista(z) = 0}.
1.124. Definici6é. Az A, B C K" halmazok tdvolsdga a ||-|| norma szerint

dist(A,B) =inf{||lx —y| |z € A, y € B}.



1.19 AZ ALGEBRA ALAPTETELE 13

1.125. Definicié. A K C K" halmaz konvez, ha minden z,y € K pontra és t € [0, 1] paraméterre
(1 —-t)z+ty € K teljesil.

1.126. Tétel. (Zdart konvex és kompakt konvex halmazok szétvilasztdsa.) Tegyiik fel, hogy K, Z C R"
olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zdrt.
1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden x© € K esetén (z,z) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

1.127. Tétel. (Zdrt konvex halmaz és pont szétvdlasztisa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R"\ Z Ekkor létezik olyan z € R™ és c € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,z) < c.

1.128. Tétel. Legyen Z C R" zdart konvex halmaz és
H={(z,0) ER*"XR|Vz € Z: (2,7) <c}.

FEkkor
Z= () {yeR" (z,y)<c}

(z,c)€H

teljesiil.

1.19. Az algebra alaptétele
1.129. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre

VO eRTIreRTVzeC: r<|z| = C<|f(2)
VeeC: f(z)#0 — JyeC: [fy)| <|f(z)|

teljesiil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

1.130. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € RT esetén létezik olyan
r € R, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

1.131. Tétel. Minden legaldbb elsdfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(z) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesil.

1.132. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elsdfoki C — C polinomnak létezik gyoke.

2. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

2.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia
2.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen

fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert figguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

fe {t € () Dom f, | anlgréofn(t)} = K™t lim fult) .
neN
A pontonkénti hatarfiiggvényre a lim f,, jelolést hasznéljuk.
n—oo
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f figgvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és lim f,|a = f|a
n—oo
teljesiil;
— pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
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— pontonként konvergdl az f figgvényhez, ha az egész M halmazon konvergal az f fiiggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;
— egyenletesen konvergdl f figguvényhez az A halmazon, ha

Ve e RFAN e NVn e NVt € A: (N <n — ||falt) — fD)]| <¢)

teljestil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal;

— lokdlisan egyenletesen konvergens ha minden ¢t € Dom f pontnak van olyan kérnyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.2. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f, € F(M,K™).
— Az (fn)nen fiigguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

k

S NS FIMK™) ke [t f(1)

j=0
képlettel definialjuk.
- A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

n

an:{te ﬂDomfn|E|an(t)}%Km t Y falt) -

neN neN neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z fn és minden t € A esetén Z I fn ()] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a Z fn fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon
n
pontonként abszolit konvergens.

2.3. Tétel. Legyen M C K" nem ires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, € F(M,K™)
olyan fiigguénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. Ekkor az (fn)nen
fiigguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € M : (N <n,m — |[fu(t) — fm(t)]| <€)
teljesiil.
2.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,

hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).

2.5. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f,, € C(M,K™). Tegyiik fel, hogy
oo

létezik az f = Z fn 0Osszegfiigguény, Dom f = M és a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az

n

n=0
f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).
2.6. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n—oo

egyenletesen konvergdl az [ figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.
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2.2. A korlatos folytonos fiiggvények tere

2.7. Definici6. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetszSleges fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP (M, K™) jeloli.

2.8. Tétel. Legyen M CK". A

- llsup

:CP(M,K™) =R fsup | f(t)
teM

leképezés norma a CP(M,K™) vektortéren, azaz
1.Vfe CP(M,K™): [[fllap =0 < f=0;
2. VA€ KVf € CP(MK™) : [ fllgup = Al £ lgups
3. Yf,9€ CP(M,K™) = |[f + gllsup < 1 fllsup + 19]l5up-

2.9. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens fiigg-
vénysorozat, melyre f = lim f, € C*(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fligguénysorozat
n—oo

pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (CP(M,K™), ||'Hsup) normdlt térben, azaz,
ha
Ve € R*IN € Nvn € N ; (N<n - ||fn—f||sup<g)

teljesiil.

2.10. Tétel. Ha M C K", akkor (C*(M,K™),||l,,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban haladd (f,,)nen fliggvénysorozathoz, melyre

Ve e RTAN e NVn,m e N: (N <n,m — | fn— fnllsup < g),
teljesiil, létezik olyan f € C*(M,K™), melyre
VeeR*"IN eNVReN: (N <n = [|fo— fllap <)

2.11. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladé fiigguvénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

2.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.)  Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halado
fiigguénysorozat. Ha

Ztsgjgllfn(t)ll < o0

neN

teljesiil, akkor a Z fn fligguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n

2.3. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor derivalasa és integralasa

2.13. Definici6. Adott x,y € R" esetén a
{te + (1 —t)y| t € ]0,1]}

halmazt szakasznak nevezziik. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelolni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

2.14. Tétel. Legyen r € R*, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-

rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergens a B,(a) halmazon, akkor

1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oQ
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2. az f: B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n—oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

f(x) = lim_ £ ().

n— 00

2.15. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatdsdga.) Legyen Q C R nyilt intervallum, valamint min-

den n € N esetén legyen f, : Q@ — R differencidlhato figgvény. Ha az (f])nen figguénysorozat lokd-

lisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € ) pont, melyre létezik a lim f,(a)
n—oo

hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim fy,(z) hatdrérték;
n—oo

2.az f: Q= R, f(x) = lim f,(x) figguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—oo

fligguénysorozat;

3. minden x € ) esetén

f'(z) = lim f,(z).

n—oo

2.16. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatdsdga.) Legyen 2 C R nyilt intervallum
és minden n € N esetén legyen f, : Q — R differencidlhato fiigguény. Ha a Zﬂ% fiigguénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre konvergens a
oo

an(a) sor, akkor

n=0

o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0

2.az f: Q= R, f(x) = Z fn(x) fligguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0 n

VENYSOT;
3. minden x € Q) esetén

Fla)=>" fi(x).
n=0

2.17. Tétel. (Figgvénysorozat hatdrfiggvényének integrilhatésiga.) A C(la,b],R) halmazban hala-
dé (fn)nen a fiigguénysorozatrol tegyiik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfiggvényéhez az [a, b

intervallumon. Ekkor
b b
n—oo a a n—oo

teljesiil.

2.18. Tétel. (Figgvénysor hatdrfigguényének integrdlhatdsiga.) Legyen (frn)nen a C([a,b],R) hal-
mazban haladd figguvénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az

dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor

.
Z_%/f:/z_%f

teljesiil.
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2.4. Hatvanysorok

2.19. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetszsleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi modon.

P, : {x ek ‘ Zanx” konvergens} —-K z~— Zanﬂc”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyitthatdju 0 kozépponti hatvinysornak nevezziik.
— Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
———— ha 0<limsup Vl|a,| < oo;
lim sup {/|an| n—so0 jax|

n—oo

(1>

Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup V/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

2.20. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha |x| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.
3. Har € [0,R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvinysorra

Z sup |lant"|| < oo
nen t€Br(0)

teljesiil.
4. A P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon folytonos figguény.

2.21. Tétel. (Hatvdinysor tagonkénti differencidlhatdsdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jeldlje R,. Minden r € R,
|z| < R, esetén a hatvdinysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

Pl(z) = Z apka®1,
k=1

2.22. Tétel. (Hatvdinysor tagonkénti integrilhatdsdiga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal megha-
tdrozott P, : R — R hatvanysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden o, € R, a < £,
[, B] C]—Ra, Ra| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhato az o, 8] intervallumon, azaz

B /s o B
/ <Z akxk> dx = Z/akxkdx.
o \k=0 k=07,

2.5. Abel-tétel
2.23. Tétel. Ha a: N — R olyan sorozat, hogy a Z an sor konvergens, akkor minden n € N esetén
n+m

D> a
k=n

lim sup =0.

n—=0 ymeN

2.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,
hatvdnysor konvergens az xg € {R,, —Rs} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
€s a Pyl|0,2, fiigguény folytonos.
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2.6. Approximacié polinomokkal

2.25. Definici6. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = K és n € Nt. Az [ fiigguény n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezzik az

Bl :R—K tHM;(Z)JC(aJrﬁ(b—a)) (t— )b — o)

polinomot.

2.26. Tétel. (Approzimdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = K
folytonos fiigguény. Ekkor

i F) — _
"ILI&(t:E?b] ’Bn(t) f(t)’) =0.

2.27. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos fiigguény. FEkkor minden ¢ € R*
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden = € [a,b] szimra

[f(z) —p(z)| <e

teljesiil.

3. Differencialszamitas véges dimenziéban

3.1. Differencidlhat6sag
3.1. Tétel. Legyen f : R® — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R", R™),
melyre

f(z) = fla) —v(z —a)

z—a [l —af —a [l —af

=0

teljesil. Ekkor v =v.

3.2. Definicié. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.

— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhato, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

o J6) — (@) — Az —a)

v=a [ = all

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:R"™ — R™ fiiggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

Df = {(a, A) € (Int Dom f) x Lin(R%,R™) | 1im L& =S = Alz=a) 0}
z—a | —all
fliggvényt.
— Az f differencidlhatd, ha Dom f = DomDf.
— Az f folytonosan differencidlhato, ha differencidlhatd és Df folytonos. Az A C R" nyilt hal-
mazon értelmezett, R™ értékii, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazét C'(A,R™)
jeloli.

3.3. Tétel. (A differencidlhatosdg jellemzése.) Legyen f : R™ — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R",R™) leképezés pontosan akkor az [ figgvény a pontbeli derivdltja, ha

Ve e RT3 € R*Vz € R™ <||x —all<d = ||f@) - fla)— Az —a)|| <& ||z — a||)

teljesiil.
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3.4. Tétel. Legyen f : R™ — R™ figguény és a € Int Dom f. Az f fligguény a pontbeli differencidl-
hatdsdiga és (Df)(a) értéke figgetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtol.

3.5. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a

i {@) = 1)

T—a T —a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre

i 4@ = £(@) = (DN (@)~ a)

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovdbbd ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

3.6. Tétel. Legyen f : R* — R™ figguény, valamint a € IntDom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

3.7. Tétel. Legyen f : R" — R™ és a € Int Dom f. Az f fiiggvény pontosan akkor differencidlhato
az a pontban, ha minden i € {1,...,m} index esetén az f; : R® — R figgvény differencidlhaté az a
pontban. Tovdbbd ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,...,m} index esetén

(Dfi)(a) = pr; o(Df)(a)

teljesiil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetiink, hogy ha minden ¢ € {1,...,m} esetén
(Dfi)(a) = (A Az ... Ain),
akkor
All A12 . Aln
Agy Ay ... Agy
on@=| " T
Aml Am2 e Amn

3.2. Differenciilas miiveleti tulajdonsagai

3.8. Tétel. Legyen f,g : R* — R™, ¢ : R* — R fiiggvény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f N Dom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);

3. of differencidlhaté az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a).

3.9. Tétel. Minden Q C R" nyilt halmaz esetén C1(Q,R™) vektortér.
3.10. Tétel. (Kozvetett fiigguvény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen g : R™ — R"2 f:R"2 —

R" és a € IntDom f o g. Ha g differencidlhato az a pontban és f differencidlhaté a g(a) pontban,
akkor f o g differencidlhatd az a pontban és

(D(f e g))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).
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3.3. Irdnymenti derivalt

3.11. Definicié. Legyen f : R* — R™ fliggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyi derivdltja, ha létezik a

lim fla+te) — f(a)

teR t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f fiigguény a pontbeli, e irinyi (Gateaux-)
derivdltjinak neveziink.

3.12. Tétel. Legyen f : R® — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhaté az a

pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,
tovdbbd (D.f)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.

3.4. Néhany speciilis fiiggvény derivaltja

3.13. Tétel. Az A € Lin(R",R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhato és
DA :U — Lin(R",R™) a— A

teljesiil.

k
3.14. Tétel. Hau = (u1,...,ux) € HR'”, ésje{l,...,k}, akkor az
i=1

k

1 - RW ng

1nu7j.R1—>HR T (U1, U1, Ty Ujg 1, - -y Uk)
=1

inklizio fiigguény derivdltjira minden a € R™ pontban
(Diny,;)(a) = ing,;

teljesiil, azaz

k
(Dinuj)(a):R"f%HR"i x+—(0,...,0, = ,0,...,0).
’ ] ~—~
=1 j. hely

3.15. Tétel. Legyen k € Nt és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén

k—1
(Df)(a) : Lin(R") - Lin(R") b+~ Y _a'ba" 17"
=0

teljesiil.

3.16. Tétel. Ha
GLw(R) = {a € Lin(R")| Ja~'},

akkor az invertdlds i : GLy(R) — GL,(R), i(a) = a™! fiiggvényére minden a € GL,(R) pontban
(Di)(a) : R" —» R" b— —a tba™!

teljesiil.
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3.5. Vektor-vektor fiiggvény derivaltja

k

3.17. Definicié. Legyen k € NT, f : HR‘” — R™, a = (a1,...,ax) € Dom f, valamint ¢ €
i=1

{1,...,k} tetszsleges index.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhatd a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az
foing,; :R"™ — R™ z flar, ..., a4i-1,%,Qi41,...,0k)

fiiggvény differencialhat6 az a; pontban és ekkor a

(9:f)(a) = (D(f o ina,))(a:)
jelolést hasznaljuk.
— Az f fliggvény i-edik vdltozo szerinti deriviltfigguvényének nevezziik a

0,f = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™, R™) foin,; differencialhaté az a; pontban }

¢s A= (D(foing,))(a;)
fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhato az i-edik viltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.

— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhatd az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhaté az i-edik véltozoja szerint és 9; f folytonos.

k
3.18. Tétel. Ha az f : HR‘” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
k
minden x € HR'” vektorra
i=1
k
(Df) (@) (@) =D ((0:f) (@) ()
i=1

teljesiil.

3.19. Tétel. Ha az f : R" — R fiigguény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor minden

z € R™ vektorra
n

(DH(@)(x) =Y _((@if)(a)z:
i=1
teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén
(Df)(a) = (01 f)(a) (D2f)(a) .. (Ouf)(a)).
3.20. Tétel. Legyen f: R"™ — R™ olyan fligguény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. Ekkor a
(Df)(a) € Lin(R"*,R™) linedris leképezés mdtriza

350 B9 o
ONH@=|" " I
(O fn)(@) (Dafu)a) - (Dufu)(@)

3.21. Definici6. Legyen f : R" — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.
Ekkor a (Df)(a) € Lin(R", R™) linearis leképezés matrixat az f fiiggvény a pontbeli Jacobi-mdtrizinak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(O1f1)(a)  (O2f1)(@) -~ (Onf1)(a)
(O1f2)(a)  (O2f2)(@) -+ (Onf2)(a)

Oufu)(@) (Dofu)(@) - (Oufu)(@)

Az n = m esetben ezen matrix determinansat nevezziik Jacobi-determindnsnak.
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3.22. Tétel. Legyen f: R" - R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszéleges index. Ekkor
az [ fliggvénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (De, f)(a) teljesiil.

3.6. Gradiens, divergencia és rotacio

3.23. Definici6. Legyen f: R"™ — R tetsz6leges fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhato az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(0uf)(a)) € R"
vektort az f fiigguvény a pontbeli gradiensének nevezziik és a (grad f)(a) szimbélummal jeldljiik.
— Az f fiigguény gradiensének nevezziik a

grad f : Dom(Df) —» R" a— ((01f)(a),...,(0nf)(a))

fliggvényt.

Bevezetjitk a V f 2 grad f jelolést, ahol a V szimbélumot nabla-operdtornak nevezziik.

3.24. Tétel. Legyen f : R® — R olyan fiigguény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. FEkkor
minden x € R" vektor esetén

(Df)(@))(z) = {(grad f)(a), z)

teljesiil.

3.25. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges fligguény és legyen a,e € R™. Ha az f fiigguény diffe-
rencidlhato az a pontban, akkor létezik az f fligguény a pontbeli e iranymenti derivdltja és

(Def)(a) = ((grad f)(a),e) .

3.26. Definici6. Legyen f:R"™ — R" fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhaté az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f fiiggvény
a pontbeli divergencidjinak nevezzik és a (div f)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a

div f : Dom(Df) = R a— Tr((Df)(a))
fliggvényt.
A divergenciara hasznéljuk még a V f 2 div f jelolést.

3.27. Tétel. Ha f:R"™ — R" differencidlhato az a € R™ pontban, akkor

n

(div f)(a) =Y (9:f:)(a).

i=1
3.28. Definicié. Minden f : R"™ — R fliggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) - R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

3.29. Tétel. Legyen [ : R™ — R tetszdleges figgvény. Ekkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af) @) =D (%))

k=1

teljesiil.

3.30. Definicié. Legyen f : R? — R? tetsz6leges fiiggvény.
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— Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R? pontban, akkor a

((923)(a) = (Bsf2)(a), (D3/1)(a) = (D1 fs)(a), (D f2)(a) — (B2f1)(a)) € R®

P

— Az f fiigguény rotdcidgjinak nevezzik a

rot f :Dom(Df) — R3
a = ((92f3)(a) — (93f2)(a), (8s11)(a) — (01f3)(a), (O1f2)(a) — (02f1)(a))

fliggvényt.

A rotéciora hasznédljuk még a V x f 2 ot f jelolést.

3.7. Folytonosan differencialhaté fiiggvények

3.31. Tétel. Legyen f : R® — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € ]a,b], hogy

17(6) = f(a@)lly < [P - [[b—=all,

ahol
D))= sup [[(Df)(e))z],-

lzll,<1

3.32. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Ha f : R™ — R™ olyan figgvény, mely differencidlhato
az |a,b] szakaszon, akkor

1£(b) = fla)lly < < sup. (Df)(C)H) [|b—ally,
ahol
DA = sup [(Df)(c))zll,-

lzll,<1

3.33. Tétel. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R™ olyan differencidlhatd fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

3.34. Tétel. Legyen f : R* — R fiigguény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fligguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q0 halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom 0, f és
a O;f figgvény folytonos az ) halmazon.

3.35. Tétel. Legyen f : R® — R™ és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fiigguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhatsé az Q2 halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; fiiggvény folytonos az Q halmazon.

3.8. Filiggvénysorozat és fliiggvénysor differencidlhatésaga

3.36. Tétel. Legyen r € RT, a € R", valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ diffe-
rencidlhato figguény. Ha létezik a lim f, (a) hatdrérték és az (Df,)nen fligguénysorozat egyenletesen
konvergens a B,(a) halmazon, akko;l
1. minden x € B.(a) esetén létezik a nh_)n;g fn(x) hatdrérték;
2. az f: B.(a) = R, f(z) = nl;rrgo fn(x) fliggvényhez egyenletesen konvergdl az (fy)nen fligg-
vénysorozat;
3. minden x € B,.(a) esetén

(Df)(@) = lim (Df,) ()
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3.37. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatisdga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhato figgvény. Ha az (f])nen fiigguénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az Q halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a
n11_>rr010 fn(a) hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2. az (fn)nen figguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q@ — R, f(z) =
lim f,,(x) figguényhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(z) = lim (Df,)(x).
n—oo

3.38. Tétel. (Figgvénysor differencidlhatdsdga.) Legyen Q@ C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : @ — R™ differencidlhato fiiggvény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan xo €  pont, melyre létezik a

Z fn(zo) Gsszeg, akkor

n=0
0o

1. minden x € Q esetén létezik a Z fn(x) Osszeg;

n=0

2. az Z(f”) fiiggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q — R", f(x) = an(x)
n=0

n
fligguényhez;

3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(z)
neN

3.9. Inverzfiiggvény tétel

3.39. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.)  Legyen f : R™ — R" tetszdleges fiigguény és a € R*. Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q C Dom f nyilt
kérnyezete az a pontnak, melyre

1. flqo injektiv;

£(2) nyilt halmaz;

flo homeomorfizmus Q és f(Q) kézott;
az (flo)~! figguény differencidlhato;
minden x € ) pontra

(D((fla) ™ N(f(x) = (Df) ()~
teljesiil;
6. a D(f|a)~! figgvény folytonos az f(a) pontban.

3.10. Implicitfiiggvény tétel

3.40. Tétel. (Implicitfiigguény tétel.) Legyen f: R™ x R™ — R™ tetszdleges figgvény. Ha (a1,as) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,a2) pontban és det(0af)(a1,as) # 0, akkor létezik olyan Q1, Qo
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Q1 x Qs C Dom(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhato fiigguény, melyre o(a1) = as, minden
x € Q1 esetén

f(x,p(@) = flar,a2) és (Dp)(x) = = ((9af)(w, 0(x)) " (O1f)(, p(x))

teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.
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3.11. Tobbszoros derivaltak

3.41. Definicié. Legyen f: R"™ — R™ fiiggvény és k € N\ {0,1}.
— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D*~1) f).
~Aza € DomD(D<k—1>f) esetben (D(D* =Y f))(a) € Lin(R®, Lin*~*((R")* ' ,R™)), ennek a

1 ¢ Lin(R™, Lin* 1 (R™)* ! | R™)) — Lin®((R™)" ,R™))
A ((xh...,xn) - (A(xl))(mg,...,xn))
izometrikus bijekcioval jeldlje (D®) f)(a). Az f fiiggvény k-adik derivdltjinak nevezziik a
D® f: DomDMD* V) - Lin*(RM" ,R™) @ pr_1 o (DD* D f))(a)

fliggvényt.

— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, k-szor folytonosan differencialhato
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jelsli.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden k € N esetén k-szor differencilhato.
Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékid, végtelenszer differencidlhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeldli.

3.42. Tétel. Legyen 2 C R" nyilt halmaz, k € Nt és f : Q — R k-szor differencidlhaté fiiggvény.
Ekkor minden a € Q és V), ... z(F) € R™ esetén

(O® @) @D,...a®)y = S (0.0, ) @) 2 al? )

3.43. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidlis derivdltakrdl.) Legyen 2 C R"
nydt halmaz és f : Q@ — R olyan figgvény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0,0;f
figgvény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0;0;f = 0,;0;f teljesil az
Q halmazon.

3.44. Tétel. Legyen Q@ C R" nyilt halmaz, k € NT és f : Q@ — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1,...,0k € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D™ f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

3.12. Taylor-sorfejtés

3.45. Definici6. Legyen k € Nt, f: R" — R fiiggvény és a € Dom(D®) ). Az f fiiggvény a pontbeli
k-ad foki Taylor-polinomjinak nevezziik a

k
A 1
Tl R =R (2) T, (2) :Zﬁ (DY f)(a))(z — a)l¥
=0
polinomot, amit az
T () = +Z Z 0 (@) (i, = ) (@ — i)

11,..,0=1

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differenciadlhaté az a € Dom f pontban, akkor az f fiiggvény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

o
T/ :R* 5 R éz
k=0

(O 1)@ — )

==

hatvanysort.
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3.46. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki figguvényekre.) Legyen k € NT a, b € R" és f: R* - R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény k-szor folytonosan differenci-
dlhaté az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az ]a,b| nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
€ €la, b, melyre

(DEDHE) (b — )+,

k
1) =Y 3OV N@)b -0+

3.47. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € N, a,b € R" és f : R® — R olyan fiiggvény melyre
[a,b] € Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhaté az )a,b| nyilt szakaszon. Ekkor

) *Tzf;a(b)‘ < ( sup H (DEHD £y (2 H) b — a\|k+1.

z€]a,b|

3.48. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértéki figgvényekre.) Legyenk € NT, f : R™ - R
ésa e ]R“, melyhez létezik olyan r € RT, hogy az f fiigguény k-szor differencidlhaté a B, (a) halmazon
és D) f folytonos az a pontban. Ekkor

f@) =T (x)

im
we |z —al|*

3.13. Lokalis szélsGérték jellemzése

3.49. Definici6. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(z).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # v € B.(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokélis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

3.50. Tétel. Legyen f:R"™ — R tetszdleges figguény és a € Dom(Df). Ha az [ fiigguénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

3.51. Tétel. Legyen f : R* — R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan r € R, hogy az
f figguény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (DX f)(a) # 0.
1. Ha az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D) f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (DY) f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D) £)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
mazimuma van az a pontban.
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5. Ha a (DW) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.
6. Ha k pdratlan, akkor az f fiiggvénynek nincs lokdlis szélséértéke az a pontban.

3.52. Definici6. Legyen f: R"™ — R és a € Dom f. Ha az f fliggvény kétszer differencidlhatéd az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D® f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.

3.14. Feltételes szélsGérték

3.53. Tétel. Legyen k € NT, f : R" — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, valamint minden i €

E
{1,...,k} esetén legyen g; : R* — R folytonosan differencidlhato figguény. Tekintsik a H = m 5}(0)
i=1
halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € HNDom f olyan pont, hogy a ((Dgi)(a))ic(1,....k} rendszer linedrisan
figgetlen. Ekkor, ha az f|g figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor egyértelmien
léteznek olyan aq, ..., ax € R paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Z a;((Dgi)(a))

teljesiil.

3.15. Konvexitas differencialis jellemzése

3.54. Definici6. Legyen f: K" — R fiiggvény és A C K" konvex halmaz.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény konvexr az A halmazon, ha minden z,y € A és ¢ € [0, 1] esetén

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)

teljesiil.

Azt mondjuk, hogy az [ fligguény szigorian konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és
t €10, 1] esetén

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y).

Az f figguény konkdv az A halmazon, ha —f konvex az A halmazon.
Az f fiigguény szigorin konkdv az A halmazon, ha —f szigortan konvex az A halmazon.
Az f fiigguény (szigorian) konvex/konkdv, ha f (szigorian) konvex/konkav a Dom f halmazon.

3.55. Tétel. Legyen @ C R" konvex nyilt halmaz és f : Q2 — R kétszer differencidlhatd fiigguény.
Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek.

1. Az f fiiggvény konvex.
2. Minden z,y € § esetén

f(@) + (D)) (y — ) < f(y)-
3. Minden x € Q esetén (D) f)(x) pozitiv.

3.56. Tétel. Legyen Q2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencidlhato fiigguény.
1. Az f fiiggvény pontosan akkor szigorian konvex, ha minden x,y € Q, x # y esetén

f(@) + (D) @)y — =) < f(y)

2. Minden x € Q esetén (D@ f)(z) pozitiv definit, akkor f szigorian konver.
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4. Fourier-sorok

4.1. Trigonometrikus polinomok

4.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (m,y)'—><:v7y>

leképezés skaldris szorzds, ha

VreV: (z,z) € RY;

VeeV: (z,2) =0 < z=0;

Va,y,z € Vi (z+y,2) = (2,2) + (Y, 2);

Ve,y e VVA e K: (Az,y) = Mz, y);

Ve,y eV (z,y) = (y, ).

4.2. Tétel. (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-eqyenlétlenség.) Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

[z, )” < (z,2) (y,9)

teljesiil.

4.3. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, I nem iires halmaz és minden i € [
esetén legyen 0 # e; € V. Azt mondjuk, hogy az (e;);es vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha ¢ # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonélis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vo € V((Vi €l:{e,z)=0) —>x:0>
teljestil.
4.4. Definici6é. Az R — C fliggvények
T(R,C) 2 {t — Z (ar cos(kt) + besin(kt)) € F(R,C) | n e N,Vk € {0,...,n} : ax, by € (C}

k=0

részhalmazat trigonometrikus polinomoknak nevezziik.

4.5. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P o cos € T (R, C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén a t — f(t + ) figgvény is trigonometrikus polinom.

4.6. Tétel. (Weierstrass approzimdcids tétele.)  Minden f € Cor(R,C) fiiggvényhez és minden
€ > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre ||f — ¢l < € teljesiil.

4.2. Fourier-féle ortogonalis fiiggvényrendszer

4.7. Tétel. Legyen a € R, k,I,m € N olyan, hogy 0 # k # | # m. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
a+2m a+2m
/ cos(kz)dx =0 / sin(kz)dx =0

a+2m7 a+27
cos?(kx)dz =7 / sin?(kz)dz =
a

a+2m
cos(ma) sin(kz)dx =0

a+27r a+2m
/ cos(mz) cos(lx)dz =0 / sin(mz) sin(lz)dz =0
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4.8. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az

Sp i [-m ] =R t—ap+ Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1

fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfigguényhez a [—7, x| intervallumon. FEkkor minden
k € NT esetén

e 5 = [ fweostktyat, b= ft)sim(kt)dt

2 J_, T T

—T

teljestil.

4.9. Tétel. A Cy,(R,C) vektortéren tekintsik a

(1) : Con([=m, 7], €) X Con((-m7].©) 5 R (fg)es> | T

—T

leképezést.
1. A fent definidlt mivelet skaldris szorzds.
2. A
= ——e™ | nelZ
{ V2m | }

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

3. A
{x»—) 1 o cos(nx)7 N sin(nzx) ‘ nEN+}

ez VT VT

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

4.3. Fiiggvény Fourier-sora

4.10. Definicié. Ha f: R — R olyan fiiggvény, melyre f|_r -] € R([—7, 7], R) teljesiil és 27 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier-egyiitthatdinak nevezzik a

1 ™

ap = Py . f

ap = l/ f(t)cos(kt)dt Vk e NT
™ —Tr

by = 1 f(t)sin(kt)dt Vke Nt
™ —T

szamokat. Az f fiigguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik a

ap + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletdsszeg-fiigguényének nevezziik az

Sp:R—=R x> ag+ Z a, cos(kx) + by, sin(kx)
k=1

fliggvényt.

4.11. Tétel. Legyen k € N és f € CF(R,R) 27 szerint periodikus fiiggvény. Ekkor minden n € NT
esetén a Fourier-egyitthatokra

an, :(;Tll])f/w FHE)(t) cos (nt—kzg)dt
p, = D j F® (1) sin (nt—kzz)dt

mnk
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1 T
teljestl. Tovdbbd a Dy = 7/
T

—T

f(k)‘ jeldlés mellett minden n € Nt szdmra

Dy,

Dy,
nk ’

lan] < ok

|bn| <

4.12. Tétel. Minden f € C*(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény esetén a Fourier-sor részletdssze-
geibdl allo (Sp)nen fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az [ fiigguényhez.
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