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1. Véges dimenziós terek topológiája

1.1. Skaláris szorzás és norma

1.1. De�níció. A Kn téren az alábbi m¶veleteket értelmezzük.

+ : Kn ×Kn → Kn ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) 7→ (x1 + y1, . . . , xn + yn)
· : K×Kn → Kn (λ, (x1, . . . , xn)) 7→ (λx1, . . . , λxn)

1.2. Tétel. A Kn tér a fenti m¶veletekkel vektortér.

1.3. De�níció. A Kn téren a

⟨·, ·⟩ : Kn ×Kn → K (x, y) 7→
n∑

k=1

xkyk

m¶veletet skaláris szorzásnak nevezzük.

1.4. Tétel. A Kn téren a skaláris szorzásra az alábbiak teljesülnek.
1. ∀x ∈ Kn : ⟨x, x⟩ ∈ R+

0

2. ∀x ∈ Kn : ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0

3. ∀x, y, z ∈ Kn : ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩
4. ∀x, y ∈ Kn∀λ ∈ K : ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩
5. ∀x, y ∈ Kn : ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

1.5. Tétel. (Cauchy�Schwarz�Bunyakovszkij-egyenl®tlenség.) Minden x, y ∈ Kn vektorra

|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩ · ⟨y, y⟩

teljesül.

1.6. De�níció. Az x, y ∈ Rn \ {0} vektorok által bezárt szög

α = arccos
⟨x, y⟩√

⟨x, x⟩ ·
√
⟨y, y⟩

.

1.7. De�níció. A Kn téren értelmezett

∥·∥ : Kn → R+
0 x 7→ ∥x∥

függvényt normának nevezzük, ha az alábbiak teljesülnek rá.

• ∀x ∈ Kn : ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

• ∀x ∈ Kn, ∀λ ∈ K : ∥λx∥ = |λ| ∥x∥
• ∀x, y ∈ Kn : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Azt mondjuk, hogy (Kn, ∥·∥) normált tér, ha ∥·∥ norma a Kn téren.

1.8. Tétel. Minden p ∈ [1,∞[ esetén a Kn téren a

∥·∥p : Kn → R+ x 7→ ∥x∥p
△
=

(
n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

∥·∥∞ : Kn → R+ x 7→ ∥x∥∞
△
= max{|xk| | k ∈ {1, . . . , n}}

leképezések normák (melyet p-normának vagy sup-normának vagy maximum-normának nevezünk).

1.9. Tétel. A Kn téren minden x ∈ Kn vektorra ∥x∥2 =
√
⟨x, x⟩ teljesül.

1.10. Tétel. Minden x, y ∈ Rn \ {0} vektorra

⟨x, y⟩ = ∥x∥2 ∥y∥2 cosα

teljesül, ahol α a vektorok által bezárt szög.

1.11. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Ekkor minden x, y ∈ Kn esetén

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥

teljesül.
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1.2. Topológiai alapfogalmak

1.12. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Minden r ∈ R számra és x ∈ Kn pontra a

B∥·∥
r (x)

△
= {y ∈ Kn| ∥x− y∥ < r}

halmazt az x pont körüli r sugarú nyílt gömbi környezetnek nevezzük. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normát nem írjuk ki, tehát csak a Br(x) szimbólumot fogjuk használni.

1.13. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, x ∈ Kn és r ∈ R+. Ekkor minden y ∈ Br(x) pontra és
ρ ∈ ]0, r − ∥x− y∥[ számra

Bρ(y) ⊆ Br(x)

teljesül.

1.14. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Ekkor a

d : Kn ×Kn → R (x, y) 7→ ∥x− y∥

leképezésre az alábbiak teljesülnek.
1. ∀x, y ∈ Kn : d(x, y) = 0 ↔ x = y

2. ∀x, y ∈ Kn : d(x, y) = d(y, x)

3. ∀x, y, z ∈ Kn : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

1.15. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az X ⊆ Kn halmaz nyílt, ha minden x ∈ X ponthoz létezik r ∈ R+, hogy Br(x) ⊆ X teljesül.

� Az X ⊆ Kn halmaz zárt, ha Kn \X nyílt.

� Az X ⊆ Kn halmaz korlátos, ha létezik olyan r ∈ R+ és x ∈ Kn, hogy X ⊆ Br(x) teljesül.

1.16. Tétel. Korlátos halmaz részhalmaza korlátos. Véges sok korlátos halmaz uniója korlátos.

1.17. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Minden x ∈ Kn pont és r ∈ R+ szám esetén Br(x)
korlátos, nyílt halmaz.

1.18. Tétel. (Nyílt halmazok rendszere.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.
1. Az üres halmaz és Kn nyílt.
2. Véges sok nyílt halmaz metszete nyílt.
3. Nyílt halmazok tetsz®leges rendszerének az uniója nyílt.

1.19. Tétel. (Zárt halmazok rendszere.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.
1. Az üres halmaz és Kn zárt.
2. Véges sok zárt halmaz uniója zárt.
3. Zárt halmazok tetsz®leges rendszerének a metszete zárt.

1.20. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és Z,U ⊆ Kn. Ha Z zárt halmaz és U nyílt halmaz, akkor
Z \ U zárt halmaz és U \ Z nyílt halmaz.

1.21. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, X ⊆ Kn és x ∈ Kn. Azt mondjuk, hogy x

� bels® pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X;

� határpontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅ ∧ Br(x) ∩ (Kn \X) ̸= ∅;
� torlódási pontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : (Br(x) \ {x}) ∩X ̸= ∅;
� izolált pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ∩X = {x}.

1.22. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, X ⊆ Kn és x ∈ X. Azt mondjuk, hogy X környezete
az x pontnak, ha x bels® pontja az X halmaznak.
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1.23. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az X ⊆ Kn halmaz belsejének nevezzük az

IntX = {x ∈ Kn| ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X}

halmazt, azaz a bels® pontok halmazát; lezártjának pedig az

X = {x ∈ Kn| ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅}

halmazt, azaz az érintési pontok halmazát. Az X halmaz határának nevezzük a

Fr(X) = X \ IntX

halmazt.

1.24. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Tetsz®leges X ⊆ Kn halmaz esetén
1. IntX halmaz nyílt;
2. IntX az a legb®vebb nyílt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zárt;
4. X az a legsz¶kebb zárt halmaz, mely tartalmazza X-et.

1.25. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Tetsz®leges X ⊆ Kn halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyílt, ha X = IntX;
2. az X halmaz pontosan akkor zárt, ha X = X.

1.26. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az X ⊆ Kn halmaz pontosan akkor zárt, ha az összes
torlódási pontját tartalmazza.

1.27. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és X ⊆ Kn. Ekkor

IntX = Kn \Kn \X,

X = Kn \ Int(Kn \X).

1.28. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és X,Y ⊆ Kn. Azt mondjuk, hogy az X halmaz

� s¶r¶ az Y halmazban, ha X = Y ;

� s¶r¶, ha X = Kn.

1.3. Sorozatok

1.29. De�níció. (Sorozatok határértéke.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az a : N → Kn függvényeket sorozatoknak nevezzük.

� Azt mondjuk, hogy x ∈ Kn az a : N → Kn sorozat határértéke, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N (n > N → an ∈ Bε(x)).

� Azt mondjuk, hogy az a : N → Kn sorozat konvergens, ha létezik határértéke.

� Azt mondjuk, hogy az a : N → Kn sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.30. Tétel. A (Kn, ∥·∥) normált térben haladó konvergens sorozat határértéke egyértelm¶.

1.31. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az a : N → Kn konvergens sorozat
határértékét lim a vagy lim

n→∞
an jelöli.

1.32. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az a : N → Kn sorozat korlátos, ha Ran a korlátos halmaz.

� Legyen σ : N → N olyan függvény, melyre minden n ∈ N esetén σ(n) < σ(n + 1) teljesül
(az ilyen σ függvény neve indexsorozat), és legyen a : N → Kn tetsz®leges sorozat. Ekkor az
a ◦ σ : N → Kn sorozatot az a sorozat részsorozatának nevezzük.
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1.33. Tétel. Minden konvergens sorozat korlátos.

1.34. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a határértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat határértéke.

1.35. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, A ⊆ Kn és x ∈ Kn.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torlódási pontja, ha létezik olyan a : N → A\{x} sorozat,
melyre lim a = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zárt, ha minden konvergens a : N → A sorozatra lim a ∈ A.

1.36. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, c ∈ K, a, b : N → Kn és λ : N → K konvergens soro-
zat.

1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a+ b) = (lim a) + (lim b).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lim a).
3. A λa sorozat konvergens és lim(λa) = (limλ)(lim a).
4. Az ∥a∥ sorozat konvergens és lim ∥a∥ = ∥lim a∥.

1.37. Tétel. Legyen n ∈ N+, p ∈ [1,∞[∪ {∞}, és a : N → Kn sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (Kn, ∥·∥p) térben, ha minden i ∈ {1, . . . , n} esetén az ai = pri ◦a sorozat konvergens és
ekkor minden i ∈ {1, . . . , n} indexre

pri (lim a) = lim(pri ◦a)

teljesül.

1.4. Cauchy-sorozatok

1.38. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az a : N → Kn sorozat Cauchy-sorozat, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n,m ∈ N
(
(N < n ∧N < m) → ∥an − am∥ < ε

)
.

1.39. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korlátos.

1.40. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

1.41. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

1.42. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és A ⊆ Kn. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N → A Cauchy-sorozat konvergens és a határértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (Kn, ∥·∥) normált tér teljes, ha Kn teljes halmaz.

1.43. Tétel. A (Kn, ∥·∥∞) normált tér teljes, továbbá minden A ⊆ Kn zárt halmaz teljes.

1.44. De�níció. A teljes normált tereket Banach-tereknek nevezzük.

1.45. Tétel. A (Kn, ∥·∥∞) normált tér Banach-tér.

1.5. Kompakt halmazok

1.46. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az X ⊆ Kn halmaz kompakt, ha minden nyílt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha

minden X ⊆
⋃
i∈I

Ai esetén létezik olyan véges I ′ ⊆ I halmaz, melyre X ⊆
⋃
i∈I′

Ai teljesül, ahol

minden i ∈ I esetén az Ai nyílt részhalmaza az Kn térnek.
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1.47. Tétel. A (Kn, ∥·∥) normált térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz uniója kompakt.

1.48. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és X ⊆ Kn kompakt halmaz.
1. Ekkor X korlátos és zárt.
2. Az Y ⊆ X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zárt.

1.49. Tétel. (Cantor-féle közösrész-tétel.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és (Ki)i∈I a Kn kompakt,
nem üres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i, j ∈ I esetén létezik olyan k ∈ I index, hogy
Kk ⊆ Ki ∩Kj teljesül. Ekkor ⋂

i∈I

Ki ̸= ∅.

1.6. Heine�Borel-tétel

1.50. Tétel. Minden R ∈ R+ esetén a [−R,R]
n halmaz kompakt az (Rn, ∥·∥∞) normált térben.

1.51. Tétel. (Heine�Borel-tétel végtelen normára.) Az (Rn, ∥·∥∞) normált tér egy részhalmaza pon-
tosan akkor kompakt, ha korlátos és zárt.

1.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

1.52. Tétel. (Bolzano�Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normára.) Legyen A ⊆ Rn. Az
(Rn, ∥·∥∞) normált térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladó
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a határértéke eleme az A halmaznak.

1.8. Függvények határértéke

1.53. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km függvény és az a ∈ Kn

pont az f függvény értelmezési tartományának torlódási pontja. Azt mondjuk, hogy az f függvény
határértéke az a pontban A ∈ Km, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a) \ {a}) ⊆ Bε(A)

)
.

1.54. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km függvény, az a ∈ Kn pont az f
függvény értelmezési tartományának torlódási pontja és legyen A,B ∈ Km az f függvény határértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

1.55. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km függvény
és az a ∈ Kn pont a Dom f halmaz torlódási pontja. Ha létezik az f függvénynek határértéke az a
pontban, akkor azt lim

a
f vagy lim

x→a
f(x) jelöli.

1.56. Tétel. (Átviteli elv határértékre.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km

függvény és a z ∈ Kn pont a Dom f halmaz torlódási pontja. A lim
z

f határérték pontosan akkor

létezik, ha minden olyan a : N → Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergál, létezik a
lim f ◦ a határérték.

1.57. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f, g : Kn ↠ Km, φ : Kn ↠ K, λ ∈ K és
a ∈ Kn torlódási pontja a Dom f ∩ Dom g ∩ Domφ halmaznak. Tegyük fel, hogy létezik lim

a
f , lim

a
g

és lim
a

φ. Akkor az a pont torlódási pontja a Dom(f + g), a Dom(λf), a Dom(φf) és a Dom(∥f∥)
halmaznak, valamint
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1. lim
a
(f + g) = lim

a
f + lim

a
g;

2. lim
a
(λf) = λ(lim

a
f);

3. lim
a
(φf) = (lim

a
φ)(lim

a
f);

4. lim
a

∥f∥ =
∥∥∥lim

a
f
∥∥∥.

1.9. Függvények folytonossága

1.58. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km és a ∈ Dom f .

� Az f függvény folytonos az a pontban, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a)) ⊆ Bε(f(a))

)
.

� Az f függvény folytonos, ha minden a ∈ Dom f pontban folytonos.

1.59. Tétel. (Átviteli elv folytonosságra.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km

és z ∈ Dom f . A f függvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N → Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergál, létezik a lim f ◦ a határérték és megegyezik az f(z) elemmel.

1.60. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km, és az a ∈ Dom f pont a Dom f
halmaz torlódási pontja. Az f függvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim

a
f létezik és

lim
a

f = f(a).

1.61. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f, g : Kn ↠ Km, φ : Kn ↠ K, λ ∈ K és
a ∈ Dom f ∩Dom g ∩Domφ. Tegyük fel, f , g és φ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

1. f + g;
2. λf ;
3. φf ;
4. ∥f∥

folytonos.

1.62. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, λ ∈ K, valamint f, g : Kn → Km és φ :
Kn → K folytonos függvény. Ekkor f + g, λf , φf és ∥f∥ is folytonos.

1.63. Tétel. (A folytonosság topologikus jellemzése.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér,
valamint f : Kn ↠ Km. Ekkor az alábbiak ekvivalensek.

1. Az f függvény folytonos.

2. Minden A ⊆ Km nyílt halmazra létezik olyan U ⊆ Kn nyílt halmaz, melyre
−1

f (A) = U∩Dom f
teljesül.

3. Minden A ⊆ Km zárt halmazra létezik olyan Z ⊆ Kn zárt halmaz, melyre
−1

f (A) = Z ∩Dom f
teljesül.

1.64. Tétel. (A folytonosság topologikus jellemzése.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér,
valamint f : Kn → Km. Ekkor az alábbiak ekvivalensek.

1. Az f függvény folytonos.

2. Minden A ⊆ Km nyílt halmazra
−1

f (A) nyílt.

3. Minden A ⊆ Km zárt halmazra
−1

f (A) zárt.

1.65. Tétel. Véges dimenziós normált terek között ható folytonos függvények kompozíciója folytonos
függvény.

1.66. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. Azt mondjuk, hogy az f : Kn → Km

függvény nyílt, ha minden U ⊆ Kn nyílt halmaz esetén f(U) nyílt halmaz.
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1.67. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér és f : Kn → Km bijekció. Az f függvény
pontosan akkor nyílt, ha f−1 folytonos.

1.68. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér U ⊆ Kn és V ⊆ Km. Az f : U → V
függvény homeomor�zmus, ha folytonos bijekció és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U → V homeomor�zmus.

1.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos függvények

1.69. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér K ⊆ Kn kompakt halmaz és f : K → Km

folytonos függvény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

1.70. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, K ⊆ Kn kompakt halmaz és f : K →
R folytonos függvény. Ekkor létezik x, y ∈ K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesül.

1.71. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, K ⊆ Kn kompakt halmaz és f : K → Km

folytonos injektív függvény. Ekkor az f−1 függvény is folytonos.

1.72. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, K ⊆ Kn kompakt halmaz, V ⊆ Km és
f : K → V folytonos bijekció. Ekkor f homeomor�zmus.

1.11. Egyenletesen folytonos függvények

1.73. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. Azt mondjuk, hogy az f : Kn ↠ Km

függvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x, y ∈ A :
(
d(x, y) < δ → d′(f(x), f(y)) < ε

)
teljesül. Az f függvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

1.74. Tétel. Normált terek között ható egyenletesen folytonos függvény folytonos.

1.75. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, K ⊆ Kn kompakt halmaz és
f : K → Km folytonos függvény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

1.12. Normák ekvivalenciája

1.76. Tétel. Legyen ∥·∥′ és ∥·∥ norma a Kn vektortéren. Az alábbi állítások ekvivalensek.
1. Minden ∥·∥ norma szerinti X ⊆ Kn nyílt halmaz nyílt a ∥·∥′ norma szerint is.

2. Minden x ∈ Kn és r ∈ R+ paraméterekhez létezik olyan R ∈ R+, melyre B
∥·∥′

R (x) ⊆ B
∥·∥
r (x).

3. Létezik olyan K ∈ R+ szám, hogy minden x ∈ Kn vektorra ∥x∥ ≤ K ∥x∥′.

1.77. De�níció. Azt mondjuk, hogy a Kn téren értelmezett ∥·∥ és ∥·∥′ normák ekvivalensek egymás-
sal, ha ugyanazok a nyílt halmazok a térben, azaz, ha minden ∥·∥ norma szerint nyílt halmaz nyílt a
∥·∥′ norma szerint és minden ∥·∥′ szerint nyílt halmaz nyílt a ∥·∥ norma szerint is.

1.78. Tétel. Legyen ∥·∥′ és ∥·∥ norma a Kn vektortéren. A ∥·∥′ és ∥·∥ normák pontosan akkor ekvi-
valensek, léteznek olyan K1,K2 ∈ R+ paraméterek, hogy minden x ∈ Kn vektorra ∥x∥ ≤ K1 ∥x∥′ és
∥x∥′ ≤ K2 ∥x∥ teljesül, melyet úgy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan α, β ∈ R+ paraméterek,
hogy minden x ∈ Kn vektorra α ∥x∥ ≤ ∥x∥′ ≤ β ∥x∥.

1.79. Tétel. Minden n ∈ N+ és p ∈ [1,∞[ esetén a ∥·∥p és a ∥·∥∞ normák ekvivalensek a Kn téren.

1.80. Tétel. Minden n ∈ N esetén a Kn vektortéren bármely két norma ekvivalens.
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1.13. Normák ekvivalenciájának következményei

1.81. Tétel. Az X ⊆ Kn halmaz nyíltsága, zártsága, korlátossága és kompaktsága független attól,
hogy a Kn tér milyen normával van ellátva.

1.82. Tétel. Legyen a : N → Kn sorozat és A ∈ Kn. Az a sorozat határértéke pontosan akkor A, ha
minden olyan Ω ⊆ Kn nyílt halmazra, melyre A ∈ Ω teljesül létezik olyan N ∈ N, hogy minden n ∈ N
természetes számra N < n esetén an ∈ Ω teljesül.

1.83. Tétel. Az a : N → Kn sorozat konvergenciája és határértéke független a Kn téren választott
normától.

1.84. Tétel. Legyen f : Kn ↠ Km függvény és a ∈ Kn olyan pont, mely torlódási pontja a Dom f
halmaznak. Az f függvény a pontbeli határértéke független az Kn és Km tereken választott normától.

1.85. Tétel. Legyen f : Kn ↠ Km függvény és a ∈ Dom f .
1. Az f függvény a pontbeli folytonossága független az Kn és Km tereken választott normától.
2. Az f függvény folytonossága független az Kn és Km tereken választott normától.

1.86. Tétel. (Heine�Borel-tétel.) Az (Kn, ∥·∥) normált tér egy részhalmaza pontosan akkor kompakt,
ha korlátos és zárt.

1.87. Tétel. (Bolzano�Weierstrass-tétel véges dimenziós normált terekben.) Legyen a (Kn, ∥·∥) nor-
mált tér és A ⊆ Kn. Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladó sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a határértéke eleme az A halmaznak.

1.88. Tétel. Az (Kn, ∥·∥) normált tér Banach-tér, továbbá minden zárt részhalmaza teljes.

1.89. Tétel. Ha (Kn, ∥·∥) normált tér és L ⊆ Kn lineáris altér, akkor L teljes.

1.90. Tétel. Ha (Kn, ∥·∥) normált tér és i ∈ {1, . . . , n}, akkor a

pri : Kn → K (x1, . . . , xn) 7→ xi

függvény folytonos.

1.91. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km és a ∈ Kn torlódási pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim

a
f határérték, ha minden i ∈ {1, . . . ,m} esetén létezik

a lim
a

fi határérték és ekkor minden i ∈ {1, . . . ,m} indexre(
lim
a

f
)
i
= lim

a
fi

teljesül.

1.92. Tétel. Ha (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km és a ∈ Dom f . Az f függvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i ∈ {1, . . . ,m} esetén az fi függvény folytonos az
a pontban.

1.14. Sorok

1.93. De�níció. (Sorok.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és legyen a : N → Kn tetsz®leges sorozat.

� Azt a jól meghatározott
∑

a : N → Kn sorozatot, melyet n ∈ N esetén
(∑

a
)
n

=

n∑
i=0

ai

de�niál, az a sorozathoz rendelt sornak vagy röviden csak sornak nevezzük és olykor a
∑
n

an

szimbólummal jelöljük.
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� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor konvergens, ha a
∑

a sorozat konver-

gens. Ekkor a

∞∑
n=0

an
△
= lim

n→∞

n∑
k=0

an jelölést használjuk.

� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor divergens, ha a
∑

a sorozat divergens.

� Azt mondjuk, hogy a
∑

a sor abszolút konvergens, ha a
∑

∥a∥ sor konvergens.

1.94. Tétel. (A konvergencia szükséges feltétele.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és a : N → Kn olyan
sorozat, melyre a

∑
a sor konvergens. Ekkor lim a = 0 teljesül.

1.95. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és a : N → Kn sorozat. Ha a
∑

a sor abszolút konvergens,
akkor a

∑
a sor konvergens és ∥∥∥∥∥

∞∑
k=0

ak

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
k=0

∥ak∥ .

1.96. Tétel. Legyen a, b : N → Kn olyan sorozat, melyb®l képzett sor konvergens. Ekkor minden
λ ∈ K esetén

∞∑
n=0

an + bn =

∞∑
n=0

an +

∞∑
n=0

bn

∞∑
n=0

λan = λ

∞∑
n=0

an

teljesül.

1.15. Lineáris leképezések

1.97. De�níció. A
A : Kn → Km x 7→ A(x)

leképezésr®l azt mondjuk, hogy lineáris, ha minden x1, x2 ∈ Kn vektorra és minden λ, µ ∈ K számra

A(λx1 + µx2) = λA(x1) + µA(x2)

teljesül. A Kn → Km lineáris leképezések halmazára a Lin (Kn,Km) jelölést használjuk.
A Lin(Kn,K) teret a Kn vektortér duálisának nevezzük, jele (Kn)

∗
.

A Lin(Kn,Kn) halmazra a Lin(Kn) jelölést fogjuk használni.

1.98. Tétel. Ha i ∈ {1, . . . , n}, akkor a

pri : Kn → K (x1, . . . , xn) 7→ xi

függvény lineáris.

1.99. Tétel. Legyen A ∈ Lin (Kn,Km) és minden i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} esetén legyen Aji =
(Aei)j. Ekkor minden x ∈ Kn vektorra és j ∈ {1, . . . ,m} indexre

(Ax)j =

n∑
i=1

Ajixi

teljesül.

1.100. De�níció. Adott A ∈ Lin (Kn,Km) leképezés esetén az (Aij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

rendszert nevezzük az

A lineáris leképezés mátrixának, ahol minden j ∈ {1, . . . , n} és i ∈ {1, . . . ,m} indexre Aij = A(ej)i.
A továbbiakban nem teszünk különbséget a lineáris leképezés és mátrixa között. Az A leképezés
mátrixának az elemeit a

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 . . . Amn


módon szokás felírni.
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1.101. Tétel. (Riesz-féle reprezentációs tétel véges dimenzióban.) Minden φ ∈ Lin(Kn,K) esetén
létezik egyetlen olyan x ∈ Kn, hogy minden y ∈ Kn vektorra

φ(y) = ⟨x, y⟩

teljesül.

1.102. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér és A : Kn → Km lineáris leképezés. Ekkor
1. a

X =
{
x ∈ Kn

∣∣ ∥x∥ ≤ 1
}

jelölés mellett sup
x∈X

∥Ax∥′ < ∞ teljesül;

2. minden x ∈ Kn vektorra
∥Ax∥′ ≤ ∥x∥ · sup

x∈X
∥Ax∥′ ;

3. A folytonos.

1.103. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. A Lin(Kn,Km) tér vektortér, melyen a

∥·∥ : Lin(Kn,Km) → R+
0 A 7→ sup

∥x∥≤1

∥Ax∥′

leképezés norma.

1.104. De�níció. A (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált terek esetén a

∥·∥ : Lin(Kn,Km) → R+
0 A 7→ sup

∥x∥≤1

∥Ax∥′

leképezést operátornormának nevezzük.

1.105. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, valamint legyen A ∈ Lin(Kn,Km) és x ∈
Kn. Ekkor

∥Ax∥′ ≤ ∥A∥ · ∥x∥ .

1.106. Tétel. Legyen (Kni , ∥·∥(i)) normált tér minden i = 1, 2, 3 esetén, legyen A ∈ Lin(Kn1 ,Kn2)

és B ∈ Lin(Kn2 ,Kn3). Ekkor
∥BA∥ ≤ ∥B∥ · ∥A∥

teljesül, mely tulajdonságot a norma szubmultiplikativitásának nevezzük.

1.107. Tétel. A Lin(Kn,Km) tér Banach-tér.

1.108. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A ∈ Lin(Kn) leképezésre ∥A∥ < 1 teljesül, akkor a
∞∑

n=0

An sor konvergens, az 1−A elem invertálható és

∞∑
n=0

An = (1−A)−1

teljesül, ahol id jelöli a Kn → Kn identitásfüggvényt.

1.109. Tétel. Legyen

GL(n,K)
△
=
{
a ∈ Lin(Kn)| ∃a−1

}
.

(Vagyis GL(n,K) jelöli az invertálható lineáris leképezések halmazát.) Ekkor
1. minden a ∈ GL(n,K) elemre B 1

∥a−1∥
(a) ⊆ GL(n,K);

2. a GL(n,K) halmaz nyílt;
3. az i : GL(n,K) → GL(n,K), i(a) = a−1 leképezés folytonos.
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1.16. Multilineáris leképezések

1.110. De�níció. Adott k ∈ N+ esetén az

A :

k∏
i=1

Kn → Km (x1, . . . , xk) 7→ A(x1, . . . , xk)

leképezésr®l azt mondjuk, hogy multilineáris vagy, hogy k-lineáris, ha mindegyik változójában line-

áris, azaz, ha minden (xi)i=1,...,k, (yi)i=1,...,k ∈
k∏

i=1

Kn vektorrendszere, minden λ, µ ∈ K paraméterre

és minden i ∈ {1, . . . , k} indexre

A(x1, . . . , xi−1, λxi + µyi, xi+1, . . . , xk) = λA(x1, . . . , xk) + µA(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xk)

teljesül.

A k-lineáris

k∏
i=1

Kn → Km leképezések halmazára a Link

(
k∏

i=1

Kn,Km

)
vagy a Link

(
(Kn)

k
,Km

)
jelölést használjuk.

1.111. Tétel. Legyen k ∈ N+, valamint A ∈ Link
(
(Kn)

k
,Km

)
. Minden i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} és

j ∈ {1, . . . ,m} esetén legyen Aji1...ik = A(ei1 . . . eik)j. Ekkor minden x(1), . . . , x(k) ∈ Kn vektor és
j ∈ {1, . . . ,m} index esetén

A(x(1), . . . , x(k))j =

n∑
i1,...,ik=1

Aji1,...,ikx
(1)
i1

. . . x
(k)
ik

(1.1)

teljesül.

1.112. Tétel. Legyen k ∈ N+, (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér és A : (Kn)
k → Km multilineáris

leképezés. Ekkor
1. a

X =

k∏
i=1

{
xi ∈ Kn

∣∣ ∥xi∥ ≤ 1
}

jelölés mellett sup
x∈X

∥A(x)∥′ < ∞ teljesül;

2. minden x1, . . . , xk ∈ Kn vektorra

∥A(x1, . . . , xk)∥′ ≤ ∥x1∥ · · · · · ∥xk∥ · sup
x∈X

∥A(x)∥′ ;

3. A folytonos.

1.113. Tétel. Legyen k ∈ N+, (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. Ekkor a

∥·∥ : Link
(
(Kn)

k
,Km

)
→ R+

0 A 7→ sup

{
∥Ax∥′ ∈ R+

0

∣∣∣ x ∈
k∏

i=1

{xi ∈ Kn| ∥xi∥ ≤ 1}

}
leképezés norma.

1.114. Tétel. Ha k ∈ N+, (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, akkor
(
Link

(
(Kn)

k
,Km

)
, ∥·∥

)
Banach-tér.

1.115. De�níció. Legyen k ∈ N+. Azt mondjuk, hogy az A : (Kn)
k → Km függvény szimmetrikus

leképezés, ha minden σ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} permutációra és minden x1, . . . , xk ∈ Kn elemre

A(x1, . . . , xk) = A(xσ(1), . . . , xσ(k))

teljesül. A (Kn)
k → Km szimmetrikus multilineáris leképezések halmazát Links ((Kn)

k
,Km) jelöli a

továbbiakban.
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1.116. Tétel. Legyen k ∈ N+, (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. A

ρ : Lin
(
Kn,Link

(
(Kn)

k
,Km)

))
→ Link+1

(
(Kn)

k+1
,Km

)
A 7→

(
(x1, x2, . . . , xk, xk+1) 7→ (A(x1))(x2, . . . , xk+1)

)
leképezés izometrikus bijekció, azaz ρ bijekció és minden A ∈ Lin

(
Kn,Link

(
(Kn)

k
,Km

))
elemre

∥ρ(A)∥ = ∥A∥

teljesül.

1.117. De�níció. Legyen k ∈ N+ és A ∈ Link
(
(Kn)

k
,R
)
.

� Az A multilineáris leképezés pozitív, ha ∀x ∈ Kn vektorra A(x, . . . , x) ≥ 0.

� Az A multilineáris leképezés negatív, ha ∀x ∈ Kn vektorra A(x, . . . , x) ≤ 0.

� Az A multilineáris leképezés pozitív de�nit, ha ∀x ∈ Kn \ {0} vektorra A(x, . . . , x) > 0.

� Az A multilineáris leképezés negatív de�nit, ha ∀x ∈ Kn \ {0} vektorra A(x, . . . , x) < 0.

� Az A multilineáris leképezés inde�nit, ha ∃x, y ∈ Kn melyre A(x, . . . , x) > 0 és A(y, . . . , y) < 0.

1.118. Tétel. Legyen k ∈ N+ és A ∈ Link
(
(Kn)

k
,R
)
. Ha A leképezés pozitív de�nit, akkor létezik

olyan K ∈ R+, hogy minden v ∈ Rn esetén A(v[k]) ≥ K ∥v∥k; illetve ha A negatív de�nit, akkor
létezik olyan K ′ ∈ R+, hogy minden v ∈ Rn esetén A(v[k]) ≤ −K ′ ∥v∥k.

1.17. Kontrakciók és a Banach-féle �xponttétel

1.119. De�níció. Egy f : Kn ↠ Km függvény kontrakció, ha

∃C ∈ [0, 1[∀x, y ∈ Dom f :
(
d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)

)
.

A C számot gyakran kontrakciós együtthatónak nevezik.

1.120. Tétel. Minden kontrakció folytonos.

1.121. Tétel. (Banach-féle �xponttétel euklidészi terekben.) Legyen Ω ⊆ Kn egy teljes részhalmaz és
f : Ω → Ω kontrakció. Ekkor létezik egyetlen olyan y ∈ Ω pont melyre f(y) = y teljesül.

1.18. Konvex halmazok szétválasztása

1.122. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és A ⊆ Kn. Ekkor az A halmaztól való távolság
függvénye

distA : Kn → R z 7→ inf
x∈A

d(z, x).

1.123. Tétel. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és A ⊆ Kn nem üres halmaz. Ekkor
1. minden x, y ∈ Kn esetén

|distA(x)− distA(y)| ≤ d(x, y)

teljesül;
2. a distA függvény egyenletesen folytonos és folytonos;
3. A = {z ∈ M | distA(z) = 0}.

1.124. De�níció. Az A,B ⊆ Kn halmazok távolsága a ∥·∥ norma szerint

dist(A,B) = inf {∥x− y∥ | x ∈ A, y ∈ B} .
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1.125. De�níció. A K ⊆ Kn halmaz konvex, ha minden x, y ∈ K pontra és t ∈ [0, 1] paraméterre
(1− t)x+ ty ∈ K teljesül.

1.126. Tétel. (Zárt konvex és kompakt konvex halmazok szétválasztása.) Tegyük fel, hogy K,Z ⊆ Rn

olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zárt.
1. Létezik olyan a ∈ K és b ∈ Z, melyre d(a, b) = dist(K,Z) teljesül.
2. Létezik olyan z ∈ Rn és c ∈ R, hogy minden x ∈ K esetén ⟨z, x⟩ > c és minden x ∈ Z esetén
⟨z, x⟩ < c.

1.127. Tétel. (Zárt konvex halmaz és pont szétválasztása.) Legyen Z ⊆ Rn zárt konvex halmaz és
p ∈ Rn \ Z Ekkor létezik olyan z ∈ Rn és c ∈ R, hogy ⟨z, p⟩ > c és minden x ∈ Z esetén ⟨z, x⟩ < c.

1.128. Tétel. Legyen Z ⊆ Rn zárt konvex halmaz és

H = {(z, c) ∈ Rn × R| ∀x ∈ Z : ⟨z, x⟩ < c} .

Ekkor
Z =

⋂
(z,c)∈H

{y ∈ Rn| ⟨z, y⟩ < c}

teljesül.

1.19. Az algebra alaptétele

1.129. Tétel. Legyen f : C → C olyan folytonos függvény, melyre

∀C ∈ R+∃r ∈ R+∀x ∈ C : r < |x| → C < |f(x)|
∀x ∈ C : f(x) ̸= 0 → ∃y ∈ C : |f(y)| < |f(x)|

teljesül. Ekkor létezik olyan a ∈ C, melyre f(a) = 0.

1.130. Tétel. Minden legalább els®fokú p : C → C polinomhoz minden C ∈ R+ esetén létezik olyan
r ∈ R+, hogy minden z ∈ C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesül.

1.131. Tétel. Minden legalább els®fokú p : C → C polinomhoz minden x ∈ C esetén, ha p(x) ̸= 0,
akkor létezik olyan y ∈ C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesül.

1.132. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legalább els®fokú C → C polinomnak létezik gyöke.

2. Függvénysorozatok, függvénysorok véges dimenzióban

2.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

2.1. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz, A ⊆ M , valamint minden n ∈ N esetén legyen
fn ∈ F(M,Km).
Ekkor az (fn)n∈N rendszert függvénysorozatnak nevezzük, melynek pontonkénti határfüggvénye

f :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃ lim
n→∞

fn(t)

}
→ Km t 7→ lim

n→∞
fn(t) .

A pontonkénti határfüggvényre a lim
n→∞

fn jelölést használjuk.

Azt mondjuk, hogy az (fn)n∈N függvénysorozat

� pontonként konvergál az f függvényhez az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és lim
n→∞

fn|A = f |A
teljesül;

� pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan függvény, melyhez pontonként konvergál
az A halmazon;
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� pontonként konvergál az f függvényhez, ha az egész M halmazon konvergál az f függvényhez;

� pontonként konvergens, ha van olyan függvény, melyhez pontonként konvergál;

� egyenletesen konvergál f függvényhez az A halmazon, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N∀t ∈ A :
(
N < n → ∥fn(t)− f(t)∥ < ε

)
teljesül;

� egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál
az A halmazon;

� egyenletesen konvergál az f függvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergál az f
függvényhez;

� egyenletesen konvergens, ha van olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál;

� lokálisan egyenletesen konvergens ha minden t ∈ Dom f pontnak van olyan környezete, ahol az
(fn)n∈N függvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.2. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz és minden n ∈ N esetén fn ∈ F(M,Km).

� Az (fn)n∈N függvénysorozathoz rendelt függvénysort a

∑
n

fn : N → F(M,Km) k 7→

t 7→
k∑

j=0

fj(t)


képlettel de�niáljuk.

� A
∑
n

fn függvénysor pontonkénti összegfüggvénye

∑
n∈N

fn :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃
∑
n∈N

fn(t)

}
→ Km t 7→

∑
n∈N

fn(t) .

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor az A halmazon pontonként abszolút konvergens, ha

A ⊆ Dom
∑
n∈N

fn és minden t ∈ A esetén
∑
n∈N

∥fn(t)∥ < ∞ teljesül.

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor pontonként abszolút konvergens, ha a M halmazon

pontonként abszolút konvergens.

2.3. Tétel. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ F(M,Km)
olyan függvénysorozat, mely pontonként konvergál az f ∈ F(M,Km) függvényhez. Ekkor az (fn)n∈N
függvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n,m ∈ N∀t ∈ M : (N < n,m → ∥fn(t)− fm(t)∥ < ε)

teljesül.

2.4. Tétel. Legyen M ⊆ Kn, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ C(M,Km). Tegyük fel,
hogy létezik az f = lim

n→∞
fn határfüggvény, Dom f = M és az (fn)n∈N függvénysorozat egyenletesen

konvergál az f függvényhez. Ekkor f ∈ C(M,Km).

2.5. Tétel. Legyen M ⊆ Kn, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ C(M,Km). Tegyük fel, hogy

létezik az f =

∞∑
n=0

fn összegfüggvény, Dom f = M és a
∑
n

fn függvénysor egyenletesen konvergál az

f függvényhez. Ekkor f ∈ C(M,Km).

2.6. Tétel. Legyen M ⊆ Kn, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ F(M,Km). Tegyük fel,
hogy létezik az f = lim

n→∞
fn határfüggvény, Dom f = M és az (fn)n∈N függvénysorozat lokálisan

egyenletesen konvergál az f függvényhez. Ekkor minden K ⊆ M kompakt halmaz esetén az (fn)n∈N
függvénysorozat egyenletesen konvergál az f függvényhez a K halmazon.
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2.2. A korlátos folytonos függvények tere

2.7. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz és f : M → Km tetsz®leges függvény. Azt
mondjuk, hogy az f függvény korlátos, ha Ran f ⊆ Km korlátos halmaz. Ha M ⊆ Kn, akkor az
M → Km folytonos korlátos függvények halmazát Cb(M,Km) jelöli.

2.8. Tétel. Legyen M ⊆ Kn. A

∥·∥sup : Cb(M,Km) → R f 7→ sup
t∈M

∥f(t)∥

leképezés norma a Cb(M,Km) vektortéren, azaz
1. ∀f ∈ Cb(M,Km) : ∥f∥sup = 0 ↔ f = 0;

2. ∀λ ∈ K ∀f ∈ Cb(M,Km) : ∥λf∥sup = |λ| · ∥f∥sup;
3. ∀f, g ∈ Cb(M,Km) : ∥f + g∥sup ≤ ∥f∥sup + ∥g∥sup.

2.9. Tétel. Legyen M ⊆ Kn és (fn)n∈N a Cb(M,Km) halmazban haladó pontonként konvergens függ-
vénysorozat, melyre f = lim

n→∞
fn ∈ Cb(M,Km) teljesül. Ebben az esetben az (fn)n∈N függvénysorozat

pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (Cb(M,Km), ∥·∥sup) normált térben, azaz,
ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N :
(
N < n → ∥fn − f∥sup < ε

)
teljesül.

2.10. Tétel. Ha M ⊆ Kn, akkor (Cb(M,Km), ∥·∥sup) Banach-tér, azaz minden olyan Cb(M,Km)
halmazban haladó (fn)n∈N függvénysorozathoz, melyre

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n,m ∈ N :
(
N < n,m → ∥fn − fm∥sup < ε

)
,

teljesül, létezik olyan f ∈ Cb(M,Km), melyre

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N :
(
N < n → ∥fn − f∥sup < ε

)
.

2.11. Tétel. Legyen M ⊆ Kn és (fn)n∈N az F(M,Km) halmazban haladó függvénysorozat. Ha a∑
n

fn függvénysor pontonként abszolút konvergens, akkor pontonként konvergens is.

2.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen M ⊆ Kn és (fn)n∈N az F(M,Km) halmazban haladó
függvénysorozat. Ha ∑

n∈N
sup
t∈M

∥fn(t)∥ < ∞

teljesül, akkor a
∑
n

fn függvénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

2.3. Függvénysorozat és függvénysor deriválása és integrálása

2.13. De�níció. Adott x, y ∈ Rn esetén a

{tx+ (1− t)y| t ∈ [0, 1]}

halmazt szakasznak nevezzük. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelölni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig ⌊a, b⌋.

2.14. Tétel. Legyen r ∈ R+, a ∈ R, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn : Br(a) → R di�e-
renciálható függvény. Ha létezik a lim

n→∞
fn(a) határérték és az (f ′

n)n∈N függvénysorozat egyenletesen

konvergens a Br(a) halmazon, akkor
1. minden x ∈ Br(a) esetén létezik a lim

n→∞
fn(x) határérték;
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2. az f : Br(a) → R, f(x) = lim
n→∞

fn(x) függvényhez egyenletesen konvergál az (fn)n∈N függ-

vénysorozat;
3. minden x ∈ Br(a) esetén

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

2.15. Tétel. (Függvénysorozat di�erenciálhatósága.) Legyen Ω ⊆ R nyílt intervallum, valamint min-
den n ∈ N esetén legyen fn : Ω → R di�erenciálható függvény. Ha az (f ′

n)n∈N függvénysorozat loká-
lisan egyenletesen konvergens az Ω halmazon és létezik olyan a ∈ Ω pont, melyre létezik a lim

n→∞
fn(a)

határérték, akkor
1. minden x ∈ Ω esetén létezik a lim

n→∞
fn(x) határérték;

2. az f : Ω → R, f(x) = lim
n→∞

fn(x) függvényhez lokálisan egyenletesen konvergál az (fn)n∈N

függvénysorozat;
3. minden x ∈ Ω esetén

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

2.16. Tétel. (Függvénysor határfüggvényének di�erenciálhatósága.) Legyen Ω ⊆ R nyílt intervallum
és minden n ∈ N esetén legyen fn : Ω → R di�erenciálható függvény. Ha a

∑
n

f ′
n függvénysor

lokálisan egyenletesen konvergens az Ω halmazon és létezik olyan a ∈ Ω pont, melyre konvergens a
∞∑

n=0

fn(a) sor, akkor

1. minden x ∈ Ω esetén konvergens a
∞∑

n=0

fn(x) sor;

2. az f : Ω → R, f(x) =
∞∑

n=0

fn(x) függvényhez lokálisan egyenletesen konvergál a
∑
n

fn függ-

vénysor;
3. minden x ∈ Ω esetén

f ′(x) =

∞∑
n=0

f ′
n(x).

2.17. Tétel. (Függvénysorozat határfüggvényének integrálhatósága.) A C([a, b] ,R) halmazban hala-
dó (fn)n∈N a függvénysorozatról tegyük fel, hogy egyenletesen konvergál a határfüggvényéhez az [a, b]
intervallumon. Ekkor

lim
n→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

lim
n→∞

fn

teljesül.

2.18. Tétel. (Függvénysor határfüggvényének integrálhatósága.) Legyen (fn)n∈N a C([a, b] ,R) hal-
mazban haladó függvénysorozat. Tegyük fel, hogy a

∑
n

fn függvénysor egyenletesen konvergál az

összegfüggvényéhez az [a, b] intervallumon. Ekkor

∞∑
n=0

∫ b

a

fn =

∫ b

a

∞∑
n=0

fn

teljesül.



2.4 HATVÁNYSOROK 17

2.4. Hatványsorok

2.19. De�níció. (Hatványsorok.)
� Legyen a : N → K tetsz®leges sorozat. Ekkor értelmezzük a Pa függvényt az alábbi módon.

Pa :

{
x ∈ K

∣∣∣ ∞∑
n=0

anx
n konvergens

}
→ K x 7→

∞∑
n=0

anx
n

A Pa függvényt a együtthatójú 0 középpontú hatványsornak nevezzük.

� Az a : N → K sorozat esetén értelmezzük az alábbi mennyiséget.

Ra
△
=



1

lim sup
n→∞

n
√

|an|
, ha 0 < lim sup

n→∞

n
√
|an| < ∞;

0, ha lim sup
n→∞

n
√

|an| = ∞;

∞, ha lim sup
n→∞

n
√

|an| = 0.

Ezt az Ra számot a Pa hatványsor konvergenciasugarának nevezzük.

2.20. Tétel. (Cauchy�Hadamard-tétel.) Legyen a : N → K tetsz®leges sorozat és x ∈ K.
1. Ha |x| < Ra, akkor az x pontban a Pa hatványsor abszolút konvergens.
2. Ha |x| > Ra, akkor az x pontban a Pa hatványsor divergens.
3. Ha r ∈ [0, Ra[, akkor a Br(0) halmazon a Pa hatványsorra∑

n∈N
sup

t∈Br(0)

∥antn∥ < ∞

teljesül.
4. A Pa hatványsor a BRa

(0) halmazon lokálisan egyenletesen konvergens.
5. A Pa hatványsor a BRa

(0) halmazon folytonos függvény.

2.21. Tétel. (Hatványsor tagonkénti di�erenciálhatósága.) Tekintsük az a : N → R sorozat által
meghatározott Pa : R ↠ R hatványsort, melynek konvergenciasugarát jelölje Ra. Minden x ∈ R,
|x| < Ra esetén a hatványsor tagonként di�erenciálható az x pontban, azaz

P ′
a(x) =

∞∑
k=1

akkx
k−1.

2.22. Tétel. (Hatványsor tagonkénti integrálhatósága.) Tekintsük az a : N → R sorozat által megha-
tározott Pa : R ↠ R hatványsort, melynek konvergenciasugarát jelölje Ra. Minden α, β ∈ R, α < β,
[α, β] ⊆ ]−Ra, Ra[ esetén a hatványsor tagonként integrálható az [α, β] intervallumon, azaz

β∫
α

( ∞∑
k=0

akx
k

)
dx =

∞∑
k=0

β∫
α

akx
k
dx.

2.5. Abel-tétel

2.23. Tétel. Ha a : N → R olyan sorozat, hogy a
∑
n

an sor konvergens, akkor minden n ∈ N esetén

lim
n→∞

sup
m∈N

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ = 0.

2.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N → R olyan sorozat, melyre 0 < Ra < ∞ teljesül. Ha a Pa

hatványsor konvergens az x0 ∈ {Ra,−Ra} pontban, akkor egyenletesen konvergens a ⌊0, x0⌋ szakaszon
és a Pa|⌊0,x0⌋ függvény folytonos.
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2.6. Approximáció polinomokkal

2.25. De�níció. Legyen a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → K és n ∈ N+. Az f függvény n-edik Bernstein-
polinomjának nevezzük az

Bf
n : R → K t 7→ 1

(b− a)n

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
a+

k

n
(b− a)

)
(t− a)k(b− t)n−k

polinomot.

2.26. Tétel. (Approximáció Bernstein-polinomokkal.) Legyen a, b ∈ R, a < b és f : [a, b] → K
folytonos függvény. Ekkor

lim
n→∞

(
sup

t∈[a,b]

∣∣Bf
n(t)− f(t)

∣∣) = 0.

2.27. Tétel. Legyen a, b ∈ R, a < b és f : [a, b] → K folytonos függvény. Ekkor minden ε ∈ R+

esetén létezik olyan p : K → K polinom, hogy minden x ∈ [a, b] számra

|f(x)− p(x)| < ε

teljesül.

3. Di�erenciálszámítás véges dimenzióban

3.1. Di�erenciálhatóság

3.1. Tétel. Legyen f : Rn → Rm függvény és a ∈ IntDom f . Tegyük fel, hogy u, v ∈ Lin(Rn,Rm),
melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)− u(x− a)

∥x− a∥
= lim

x→a

f(x)− f(a)− v(x− a)

∥x− a∥
= 0

teljesül. Ekkor u = v.

3.2. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény és a ∈ IntDom f .

� Azt mondjuk, hogy az f függvény di�erenciálható, vagy (Fréchet-) deriválható az a pontban ha
létezik olyan A ∈ Lin(Rn,Rm), melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

teljesül. Ezt az A leképezést az f függvény a pontbeli di�erenciáljának vagy deriváltjának
nevezzük és a továbbiakban a (Df)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f : Rn → Rm függvény deriváltjának vagy derivált függvényének nevezzük a

Df =

{
(a,A) ∈ (IntDom f)× Lin(Rn,Rm)

∣∣∣ lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

}
függvényt.

� Az f di�erenciálható, ha Dom f = DomDf .

� Az f folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és Df folytonos. Az A ⊆ Rn nyílt hal-
mazon értelmezett, Rm érték¶, folytonosan di�erenciálható függvények halmazát C1(A,Rm)
jelöli.

3.3. Tétel. (A di�erenciálhatóság jellemzése.) Legyen f : Rn → Rm függvény, valamint a ∈
IntDom f . Az A ∈ Lin(Rn,Rm) leképezés pontosan akkor az f függvény a pontbeli deriváltja, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Rn :
(
∥x− a∥ < δ → ∥f(x)− f(a)−A(x− a)∥ ≤ ε · ∥x− a∥

)
teljesül.
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3.4. Tétel. Legyen f : Rn → Rm függvény és a ∈ IntDom f . Az f függvény a pontbeli di�erenciál-
hatósága és (Df)(a) értéke független az Rn és Rm tereken választott normától.

3.5. Tétel. Legyen f : R → R függvény és a ∈ IntDom f . Pontosan akkor létezik a

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)

határérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R → R folytonos lineáris leképezés, melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)− ((Df)(a))(x− a)

|x− a|
= 0

teljesül. Továbbá ekkor

(Df)(a)(1) = f ′(a).

3.6. Tétel. Legyen f : Rn → Rm függvény, valamint a ∈ IntDom f . Ha f di�erenciálható az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

3.7. Tétel. Legyen f : Rn → Rm és a ∈ IntDom f . Az f függvény pontosan akkor di�erenciálható
az a pontban, ha minden i ∈ {1, . . . ,m} index esetén az fi : Rn → R függvény di�erenciálható az a
pontban. Továbbá ha f di�erenciálható az a pontban, akkor minden i ∈ {1, . . . ,m} index esetén

(Dfi)(a) = pri ◦(Df)(a)

teljesül, amit a mátrixok nyelvén úgy is kifejezhetünk, hogy ha minden i ∈ {1, . . . ,m} esetén

(Dfi)(a) =
(
Ai1 Ai2 . . . Ain

)
,

akkor

(Df)(a) =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 . . . Amn

 .

3.2. Di�erenciálás m¶veleti tulajdonságai

3.8. Tétel. Legyen f, g : Rn → Rm, φ : Rn → R függvény, továbbá a tetsz®leges bels® pontja a
(Dom f ∩Dom g ∩Domφ) halmaznak és legyen f , g és φ di�erenciálható az a pontban. Ekkor

1. f + g di�erenciálható az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);
2. minden c ∈ R esetén cf di�erenciálható az a pontban és (D(cf))(a) = c(Df)(a);
3. φf di�erenciálható az a pontban és (D(φf))(a) = f(a) · (Dφ)(a) + φ(a)(Df)(a).

3.9. Tétel. Minden Ω ⊆ Rn nyílt halmaz esetén C1(Ω,Rm) vektortér.

3.10. Tétel. (Közvetett függvény deriválási szabálya, láncszabály.) Legyen g : Rn1 → Rn2 , f : Rn2 →
Rn3 és a ∈ IntDom f ◦ g. Ha g di�erenciálható az a pontban és f di�erenciálható a g(a) pontban,
akkor f ◦ g di�erenciálható az a pontban és

(D(f ◦ g))(a) = (Df)(g(a)) ◦ (Dg)(a).
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3.3. Iránymenti derivált

3.11. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény, a ∈ Dom f és e ∈ Rn. Azt mondjuk, hogy az f
függvénynek létezik az a pontban az e irányú deriváltja, ha létezik a

lim
t∈R
t→0

f(a+ te)− f(a)

t

határérték, amit a (Def)(a) szimbólummal jelölünk és az f függvény a pontbeli, e irányú (Gateaux-)
deriváltjának nevezünk.

3.12. Tétel. Legyen f : Rn → Rm függvény, valamint a ∈ IntDom f . Ha f di�erenciálható az a
pontban, akkor minden e ∈ U vektorra létezik az f függvény e iránymenti deriváltja az a pontban,
továbbá (Def)(a) = ((Df)(a))(e) teljesül.

3.4. Néhány speciális függvény deriváltja

3.13. Tétel. Az A ∈ Lin(Rn,Rm) lineáris leképezés minden pontban di�erenciálható és

DA : U → Lin(Rn,Rm) a 7→ A

teljesül.

3.14. Tétel. Ha u = (u1, . . . , uk) ∈
k∏

i=1

Rni , és j ∈ {1, . . . , k}, akkor az

inu,j : Rnj →
k∏

i=1

Rni x 7→ (u1, . . . , uj−1, x, uj+1, . . . , uk)

inklúzió függvény deriváltjára minden a ∈ Rnj pontban

(D inu,j)(a) = in0,j

teljesül, azaz

(D inu,j)(a) : Rnj →
k∏

i=1

Rni x 7→ (0, . . . , 0, x︸︷︷︸
j. hely

, 0, . . . , 0).

3.15. Tétel. Legyen k ∈ N+ és f : Lin(Rn) → Lin(Rn), f(a) = ak. Ekkor minden a ∈ Lin(Rn)
esetén

(Df)(a) : Lin(Rn) → Lin(Rn) b 7→
k−1∑
i=0

aibak−1−i

teljesül.

3.16. Tétel. Ha
GLn(R) =

{
a ∈ Lin(Rn)| ∃a−1

}
,

akkor az invertálás i : GLn(R) → GLn(R), i(a) = a−1 függvényére minden a ∈ GLn(R) pontban

(Di)(a) : Rn → Rn b 7→ −a−1ba−1

teljesül.
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3.5. Vektor-vektor függvény deriváltja

3.17. De�níció. Legyen k ∈ N+, f :

k∏
i=1

Rni → Rm, a = (a1, . . . , ak) ∈ Dom f , valamint i ∈

{1, . . . , k} tetsz®leges index.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény parciálisan deriválható a i-edik változója szerint az a pontban,
ha az

f ◦ ina,i : Rni → Rm x 7→ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , ak)

függvény di�erenciálható az ai pontban és ekkor a

(∂if)(a) = (D(f ◦ ina,i))(ai)

jelölést használjuk.

� Az f függvény i-edik változó szerinti deriváltfüggvényének nevezzük a

∂if =

{
(a,A) ∈ (Dom f)× Lin(Rni ,Rm)

∣∣∣ f ◦ ina,i di�erenciálható az ai pontban
és A = (D(f ◦ ina,i))(ai)

}
függvényt.

� Az f függvény parciálisan di�erenciálható az i-edik változója szerint, ha Dom ∂if = Dom f .

� Az f függvény parciálisan folytonosan di�erenciálható az i-edik változója szerint, ha parciálisan
di�erenciálható az i-edik változója szerint és ∂if folytonos.

3.18. Tétel. Ha az f :

k∏
i=1

Rni → Rm függvény di�erenciálható az a ∈ IntDom f pontban, akkor

minden x ∈
k∏

i=1

Rni vektorra

((Df)(a))(x) =

k∑
i=1

((∂if)(a))(xi)

teljesül.

3.19. Tétel. Ha az f : Rn → R függvény di�erenciálható az a ∈ IntDom f pontban, akkor minden
x ∈ Rn vektorra

((Df)(a))(x) =

n∑
i=1

((∂if)(a))xi

teljesül, vagyis a mátrixok nyelvén

(Df)(a) =
(
(∂1f)(a) (∂2f)(a) . . . (∂nf)(a)

)
.

3.20. Tétel. Legyen f : Rn → Rm olyan függvény, mely di�erenciálható az a ∈ Rn pontban. Ekkor a
(Df)(a) ∈ Lin(Rn,Rm) lineáris leképezés mátrixa

(Df)(a) =


(∂1f1)(a) (∂2f1)(a) · · · (∂nf1)(a)
(∂1f2)(a) (∂2f2)(a) · · · (∂nf2)(a)

...
...

. . .
...

(∂1fm)(a) (∂2fm)(a) · · · (∂nfm)(a)

 .

3.21. De�níció. Legyen f : Rn → Rm olyan függvény, mely di�erenciálható az a ∈ Rn pontban.
Ekkor a (Df)(a) ∈ Lin(Rn,Rm) lineáris leképezés mátrixát az f függvény a pontbeli Jacobi-mátrixának
nevezzük. Az Jacobi-mátrix alakja

(∂1f1)(a) (∂2f1)(a) · · · (∂nf1)(a)
(∂1f2)(a) (∂2f2)(a) · · · (∂nf2)(a)

...
...

. . .
...

(∂1fm)(a) (∂2fm)(a) · · · (∂nfm)(a)


Az n = m esetben ezen mátrix determinánsát nevezzük Jacobi-determinánsnak.
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3.22. Tétel. Legyen f : Rn → Rm, a ∈ IntDom f és legyen k ∈ {1, . . . , n} tetsz®leges index. Ekkor
az f függvénynek pontosan akkor létezik a k-adik változó szerinti parciális deriváltja az a pontban, ha
létezik az ek iránymenti deriváltja az a pontban és ebben az esetben (∂kf)(a) = (Dekf)(a) teljesül.

3.6. Gradiens, divergencia és rotáció

3.23. De�níció. Legyen f : Rn → R tetsz®leges függvény.

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ Rn pontban, akkor a ((∂1f)(a), . . . , (∂nf)(a)) ∈ Rn

vektort az f függvény a pontbeli gradiensének nevezzük és a (grad f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény gradiensének nevezzük a

grad f : Dom(Df) → Rn a 7→ ((∂1f)(a), . . . , (∂nf)(a))

függvényt.

Bevezetjük a ∇f
△
= grad f jelölést, ahol a ∇ szimbólumot nabla-operátornak nevezzük.

3.24. Tétel. Legyen f : Rn → R olyan függvény, mely di�erenciálható az a ∈ Rn pontban. Ekkor
minden x ∈ Rn vektor esetén

((Df)(a))(x) = ⟨(grad f)(a), x⟩

teljesül.

3.25. Tétel. Legyen f : Rn → R tetsz®leges függvény és legyen a, e ∈ Rn. Ha az f függvény di�e-
renciálható az a pontban, akkor létezik az f függvény a pontbeli e iránymenti deriváltja és

(Def)(a) = ⟨(grad f)(a), e⟩ .

3.26. De�níció. Legyen f : Rn → Rn függvény.

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ Rn pontban, akkor a Tr((Df)(a)) számot az f függvény
a pontbeli divergenciájának nevezzük és a (div f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény divergenciájának nevezzük a

div f : Dom(Df) → R a 7→ Tr((Df)(a))

függvényt.

A divergenciára használjuk még a ∇f
△
= div f jelölést.

3.27. Tétel. Ha f : Rn → Rn di�erenciálható az a ∈ Rn pontban, akkor

(div f)(a) =

n∑
i=1

(∂ifi)(a).

3.28. De�níció. Minden f : Rn → R függvényhez bevezetjük a

∆f : Dom(D(grad f)) → R a 7→ (div grad f)(a)

jelölést és a ∆ szimbólumot Laplace-operátornak nevezzük. Tehát formálisan ∆ = ∇2.

3.29. Tétel. Legyen f : Rn → R tetsz®leges függvény. Ekkor minden a ∈ Dom(∆f) elemre

(∆f)(a) =

n∑
k=1

(∂2
kf)(a)

teljesül.

3.30. De�níció. Legyen f : R3 → R3 tetsz®leges függvény.



3.7 FOLYTONOSAN DIFFERENCIÁLHATÓ FÜGGVÉNYEK 23

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ R3 pontban, akkor a

((∂2f3)(a)− (∂3f2)(a), (∂3f1)(a)− (∂1f3)(a), (∂1f2)(a)− (∂2f1)(a)) ∈ R3

vektort az f függvény a pontbeli rotációjának nevezzük és a (rot f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény rotációjának nevezzük a

rot f : Dom(Df) → R3

a 7→ ((∂2f3)(a)− (∂3f2)(a), (∂3f1)(a)− (∂1f3)(a), (∂1f2)(a)− (∂2f1)(a))

függvényt.

A rotációra használjuk még a ∇× f
△
= rot f jelölést.

3.7. Folytonosan di�erenciálható függvények

3.31. Tétel. Legyen f : Rn → Rm olyan függvény, mely di�erenciálható az [a, b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c ∈ ]a, b[, hogy

∥f(b)− f(a)∥2 ≤ ∥(Df)(c)∥ · ∥b− a∥2

ahol
∥(Df)(c)∥ = sup

∥x∥2≤1

∥((Df)(c))x∥2 .

3.32. Tétel. (Véges növekmények formulája.) Ha f : Rn → Rm olyan függvény, mely di�erenciálható
az [a, b] szakaszon, akkor

∥f(b)− f(a)∥2 ≤

(
sup

c∈]a,b[

∥(Df)(c)∥

)
· ∥b− a∥2 ,

ahol
∥(Df)(c)∥ = sup

∥x∥2≤1

∥((Df)(c))x∥2 .

3.33. Tétel. Legyen Ω ⊆ Rn konvex nyílt halmaz és f : Ω → Rm olyan di�erenciálható függvény,
melyre Df = 0 teljesül. Ekkor f állandó.

3.34. Tétel. Legyen f : Rn ↠ R függvény és Ω ⊆ Dom f nyílt halmaz. Az f függvény pontosan
akkor folytonosan di�erenciálható az Ω halmazon, ha minden i ∈ {1, . . . , n} esetén Ω ⊆ Dom ∂if és
a ∂if függvény folytonos az Ω halmazon.

3.35. Tétel. Legyen f : Rn → Rm és Ω ⊆ Dom f nyílt halmaz. Az f függvény pontosan akkor
folytonosan di�erenciálható az Ω halmazon, ha minden i ∈ {1, . . . , n} és j ∈ {1, . . . ,m} index esetén
a ∂ifj függvény folytonos az Ω halmazon.

3.8. Függvénysorozat és függvénysor di�erenciálhatósága

3.36. Tétel. Legyen r ∈ R+, a ∈ Rn, valamint minden n ∈ N esetén legyen fn : Br(a) → Rm di�e-
renciálható függvény. Ha létezik a lim

n
fn(a) határérték és az (Dfn)n∈N függvénysorozat egyenletesen

konvergens a Br(a) halmazon, akkor
1. minden x ∈ Br(a) esetén létezik a lim

n→∞
fn(x) határérték;

2. az f : Br(a) → R, f(x) = lim
n→∞

fn(x) függvényhez egyenletesen konvergál az (fn)n∈N függ-

vénysorozat;
3. minden x ∈ Br(a) esetén

(Df)(x) = lim
n→∞

(Dfn)(x).
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3.37. Tétel. (Függvénysorozat di�erenciálhatósága.) Legyen Ω ⊆ Rn konvex nyílt halmaz, valamint
minden n ∈ N esetén legyen fn : Ω → Rm di�erenciálható függvény. Ha az (f ′

n)n∈N függvénysoro-
zat lokálisan egyenletesen konvergens az Ω halmazon és létezik olyan a ∈ Ω pont, melyre létezik a
lim
n→∞

fn(a) határérték, akkor

1. minden x ∈ Ω esetén létezik a lim
n→∞

fn(x) határérték;

2. az (fn)n∈N függvénysorozat lokálisan egyenletesen konvergenál az f : Ω → Rn, f(x) =
lim
n→∞

fn(x) függvényhez;

3. minden x ∈ Ω esetén (Df)(x) = lim
n→∞

(Dfn)(x).

3.38. Tétel. (Függvénysor di�erenciálhatósága.) Legyen Ω ⊆ Rn konvex nyílt halmaz, valamint
minden n ∈ N esetén legyen fn : Ω → Rm di�erenciálható függvény. Ha a

∑
n

(Dfn) függvénysorozat

lokálisan egyenletesen konvergens az Ω halmazon és létezik olyan x0 ∈ Ω pont, melyre létezik a
∞∑

n=0

fn(x0) összeg, akkor

1. minden x ∈ Ω esetén létezik a
∞∑

n=0

fn(x) összeg;

2. az
∑
n

(fn) függvénysor lokálisan egyenletesen konvergál az f : Ω → Rn, f(x) =

∞∑
n=0

fn(x)

függvényhez;

3. minden x ∈ Ω esetén (Df)(x) =
∑
n∈N

(Dfn)(x).

3.9. Inverzfüggvény tétel

3.39. Tétel. (Inverzfüggvény tétel.) Legyen f : Rn ↠ Rn tetsz®leges függvény és a ∈ Rn. Ha
a ∈ IntDom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) ̸= 0, akkor létezik olyan Ω ⊆ Dom f nyílt
környezete az a pontnak, melyre

1. f |Ω injektív;
2. f(Ω) nyílt halmaz;
3. f |Ω homeomor�zmus Ω és f(Ω) között;
4. az (f |Ω)−1 függvény di�erenciálható;
5. minden x ∈ Ω pontra

(D((f |Ω)−1))(f(x)) = ((Df)(x))−1

teljesül;
6. a D(f |Ω)−1 függvény folytonos az f(a) pontban.

3.10. Implicitfüggvény tétel

3.40. Tétel. (Implicitfüggvény tétel.) Legyen f : Rn ×Rm ↠ Rm tetsz®leges függvény. Ha (a1, a2) ∈
IntDom(Df), Df folytonos az (a1, a2) pontban és det(∂2f)(a1, a2) ̸= 0, akkor létezik olyan Ω1, Ω2

nyílt környezete az a1, a2 pontnak, melyre
1. Ω1 × Ω2 ⊆ Dom(Df);
2. létezik egyetlen olyan φ : Ω1 → Ω2 di�erenciálható függvény, melyre φ(a1) = a2, minden
x ∈ Ω1 esetén

f(x, φ(x)) = f(a1, a2) és (Dφ)(x) = − ((∂2f)(x, φ(x)))
−1

(∂1f)(x, φ(x))

teljesül, valamint Dφ folytonos az a1 pontban.
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3.11. Többszörös deriváltak

3.41. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény és k ∈ N \ {0, 1}.
� Az f függvény k-szor di�erenciálható az a pontban ha a ∈ DomD(D(k−1)f).

� Az a ∈ DomD(D(k−1)f) esetben (D(D(k−1)f))(a) ∈ Lin(Rn,Link−1((Rn)
k−1

,Rm)), ennek a
kompozícióját a

ρk−1 : Lin(Rn,Link−1((Rn)
k−1

,Rm)) → Link((Rn)
k
,Rm))

A 7→
(
(x1, . . . , xn) 7→ (A(x1))(x2, . . . , xn)

)
izometrikus bijekcióval jelölje (D(k)f)(a). Az f függvény k-adik deriváltjának nevezzük a

D(k)f : DomD(D(k−1)f) → Link((Rn)
k
,Rm) a 7→ ρk−1 ◦ (D(D(k−1)f))(a)

függvényt.

� Az f függvény k-szor di�erenciálható, ha Dom f = DomD(k)f .

� Az f függvény k-szor folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és D(k)f folytonos függ-
vény. Az A ⊆ Rn nyílt halmazon értelmezett, Rm érték¶, k-szor folytonosan di�erenciálható
függvények halmazát Ck(A,Rm) jelöli.

� Az f függvény végtelenszer di�erenciálható, ha minden k ∈ N esetén k-szor di�erenciálható.
Az A ⊆ Rn nyílt halmazon értelmezett, Rm érték¶, végtelenszer di�erenciálható függvények
halmazát C∞(A,Rm) jelöli.

3.42. Tétel. Legyen Ω ⊆ Rn nyílt halmaz, k ∈ N+ és f : Ω → R k-szor di�erenciálható függvény.
Ekkor minden a ∈ Ω és x(1), . . . , x(k) ∈ Rn esetén

((D(k)f)(a))(x(1), . . . , x(k)) =

n∑
i1,...,ik=1

((∂i1 . . . ∂ikf)(a)) · x
(1)
i1

x
(2)
i2

. . . x
(k)
ik

.

3.43. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parciális deriváltakról.) Legyen Ω ⊆ Rn

nyílt halmaz és f : Ω → R olyan függvény, hogy minden i, j ∈ {1, . . . , n} index esetén a ∂i∂jf
függvény folytonos az Ω halmazon. Ekkor minden i, j ∈ {1, . . . , n} indexre ∂i∂jf = ∂j∂if teljesül az
Ω halmazon.

3.44. Tétel. Legyen Ω ⊆ Rn nyílt halmaz, k ∈ N+ és f : Ω → R olyan függvény, hogy minden
i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} index esetén a ∂i1 . . . ∂ikf függvény folytonos az Ω halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan di�erenciálható és minden a ∈ Ω pontban (D(k)f)(a) szimmetrikus k-lineáris leképezés.

3.12. Taylor-sorfejtés

3.45. De�níció. Legyen k ∈ N+, f : Rn → R függvény és a ∈ Dom(D(k)f). Az f függvény a pontbeli
k-ad fokú Taylor-polinomjának nevezzük a

T f
k,a : Rn → R (x) 7→ T f

k,a(x)
△
=

k∑
l=0

1

l!
((D(l)f)(a))(x− a)[l]

polinomot, amit az

T f
k,a(x) = f(a) +

k∑
l=1

1

l!

n∑
i1,...,il=1

((∂i1 . . . ∂ilf)(a)) (xi1 − ai1) · . . . · (xil − ail).

alakban is felírhatunk. Ha f végetelenszer di�erenciálható az a ∈ Dom f pontban, akkor az f függvény
a pontbeli Taylor-sorának nevezzük a

T f
a : Rn → R T f

a (x)
△
=

∞∑
k=0

1

k!
((D(k)f)(a))(x− a)[k]

hatványsort.
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3.46. Tétel. (Taylor-formula skalárérték¶ függvényekre.) Legyen k ∈ N+, a, b ∈ Rn és f : Rn → R
olyan függvény melyre [a, b] ⊆ Dom f . Tegyük fel, hogy az f függvény k-szor folytonosan di�erenci-
álható az [a, b] halmazon és (k + 1)-szer di�erenciálható az ]a, b[ nyílt szakaszon. Ekkor létezik olyan
ξ ∈ ]a, b[, melyre

f(b) =

k∑
i=0

1

i!
((D(i)f)(a))(b− a)[i] +

1

(k + 1)!
(D(k+1)f)(ξ)(b− a)[k+1].

3.47. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k ∈ N+, a, b ∈ Rn és f : Rn → R olyan függvény melyre
[a, b] ⊆ Dom f . Tegyük fel, hogy az f függvény k-szor folytonosan di�erenciálható az [a, b] halmazon
és (k + 1)-szer di�erenciálható az ]a, b[ nyílt szakaszon. Ekkor

∣∣∣f(b)− T f
k,a(b)

∣∣∣ ≤ ( sup
x∈]a,b[

∥∥∥(D(k+1)f)(x)
∥∥∥) · ∥b− a∥k+1

(k + 1)!
.

3.48. Tétel. (In�nitezimális Taylor-formula skalárérték¶ függvényekre.) Legyen k ∈ N+, f : Rn → R
és a ∈ Rn, melyhez létezik olyan r ∈ R+, hogy az f függvény k-szor di�erenciálható a Br(a) halmazon
és D(k)f folytonos az a pontban. Ekkor

lim
x→a

f(x)− T f
k,a(x)

∥x− a∥k
= 0.

3.13. Lokális széls®érték jellemzése

3.49. De�níció. Legyen f : Rn → R és a ∈ Dom f .

� Az f függvénynek lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden x ∈
Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≥ f(x).

� Az f függvénynek lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden x ∈
Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≤ f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) > f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) < f(x).

� Az f függvénynek lokális széls®értéke van az a pontban, ha lokális minimuma vagy lokális ma-
ximuma van az a pontban.

� Az f függvénynek szigorú lokális széls®értéke van az a pontban, ha szigorú lokális minimuma
vagy szigorú lokális maximuma van az a pontban.

3.50. Tétel. Legyen f : Rn → R tetsz®leges függvény és a ∈ Dom(Df). Ha az f függvénynek lokális
széls®értéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

3.51. Tétel. Legyen f : Rn → R, 1 < k ∈ N és a ∈ Rn, melyhez létezik olyan r ∈ R+, hogy az
f függvény k-szor di�erenciálható a Br(a) halmazon és D(k)f folytonos az a pontban. Tegyük fel
továbbá, hogy minden i ∈ N, 1 ≤ i < k esetén (D(i)f)(a) = 0 és (D(k)f)(a) ̸= 0.

1. Ha az f függvénynek lokális maximuma van az a pontban, akkor k páros és a (D(k)f)(a)
multilineáris leképezés negatív.
2. Ha az f függvénynek lokális minimuma van az a pontban, akkor k páros és a (D(k)f)(a)
multilineáris leképezés pozitív.
3. Ha a (D(k)f)(a) multilineáris leképezés pozitív de�nit, akkor az f függvénynek szigorú lokális
minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D(k)f)(a) multilineáris leképezés negatív de�nit, akkor az f függvénynek szigorú lokális
maximuma van az a pontban.
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5. Ha a (D(k)f)(a) multilineáris leképezés inde�nit, akkor az f függvénynek nincs lokális széls®-
értéke az a pontban.
6. Ha k páratlan, akkor az f függvénynek nincs lokális széls®értéke az a pontban.

3.52. De�níció. Legyen f : Rn → R és a ∈ Dom f . Ha az f függvény kétszer di�erenciálható az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D(2)f)(a) inde�nit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f függvénynek.

3.14. Feltételes széls®érték

3.53. Tétel. Legyen k ∈ N+, f : Rn ↠ R folytonosan di�erenciálható függvény, valamint minden i ∈

{1, . . . , k} esetén legyen gi : Rn ↠ R folytonosan di�erenciálható függvény. Tekintsük a H =

k⋂
i=1

−1
gi (0)

halmazt. Tegyük fel, hogy az a ∈ H∩Dom f olyan pont, hogy a ((Dgi)(a))i∈{1,...,k} rendszer lineárisan
független. Ekkor, ha az f |H függvénynek lokális széls®értéke van az a pontban, akkor egyértelm¶en
léteznek olyan α1, . . . , αk ∈ R paraméterek, melyekre

(Df)(a) =

k∑
i=1

αi((Dgi)(a))

teljesül.

3.15. Konvexitás di�erenciális jellemzése

3.54. De�níció. Legyen f : Kn → R függvény és A ⊆ Kn konvex halmaz.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény konvex az A halmazon, ha minden x, y ∈ A és t ∈ [0, 1] esetén

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

teljesül.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény szigorúan konvex az A halmazon, ha minden x, y ∈ A és
t ∈ ]0, 1[ esetén

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y).

� Az f függvény konkáv az A halmazon, ha −f konvex az A halmazon.

� Az f függvény szigorún konkáv az A halmazon, ha −f szigorúan konvex az A halmazon.

� Az f függvény (szigorúan) konvex/konkáv, ha f (szigorúan) konvex/konkáv a Dom f halmazon.

3.55. Tétel. Legyen Ω ⊆ Rn konvex nyílt halmaz és f : Ω → R kétszer di�erenciálható függvény.
Ekkor az alábbi állítások ekvivalensek.

1. Az f függvény konvex.
2. Minden x, y ∈ Ω esetén

f(x) + ((Df)(x))(y − x) ≤ f(y).

3. Minden x ∈ Ω esetén (D(2)f)(x) pozitív.

3.56. Tétel. Legyen Ω ⊆ Rn konvex nyílt halmaz és f : Ω → R kétszer di�erenciálható függvény.
1. Az f függvény pontosan akkor szigorúan konvex, ha minden x, y ∈ Ω, x ̸= y esetén

f(x) + ((Df)(x))(y − x) < f(y)

2. Minden x ∈ Ω esetén (D(2)f)(x) pozitív de�nit, akkor f szigorúan konvex.
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4. Fourier-sorok

4.1. Trigonometrikus polinomok

4.1. De�níció. Legyen V vektortér a K számtest felett. Azt mondjuk, hogy a

⟨·, ·⟩ : V × V → K (x, y) 7→ ⟨x, y⟩

leképezés skaláris szorzás, ha
• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ ∈ R+

0 ;

• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0;

• ∀x, y, z ∈ V : ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩;
• ∀x, y ∈ V ∀λ ∈ K : ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩;
• ∀x, y ∈ V : ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

4.2. Tétel. (Cauchy�Schwarz�Bunyakovszkij-egyenl®tlenség.) Legyen V skalárszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x, y ∈ V vektorra

|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩ · ⟨y, y⟩

teljesül.

4.3. De�níció. Legyen V skalárszorzatos vektortér K felett, I nem üres halmaz és minden i ∈ I
esetén legyen 0 ̸= ei ∈ V . Azt mondjuk, hogy az (ei)i∈I vektorrendszer

� ortogonális rendszer, ha minden i, j ∈ I elemre, ha i ̸= j, akkor ⟨ei, ej⟩ = 0 teljesül;

� normált rendszer, ha minden i ∈ I elemre ⟨ei, ei⟩ = 1 teljesül;

� ortonormált rendszer, ha normált ortogonális rendszer;

� teljes rendszer, ha

∀x ∈ V
(
(∀i ∈ I : ⟨ei, x⟩ = 0) → x = 0

)
teljesül.

4.4. De�níció. Az R → C függvények

T (R,C) △
=

{
t 7→

n∑
k=0

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) ∈ F(R,C)
∣∣ n ∈ N,∀k ∈ {0, . . . , n} : ak, bk ∈ C

}
részhalmazát trigonometrikus polinomoknak nevezzük.

4.5. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonságai.)
1. A pontonkénti m¶veletekkel T (R,C) algebrát alkot.
2. Minden P : R → R polinom esetén P ◦ cos ∈ T (R,C).
3. Minden f ∈ T (R,C) és x ∈ R esetén a t 7→ f(t+ x) függvény is trigonometrikus polinom.

4.6. Tétel. (Weierstrass approximációs tétele.) Minden f ∈ C2π(R,C) függvényhez és minden
ε > 0 számhoz létezik olyan φ ∈ T (R,C), melyre ∥f − φ∥∞ < ε teljesül.

4.2. Fourier-féle ortogonális függvényrendszer

4.7. Tétel. Legyen a ∈ R, k, l,m ∈ N olyan, hogy 0 ̸= k ̸= l ̸= m. Ekkor az alábbiak teljesülnek.∫ a+2π

a

cos(kx) dx = 0

∫ a+2π

a

sin(kx) dx = 0∫ a+2π

a

cos2(kx) dx = π

∫ a+2π

a

sin2(kx) dx = π∫ a+2π

a

cos(mx) cos(lx) dx = 0

∫ a+2π

a

sin(mx) sin(lx) dx = 0∫ a+2π

a

cos(mx) sin(kx) dx = 0
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4.8. Tétel. Legyen a, b : N → R olyan sorozat, hogy az

Sn : [−π, π] → R t 7→ a0 +

n∑
k=1

ak cos(kt) + bn sin(kt)

függvénysorozat egyenletesen konvergál az f határfüggvényhez a [−π, π] intervallumon. Ekkor minden
k ∈ N+ esetén

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f, ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt) d t, bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt) d t

teljesül.

4.9. Tétel. A C2π(R,C) vektortéren tekintsük a

⟨·, ·⟩ : C2π([−π, π] ,C)× C2π([−π, π] ,C) → R (f, g) 7→
∫ π

−π

fg

leképezést.
1. A fent de�niált m¶velet skaláris szorzás.
2. A {

x 7→ 1√
2π

einx | n ∈ Z
}

vektorrendszer ortonormált és teljes.
3. A {

x 7→ 1√
2π

, x 7→ cos(nx)√
π

, x 7→ sin(nx)√
π

∣∣∣ n ∈ N+

}
vektorrendszer ortonormált és teljes.

4.3. Függvény Fourier-sora

4.10. De�níció. Ha f : R → R olyan függvény, melyre f |[−π,π] ∈ R([−π, π] ,R) teljesül és 2π szerint
periodikus, akkor az f függvény Fourier-együtthatóinak nevezzük a

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt) d t ∀k ∈ N+

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt) d t ∀k ∈ N+

számokat. Az f függvény x ∈ R pontbeli Fourier-sorának nevezzük a

a0 +

n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

sort. A Fourier-sor n− edik részletösszeg-függvényének nevezzük az

Sn : R → R x 7→ a0 +

n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

függvényt.

4.11. Tétel. Legyen k ∈ N és f ∈ Ck(R,R) 2π szerint periodikus függvény. Ekkor minden n ∈ N+

esetén a Fourier-együtthatókra

an =
(−1)k

πnk

∫ π

−π

f (k)(t) cos
(
nt− k

π

2

)
d t

bn =
(−1)k

πnk

∫ π

−π

f (k)(t) sin
(
nt− k

π

2

)
d t
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teljesül. Továbbá a Dk =
1

π

∫ π

−π

∣∣∣f (k)
∣∣∣ jelölés mellett minden n ∈ N+ számra

|an| ≤
Dk

nk
|bn| ≤

Dk

nk
.

4.12. Tétel. Minden f ∈ C2(R,R) 2π szerint periodikus függvény esetén a Fourier-sor részletössze-
geib®l álló (Sn)n∈N függvénysorozat egyenletesen konvergál az f függvényhez.
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