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1. Kvantummechanika

Ebben a részben attekintjiik a kvantummechanika axiémait, majd részletesebben be-
szélink az id&fejlédésr6l. Bevezetjik a kvantumcsatorndk fogalmat illetve a Holevo-
kapacitasukat. Végiil kiszdmoljuk a kapacitast egy jol kezelhets csatorna-csaladra.

1.1. A kvantummechanika axiomai

A kvantummechanika felépitésekor 6t ,axiéomét” szokas hasznéalni. Ezek: az allapot, a
fixikai mennyiségek, a mérés, az Osszetett rendszerek és a zart rendszerek idéfejldésének
leirasa. Az alabbiakban ezeket ismertetjiik.

Allapotok. Véges szabadsagi fokt kvantumrendszert egy H véges dimenzios bels6 szor-
zatos téren frunk le. A rendszer allapotat sdriségi mdtrizokkal jellemezziik, ezek a

SH)={p:H—=Hlp>0Trp=1}
matrixok halmaza.
1. Allitas. S(H) konvex halmaz.
Bizonyitas. Legyen p, u € S(H), tovabba A € [0, 1]. Ekkor
Tr{\p+ 1 —-Npt=ATrp+(1-N)Tru=1
Tovabbé a konvex kombinaci6é pozitivitas-6rz6 is:
(el(Ap+ (1 = Np)e) = Melpp) + (1 = A)(elup) = 0
Hiszen p és p is pozitiv és A € [0, 1]. O

1. Példa. A két allapotit kvantumrendszereket két dimenzios H = C? Hilbert-
téren irjuk le. A strtiségi matrixok egy szép abrazolasa készithetd el a Pauli matrixok
segitségével:

0e(12) e (20) we (1) - (10) o

Ugyanis ez bazisa a B(H)-beli 6nadjungalt métrixoknak. Ekkor minden stirtiségi métrix

1 /(142 -1y 1
p_ﬁ(x—i—z'y 1_Z>—§(o+x-az+y-ay+z~az)

alakt. Tovabba p pozitiv, ha a determinénsa pozitiv,hisz Trp = 1 > 0). Kiirva:
1—a2?—y*—22>0

azaz x° +y* + 2% < 1. Tehat a B(H)-beli 1 nyomu, pozitiv leképzéseknek megfeleltethetd
egy 1 sugari gomb.
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Fizikai mennyiségek. A H Hilbert-téren leirt fizikai rendszeren értelmezett fizikai
mennyiségeknek B(H)-beli 6nadjungalt operatorokat feletetiink meg. Legyen A spekt-
ralfelbontasa ) . \;P;. Ekkor A a \; értékeket veheti fel, és a valoszintisége, hogy A értéke
Air Tr pP;. Innen az A operéator varhato értéke, ha a rendszer a p allapotban van: Tr Ap.

Meérés. Legyenek a mérés soran felvett értékek \; (i € I). Ekkor az egyes eredmények
kimeneteléhez tartozo valoszintségek Tr pM;, ahol B(H) 5 M; > 0és >, M; = Idpy.

2. Allitas. Legyenck H, K wvéges dimenzids Hilbert-terek tovdbbd I,.J tetszdleges véges
halmazok. Legyenek (A;)icr, (C))jes € B(H) €s (Bi)ier, (Dj)jes € B(K). Ha ), A; ®
Bi = Zj Cj (%9 Dj, akkor ZZAZ : TI‘BZ = Zj Cj : Tl"Dj

Bizonyitas. Atrendezés utan elég beldtni, hogy ha Y, A;® B; = 0, akkor >, A;-Tr B; =
0. Ehhez legyen ¢ € H tetszdleges, ¥; € K (j = 1...dim K) ortonormalt bazis. Ekkor

0= (plAip)(w;|Bitb;) = (| Y | Ai - Tr Bi.gp)
ij i
Amibél ), A; - Tr B; = 0, mert 6nadjungalt (ami hasonléan mutathat6 meg). O

1. Definici6. Legyen F € B(H ® K), (A;)ier € B(H), (B;)icr € B(K). Legyen F =
>.; A ® B;. Ekkor F részleges nyoma a K rendszerre a kovetkez6 B(H )-beli elem:

TrKF:ZA,--TrBi

A fenti &llitas szerint a részleges nyom jol definialt.

Osszetett rendszerek. Legyen két rendszeriink, amit a H és K Hilbert-tereken irunk
le. Ekkor a két rendszerbdl Gsszetett rendszert a H ® K téren irjuk le. Ha a teljes rendszer
allapota p, akkor a részrendszerek allapota rendre py = Trg p és px = Try p.

Zart rendszer id6fejlédése. Legyen py € S(H) és p, € S(H) egy zart rendszer siri-
ségi matrixa 0 és t id6ben. Ekkor létezik U; : H — H unitér, hogy p; = UtpUtT.

1.2. Kvantumcsatornak

Az el6z6 paragrafusban targyaltuk zart rendszerek idéfejlédését. Valos esetekben azonban
a kvantumrendszerek ritkan tekintheték zértnak. Mit mondhatunk nyilt rendszer idGej-
16désérsl? Ha egy nyilt rendszerhez hozzavessziik a kornyezetét, akkor mar zart rendszert
kapunk, amirél tudjuk, hogy unitéren idéfejlédik. Ezzel az otlettel az idéfejlédések egy
gyakorlatban jol hasznélhato csaladja kezelhetd.

Eljiink a kovetkezs feltételezéssel: t = 0 idépontban preparaljuk a rendszert, ekkor szorzat
allapotban van: p = ps ® peny. A teljes (immar zar) rendszer ezutan unitéren idéfejlsdik:

P = Ps S Penv — Ups ® PeanT

Végiil pedig csak a rendszer allapotara vagyunk kivancsiak (a kornyezet valtozdsa nem
érdekes), ezért az iddfejlofejlesztett strtiségi operator:

pS '_> Trenv {U,Os ® peanT}
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Ez a tipusu idéfejlédés altaldban nem unitér, nem reverzibilis. Fizikai példa erre, ha a
kvantummechanikai rendszert termikus elektromagneses térhez csatoljuk, igy modellezziik
a veszteségeket.

A fenti formédban megadott idéfejddéseket néha célszert mashogy is karakterizélni, erre
szolgal a kovetkezd tétel (Kraus, [5])

1. Tétel (Kraus reprezentécio). Legyen p € B(H), R € B(K) strdségi matrizok, U €
B(H) @ B(K) unitér. Ekkor aze: B(H) — B(H), € : p— TrgU'(p @ R)U leképzés

eloall

e(p) = VipVi
alakban, ahol V; : H — H linedris és 3. V;V,' = 1dy.
Bizonyitas. Legyen U = Y A; ® B;. Ezzel

Tex Ulp @ RU = Tre > AlpA; @ BIRB; =~ Alpa; T { BIRB; }

Tekintsiik R spektralfelbontasat: R =), )\iv,-vj . Ekkor R sajatbazisaban:

elp) = Z MeAlpA; - vl Blogw! Biuy

ijkl

Innen a Kraus operatorok értéke leolvashato:
Vie =Y _ Vvl Buw - A
i

Amivel

e(p) =) VipVi
kl
Ugyanakkor nyilvan

> VWil = - Ml B Blug - AiA] = 37 44T T {RB:B] }
kl

ijkl ij
Ezt pedig visszirhatjuk részleges nyomma:

> VuVi = Trg(Id@R)UUT = 1dy
kl

]

A tétel megforditasa is igaz: ha egy B(H) — B(H) linearis leképzés a fenti alaku, akkor
megfelelGen valasztott unitér idéfejlédés részleges nyomaként all els a leképzés:

2. Tétel. Legyen p € B(H), V; : H — H linedris (i € {1,2,...m}) és S, V;V;' = Idy,
tovdbbd € : B(H) — B(H) a kivetkezd leképzés:

e(p) =Y _ VipVi
Ekkor 3K kdérnyezet, peny, € B(K) striség és 3U € B(H) @ B(K) unitér, hogy

e(p) = Treny U(p ® penv)UT
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Bizonyitas. Legyen a K modell-kérnyezet m + 1 dimenzios. Legyen e; (i = 0...m) egy
ortonormalt bazis K-n. Ekkor definidljuk az U : H ® K — H ® K operatort a H ® e
altéren a kévetkez6képp: U(v ® eg) ==, Vv ® e;. Ekkor

(U @ colUv @ eo) = 3 (ViwlViwhlerles) = S (wlViliiv) = (w ® eolo ® co)
ik k

U tehat skalarszorzat-tartd az adott altéren, tehat az egész H @ K térre klterjesztheto
unitérként. Ezzel az U operatorral idéfejlesztve a p ® |eg)(eo| allapotot:

Up ® leo){eolUT = Ulv;)(v;] @ |eo) (eo| U
J
Ahol p pozitivsaga miatt irhato p = Y |v;)(v;|. Igaz tovabba, hogy |v;)(v;| @ |eo)(eo] =
|v; ® ep)(v; ® eg|, mert a szorzat allapotokon ugyanigy hatnak:
(1) {us] & leadeol 1o @ b) = {vsla)eolt) - v & eo) = |v; @ eo){v; @ eola @ b)
Ezért U és UT hatasat kifrva:

> Ulo; @ eo)(v; @ eolUT =D " Vil o) (v Vi ® [ex) €z|—ZVJ,0Vl®|€k><€l|

J Jkl

Innen a részleges nyom képzésre:

Trem} U,O ® |€0 eO‘UT Z V;jpvk

]

A Kraus-alakban elGallo leképzések halmaza ennél b&vebb, ha megengediink tetszéleges
V : H — K leképzéseket, ahol H, K Hilbert-terek. Ekkor ugyanis legyen

2. Definicié (Kvantumcsatorna). Legyen H és K véges dimenziés Hilbert-tér. e :
S(H) — S(K) kvantumcsatorna, ha vannak olyan V; : K — H (i = 1...m) leképzések,

hogy 2. ViVil = Idy és
e(p) =Y _ ViipVi

2. Példa. A részleges nyom képzés elGall Kraus alakban. Legyen H és K véges
dimenzios Hilbert-tér. Legyen |i) (¢ € I) bazis H-n, |j) (i € J) bazis K-n. Legyen
p € B(H® K). Ekkor p =3, |1 ® k)(j ®|. Innen p részleges nyoma a K rendszerre:

Ter—szjkkl (Jl = Zpl]k)l| (J[{m[k){l|m) = Z

ijk ijklm
Ahol V,, : H® K — H a kiévetkez6képp definiélt:
Vinli ® k) = i) (m|k)

A kvantumcsatornék egy masik jellemzését adja Choi tétele . tétel). Ehhez definialjuk
a kovetkezd fogalmakat.
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3. Definici6 (k-pozitivités). € : B(H) — B(K) linearis leképzés k-pozitiv, ha ¢ ® Idy :
B(H) ® M(C) = B(K) ® M(C) leképzés pozitiv.

Legyen p € B(H) ® My (C). Ekkor £ ® Idy pozitivitasa azt jelenti, hogy (¢ ® Idg)p > 0.
Ez nyilvan elvarhat6 minden fizikai ¢ leképzéstsl, hisz ez azt jelenti, hogy a H rendszer
transzformaciodja a kornyezettdl fiiggetlen. Ezt minden kérnyezetre megkdvetelhetd, innen
a kovetkezd definicio.

4. Definici6 (Teljes pozitivitas). € : M,(C) — M,,(C) linearis leképzés teljesen pozitiv,
ha Vk € N-re k-pozitiv.

3. Tétel (Choi). Legyen e : M, (C) — M,,(C) linedris leképzés. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:

1. € teljesen pozitiv.
2. € n-pozitiv.
3. X =3 ,e(Eiy) ® By pozitiv.

4. Létezik véges sok Vi : M,,(C) — M, (C) linedris leképzés, hogy VA € M, (C) esetén
e(A) =2, ViAVz‘T-

Bizonyités M2} Ha e teljesen pozitiv, akkor nyilvan n-pozitiv is.
3| belatasadhoz elég latni, hogy Z E;; ® E;; pozitiv. Ez pedig nyilvan 6nadjungélt,
tovabba

Z Eij ® By - Z E® Ey =Y EjEu®EjjEy=n)Y _ Ey® Ey
ijkl il

tehat mivel egy onadjungéalt matrix négyzete, >, ; Lij @ Ejj tényleg pozitiv.
B Legyen P, = Q; ®1d,,, ahol Q; : C* — C a standard bazis i. elemével valo szorzas:
Qi.v = (e;|v). Ekkor

Qi-Ekl‘Q} = Qi|ek><el|Q; = (esler)(erle;) = dindji
Innen a P, operatorokat az X maétrixra hattatva kapjuk, hogy:

= Z Aije(Ei) Z AlezEle ®e(Ey) = Z AUPXPT
ij

igkl i

X pozitivitasa miatt X = Z)\Zuluj = > . U0 Z, ahol v; = v \u;. Legyen (eg)p—1., C"
(méar rogzitett) standard bazisa, és definialjuk a V) operatorokat: Pu, = Vie;. (Ekkor
Vi-k C" — C™ tipust leképzések matrixai.) Ezzel a definicioval

= ZAZJ‘/]CQG;FVJ = Z V;CAUEUV;@ - Z VkAV;j
ijk ijk K

41} Errdl az alakrol latszik a teljes pozitivitas: ha v € C" ® CF, tovabba A € M, (C) ®

M, (C) pozitiv, akkor

Ve @ 1dp)Av =01 Y " e(Ay) @ Eyv =t Y VAV @ Eju = ZujAul >0

i a5l

ahol u; = (V' @ Idy)v, tovabba A = > Aij ® Eij, ahol A € M, (C). O
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3. Példa. Az My(C) — M,(C) kvantumcsatorndk a Bloch-gémb specialis affin
leképzései. Ezek egyrészt pozitivak, tehat a gémbot énmagaba viszik, mésrészt a tel-
jes pozitivitasnak kell teljesiilnie. FErre példa a Bloch-reprezentacioban kovetkezsképp
megadott kvantumcsatornédk halmaza:

1 1
€: 5(00 +zo, +yo, + z0,) — 5(00 + axo, + ayo, + (az + b)az)

Ennek a csatornanak a hatasa a kévetkezd: Osszenyomja a Bloch-gombot az a-szoroséra,
majd eltolja az északi polus felé b-vel. Kérdés, hogy a és b mely értékeire lesz ez tényleg
kvantumcsatorna. Ennek eldontésére elGszor is megkonstrualjuk a Choi-reprezentéciot:

Lath 0 a

0 =g 0

X - O 0 1—a—b 0
a 0 0 1+; b

(Megjegyzés: < 8 é és ( (1) 8 ) nem tartalmaz oy komponenst, igy a linearitas miatt

nem is kell eltolni.)
X sajatertékei: 1=gtb 1-a=b ltatyvd da?+b* 1+“_V4“2+b . Ahhoz, hogy a leképzés teljesen

pozitiv legyen, X poz1t1v1tasa szukseges Ehhez pedlg a négy sajatérték pozitivitasa kell.

1. abra. A porzitivitasi (piros) és CP tartomény (lila) a e : 3(co+z0o,+yo,+20.) — 2 (o0+
axo, + ayo, + (az + b)az) leképzés esetén. A zold Vonalak a Choi-matrix sajatértékeinek
zérus helyei.

A feltételeket [I abran tiintettiik fel. Az abran pirossal jeloltiik azt a tartomanyt, ahol
a leképzés pozitiv, mig lilaval azon tartoményt, ahol a leképzés teljesen pozitiv. A zold
vonalak a Choi-matrix egyes sajatértékek elGjelvaltasanak helyei.
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Megjegyzés A bizonyitasbol latszik, hogy ha k < oo, akkor az ¢ : M, (C) — M,,(C),
e A Zf V;TAV; leképzés elgallithatd maximum (és igy pontosan) n-m darab operator
segitségével is.

Egy adott kvantumcstornat kiillonb6z6 Kraus-operatorokkal is leirthatunk. Kérdés, hogy
mi ezek kozott a leirasok kozott a kapcesolat. [5]

4. Tétel (Kraus). Legyen H és K véges dimenzids Hilbert-tér. Legyenek V; és W; (i €
{1...k}) linedris leképzések K — H. Ekkor

k k k
A)EZWAVZ,:ZWJAV[@ VA e M,(C) <+ V%ZZUMWJ‘

i=1 i=1 j=1
ahol U € My (C) unitér.
Bizonyitas. Ha V; = >, U;;W;, akkor U}; = U]TZ- miatt
Z VIAV; = UTWIAU W, =) 6, Wi AW, = Y " Wi AW,
ijl gl j

amit bizonyitani kellett.
A maésik irdanyhoz legyen e; (i = 1...n) bazis H-n, E;; = |e;)(e;|. Legyen tovabba

X = ZE” ®€ z] ZE@]@V 'sz :Z <Z‘€Z®VET€1>><Z<€Z®VET61‘>
% l % )

ijl

Legyen v; = ). e; ® VlTei illetve w; =) . ; ® T/VlTei. Ezzel
X = o) (vl =Y |wi){w|

Legyen i) i € {1...m} X egy sajatbazisa (i|i) = \; sajatértékekre val6 norméalassal.
Ekkor w; =} a;;|j). Innen

X = R = e ] = 210

ijk

Ok = Y _ agag, = (aal)
[

Tehat a unitér. Ez v-re is elmondhato, igy vy = >, uw;. Ezt kiirva:

Z € ® V]Jei = Z Ugg * € @ VVlTei

% il

Ahonnan

e;-k linearisan fliggetlenek, igy

V,Jei = Z ukﬂ/VlTei
!

Ez minden e;-re igaz, igy a teljes térre is, azaz U = ul jeloléssel

= UuW,
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Legyen N kvantumcsatorna. Ez id6fejleszti a stirtiségi operatort (Schrodinger kép). Ez-
zel szemben a Heisenberg-képben a stirtiségi operator allando, a mérhetd mennyiségeket
reprezentalo operatorok idéfiiggdek. A két kép akkor ugyanaz, ha a mennyiségek varhato
értékei megegyeznek, ezért a fizikai mennnyiségeket N7 id6fejleszti:

N (p)]A) = (pINT(4))
N1 alapvets tulajdonsagait az aldbbi tételben foglaljuk Gssze:

5. Tétel. Legyen N : B(H) — B(K) kvantumcsatorna, N'(p) = S Vi pVi, ahol V; : K —
H operdgtorok (i = 1..k), amikre 3. V;V;' = Idy. Ekkor NT: B(K) — B(H)-ra igaz:

o Nt(Idg) = Idy

o Ni(4) = vAV]

o NT(AA) < NT(ANT(A)
Ahol A € B(K) onadjungadlt.

Bizonyitas.
N(p)|A) => TV pViA = Tr pV; AV}

Innen Nt hatasa:
NT(A) = VAV

Ekkor N nyilvan egységtarto, hisz S V;Vil = Id.
A Schwartz-egyenlGtlenség bizonyitasahoz kell, hogy

D VAAV] 2 ) VAVV,AV]
i ij
Legyen ¢ € H tetszSleges, o; = AV;Tgo (azaz ekkor ¢; € K), |i) (i = 1...k) ortonormalt
bazis C*-n illetve ¢ = ", i) ® ¢;. Ekkor

Z(@‘V}AAVZ'T@ = Z<%|%> = Z<Z|J><%|%> = (¢|®)

2 1 ij
A jobb oldal atalakitasdhoz legyenek az U, ,I : C* @K — H operatorok a kovetkezSképpen
definiélva (v; € K):
U iy @uv = (kli) - Vivy = Vi

7

Ekkor U,I adjungaltja a kovetkezd Uy, : H — C* @ K operétor:
Upv = k) @ Vv

Hiszen

(UL Z [i) © wilv) = (Viwglv) = (wil Vi) = D (k) (wil Vi)

Innen az egyenl6tlenség jobb oldala:

D VAV AV o) = (@i|ViTVigs) =) (i@ oUW Uj ® @) = (¢|UTUT6)

i i ijkl
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Mert U,Zgzﬁ = V,Jgak illetve hasznaltuk az U = ), Uy jelolést. Tehat elég, ha HUUTH <1
Viszont ||UUT|| = ||UTU|| és

WUy = S (UelUze) = S5} - @ViVie) = S (IViVile) = (olo)

i ij 7

Tehat ||UUT|| = 1. O

1.3. Kvantumcsatorndk Holevo-kapacitasa

A kvantumos kommunikaci6 legegyszertibb esetében egy X véges halmazt kodolunk stirt-
ségi méatrixokkal. A kommunikaciot kvantumcsatornaval modellezziik, mert egy akkor
preparalt allapoton végziink valamilyen fizikai operaciot. A kommunikacioé végén szeret-
nénk visszanyerni az informéaciot . abra). A kodolas josagat az jellemzi, hogy mennyire
tudjuk megkiilonboztetni a kapott eredményeket.

Legyen p valoszintiségi eloszlas X-en, ez jellemzi a kodszavak (z € X) relativ gyakorisagat.
Legyen ¢ : X — S(H),z — p, a kodolas. Modellezze N kvantumcsatorna az informacio-
tovabbitast.

v e X Kodolas 0. € S(H) Csatorna /\/(px) Dekodolas

2. abra. Klasszikus kvantum informaéacidatviteli séma

Legyen p = > pa.p,. Ekkor a Holevo mennyiség jellemzi a kodolas informaciotartalmat:

XN, p,0) = SN (p) = > peSN(px))

Ez a mennyiség atirhat6 a kovetkezd alakba (legyen N(p) = o):

X = Z—Trpxamlna +p,Tro,Ino, = prTrax(lnax —Ino) = prH(axHa)

T

Ezen az alakon latszik, hogy az allapotok a Holevo-mennyiség az allapotok egy ,atlagos”
allapottol vald megkiilonboztethet&ségét jelenti.

A Holevo-kapacitas a Holevo-mennyiség szuprémuma a lehetséges kodolasokra és elosz-
lasokra, ez kifejezi az adott csatornan klasszikus kodolassal elérhets legjobb informécio
atvitelt.

Cro(N, A) = sup{x(N,p, )| Y _ paps € A}
f %2 -

A Holevo-kapacitas szamolasahoz alapvetd tételeket tartalmazza [7]. Ennek alapjan ha-
ladunk a kovetkezkben.

Legyen D olyan stirtiség, amire Vo € X esetén H(o,, D) < R. Ekkor a relativ entropiara
vonatkozo Steiner-tétel alapjan:

X=> p:H(0s,0) = p,H(0,, D)= H(0,D) <) p,H(0,,D)=R (2

Tehéat ha van olyan D striiség, hogy Vax € X esetén H(o,, D) < R, akkor a Holevo-
kapacitas nem nagyobb, mint R. Ez a D strtség egy koréirt kor kozéppontjanak felel
meg, R a kor sugara. Innen a motivacié a kovetkezd definiciora:
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5. Definicio. Legyen A C S(H) és

RA(O) =sup H(z,0)

€A
R4(0) az A halmaz O-t0l legtavolabbi pontjanak O-tol vett tavolsaga.

3. Allitas. R4(O) konvex.

“ e,

ARA(O1) + (1 = AN)Ra(O2) = Asup H(z,01) + (1 — A)sup H(y, O2) (3)

€A yeA

A jobb oldal alulrél becsiilhets a két sup Osszegének becslésével:

Asup H(z,01) + (1 — X)sup H(y, O2) > sup {)\H(x, O1)+ (1 =N H(z, 02)} (4)

€A yeA z€A

H konvex a mésodik valtozojaban (altalanosabban: [17] 4llitas), ezért

am{kH@¢hy+ﬂ—Aﬂﬂm0g}ZsmﬂﬂmAOy+ﬂ—AXb) (5)

z€A €A
Végiil visszairva R, definiciojat kapjuk a bizonyitand¢ allitast,
)\RA(Ol) + (1 — /\)RA(OQ) > RA(/\Ol + (1 — )\)02)
O

A Holevo-kapacitas felsé korlatjanak vizsgélatakor azt a D strtiséget érdemes vizsgélni,
amihez tartozo R(D) a lehets legkisebb. Ez a {o.|x € X} koréirt korének a sugara a
kovetkezd értelemben:

6. Definicié. Egy A C S(H) halmaz koréirt korének sugara:

R(A) = inf { HD@}:'f}zo
()= ol 1 5w HID.O)p = nf, Ra(0)
Azaz R a legkisebb tavolsdg, amire létezik olyan O pont, hogy A minden pontja nincs
messzebb O-t6l, mint R.

Az A C S(H) halmaznak egyértelmiien létezik a koréirt kor kézéppontja (ha R(A) < co),
azaz 310 RA(O) < Ra(D) minden D striiségre. Valoban, R4(O) konvex és alulrol félig
folytonos S(H) belsejében.

4. Allitas. Legyen B C S(H) véges halmaz, O a kéréirt kér kézéppontja, R a koréirt
kor sugara. Ekkor 3C C B, |C| > 1 részhalmaz, hogy C koréirt kor kézéppontja O és
Vo € C-re

H(z,0)=R

Bizonyitas. Legyen C' a kdvetkez6 nem iires halmaz:

C ={z € B|H(z,0) = R}
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|B| < 00, ezért van olyan ¢ > 0, hogy
H(z,0) < R—¢ Vze B\C
Legyen C' koréirt korének kozéppontja P, sugara r < R. Legyen Q = AP + (1 — \)O.
MegfelelGen kis A mellett H folytonosaga miatt
H(z,QQ) <R Vze B\C
llletve H konvexitasa miatt minden x € C-re:
H(z,Q)=H(z, AP+ (1-XQ)) <A+ (1—-MNR

Tehat R = r és O = Q = P. Emiatt |C| > 1, hisz egy elemd halmaz koréirt kérének
sugara 0. n

5. Allitas. Véges B halmaz koréirt kor kézéppontja Hull(B) = C konvez burkdban van.

Bizonyitas. Legyen a O ¢ C tetsz6leges pont. H folytonos és konvex az elsé valtozoja-
ban, ezért ' X € C, hogy H(X,0) < H(y,O) minden y € C-re. Ekkor elég kis € > 0O-ra

H(y,eX+(1-¢)O) < H(y,0) VyecC
A konvexitast hasznalva
H(y,eX +(1—¢)0) <eH(y,X)+ (1 —¢)H(y,0)
Tehat elég belatni, hogy H(y, X) < H(y,O). A kulcs H derivaltja az els6 valtozoban.

%H(X—i—t(y—X),O) - Tr{(1+1nX—1n0)(y—X)} — H(y,0)— H(X,0) - H(y, X)

Mivel X volt az O-hoz legkozelebbi pont,

Ez H(x,0) > 0 miatt a kivant egyenlStlenséget adja, igy a koréirt kor kozéppontja nem
lehet a konvex burkon kiviil. O

A Holevo-mennyiségben stirtiségek véges halmazait vizsgaltuk, mig a kapacitds esetén
barmilyen véges részhalmazt megengedtiink N képébél. Ez motivéilja a kovetkezs tételt:

6. Allitas. Legyen A C S(H) dgy, hogy R4 < oo. Ekkor a koréirt kor sugara a véges
részhalmazok sugarainak szuprémuma:
sup R = R4
BCA, |Bl<
Bizonyitas. Nyilvin Rp < Ry4. Forditva A stirtin beracsozhaté véges sok ponttal,
dB C A, |B| < o0, hogy Vx € A legyen olyan y € B, hogy ||z —y|| < J, ahol § > 0

tetszoleges. Legyen K > Ry és h(z,y) = min (H(x,y),K). h folytonos és korléatos,

tovabba egyenletesen folytonos az elsé valtozoban, azaz Ve > 0-ra van véges B C M,
hogy YO € M-re legyen y € B ugy, hogy |h(z,0) — h(y,O)| < e globalisan. Erre a B
részhalmazra nyilvan

. .
obl B I O 2 fa =

Tovabba

inf max H(z,0) > maxh(z, O)
OeM z€B z€B

Ezzel az allitast belattuk. O
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6. Tétel. A Holevo-kapacitds az dllapottér képének, N'(S(H))-nak a koréirt korének su-
gara:

Cho = Rar(s(my)

Bizonyitas. A [2 egyenlet alapjan a y Holevo-mennyiség feliilrsl becsiilhets a koréirt
kor sugaraval, igy a [0 allitas szerint a Holevo-kapacitds nem nagyobb, mint N'(S(H))
koréirt korének sugara:
Cro < Bu(s(my)

Forditva legyen r < Ry(s(my), ekkor a [0 allitas szerint van olyan B C N(S(H)) véges
halmaz, hogy a koréirt korének sugarara Rp > r. A [ allitas szerint feltehets, hogy
H(z,0) = R minden = € B-re, ha O a koreéirt kér kozéppontja. Az 5| allitas szerint O
a konvex burokban van, igy van olyan p valszintiségi eloszlas B-n, hogy O = _p p.o.
Erre viszont

CHOZX:prH(x,O) =Rp>r

zeB
Tehat Cy, = RN(S(H)) ]

4. Példa. Tekintsiik a[3] példaban szerepl csatornékat,
1 1
€ 5(00 + x0, + yo, + z0,) > 5(00 + azo, + ayo, + (az + b)o.)

Szimmetria okokbol a koréirt kor kozéppontja (0,0, &)-ben van, ahol £ € (b — a,b+ a).
Egy altalanos stisriiségi matrix € képébdl:

I /1+az+b ar—iay
2\ ar+iay 1l—az—">

Ennek tavolsidga a kozépponttol:

1 1 11— 11—
H(p,O)=Tr{plnp—phO} = ;Tln ;T—k 2rln QT—Trpan

Ahol r = y/a®2? + a?y? + (az + b)2. A mésodik tagot is kiszamolva:

1 1 1 - 1— 1 b, 1 l—az—b,  1-—
H(p,0) = o +r+ " r_ltaez+b, +<& az—b 13
2 2 2 2 2 2 2 2

Gombi koordinatakban az 4+ b = r - cos ¢. Ezt behelyettesitve

1 1 1-— 1-— 1 1 1-— 1-—
H(p,0) = +r1n +r+ " ro +7’cosgo1n +& reosg. £
2 2 2 2 2 2 2 2

H konvex az elsé valtozojaban, igy elég csak a képtér szélén keresni a maximumot. Ez
viszont az 72 4+ b? — 2rbcos ¢ = a® kényszert jelenti (3l abra).
Ebbdl cos ¢ kifejezhetd:
P24 b2 — 2
COSp = ——
Ezt visszairva H kifejezésébe kapjuk:

1 1 11— 1-
H(p,0) = ;Tln J2r7“+ 27"111 2r+c-7’2+d
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3. abra. A vizsgalt csatorna képe: Q = N (% Id), p tetszdleges stirtiségi matrix, %Id a
Bloch-gémb kozéppontja.

4. abra. H(p,O) értéke r fiiggvényében kiilonbozs ¢ értékekre
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Ahol
o1 1-¢
¢ = 7 n1+€
Poa? 1-¢ 1 1 1
d = Cplzf o1 e 1 1-¢

b 1+E 20 2 20 2

Al abran feltiintettik H(p, O) = f(r) értékeit r fiiggvényében kiilénb6z6 ¢ paraméterek
mellett. Az abran latszik, hogy f kis r-re lehet konkav, de akkor monoton csokken, mig
nagy r-re konvex. Vizsgaljuk meg f derivaltjat és masodik derivaltjat!

8,,111'(p,0):11r11+7n4—%91r11_g

2 1-—r 1+

| 1 1-¢

21 - Sl P
Ol O) =5+ 17

Innen latszik, hogy ha 2¢ > —1, akkor f végig konvex, monoton névs. Ha 2¢ < —1, akkor
f monoton csokken, majd konvexszé valt, végiil monoton né. Tehat H a maximumat az
(la —b|,a+b) intervallumon a széleinél veszi fel. Ekkor viszont a koréirt kor kozéppontja
ugy helyezkedik el, hogy H(pi,0) = H(p2,0), ahol p; a kép északi polusa, p, a déli
polus.

Tehat kell, hogy Hy; = H,, ahol

o= 2 b b Ao ddn g 16 1ong 128

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1-— 1-— 1 1 1-— 1-—

H, = +T21n +T2+ Tan "2 _ +r21n +€— rzln §
2 2 2 2 2 2 2 2

ésry =a—+billetve ro = b — a a kép két atellenes pontja az észak-déli tengelyen.
Innen atrendezéssel
(&1 1 + f T2 1 + f

—S(ry) — §1n ¢ = —S(ry) — Eln

Ahol S az entropia. Ezért &-re:

5:2 S(p1) = S(p2)
14¢ Ty — T

In

Innen ¢ kifejezhetd, amib8l mar a kpapcitas mértéke is adodik. Az eredményt az[hl abran
tiintettem fel. Vegyiik észre, hogy a kapott eredmény tiikrozi az alapvets elvarasainkat:
a = 0 esetben a kapacitas 0, hiszen mindent 1 pontba nyomunk 6ssze. b = 0 esetben
pedig a kapacités log(2) — S(b) szerint valtozik.

2. Affin terek geometriaja

A diplomamunka soran vizsgalt két objektum, az allapottér és a csatornak tere is véges
dimenzids affin terek konvex, nyilt részhalmazaiként (illetve ilyenek lezartjaiként) all eld.
Ezeken a tereken létezik egy természetes skalarszorzas, a Hilbert-Schmidt skalarszorzéas.
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5. abra. A ¢ : (00 + xo, + yo, + z0.) — 3(00 + azo, + ayo, + (az + b)o.) leképzés
kapacitasa. A szamolt értéket a teljes pozitivitasi tartoméanyon kiviil is feltiintettiik.

Igy a kovetkezokben a véges dimenzios, belsé szorzatos affin terek nyilt részhalmazainak
geometriajat vizsgaljuk. A felépitésben a [3] jegyzetet kovetjiik.

Legyen V affin V' valos vektortér felett, dimV < oo, ezért V irdnyithatd. Legyen adott
egy (.|.) skalarszorzas, amibdl a szarmaztatott norma ||.||. Legyen M C V konvex, nyilt,
korlatos halmaz.

Jelolje F az f : M — R sima fiiggvények halmazat. Jelolje F, az f : M — R, a € M-ben
akdrhanyszor differencialhato fiiggvények halmazat. Jelolje X az M — V sima leképzések
(vektormezok) halmazat.

7. Definicié (Derivacio). X, : F, — R derivacio, ha
Xo-(Af + pg) =2 Xo.f + 1Xag
Xa'(f ' g) :Xa'f : g(a) + f((l) ’ Xa-g

7. Allitas. F, derivdcidi (a € M régzitett) és 'V elemei kézt 1-1 értelma megfeleltetés
van.

Bizonyitas. Legyen x € V és X, a kovetkezGképp definialva:

d
Xo-f = af(a +t- $)|t:O

X, nyilvan derivacio, hisz linearis és teljesiti a Leibniz-szabalyt.
Forditva: legyen X, derivacio. Ekkor X,.1 =0, mert X,.1 = X,.(1-1) = X,.1-1+ X,.1-1.
Innen linearitas miatt minden c-re X,.c =0 igaz.
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Legyen f.(y) = (z|y). Ekkor z +— f, linearis, z — X,.f, linearis funkcional. Ezért
dz € V, hogy X,.f, = (z|x). Linearis fiiggvényre tehat X,.f, = %fz(a +tx) erre az x-re.
Innen minden sima fliggvény kozelithets a kovetkezSképp:

fla+h) = fla) + (z|h) + (h[C-h) + g(h)

ahol z € V f gradiense, C linearis transzforméacio és g(h)/ ||h|*> — 0, ha ||k]| = 0. Ekkor
X, hatasa a mésodik tagra komponensenként kiirva

Xo-(h|C.h) = Xo. >~ Ciglhles)(e;|h) =D~ Cij((eilz) (el h) + (ejla) (hle:))],_, = 0
Végiil az utols6 tag derivaltja:
Xa-(IBl* - g(h)/10]1*) = Xa- [[P]* - 0+ 0 Xo.(g(R)/ [|1]|*)

A kapott eredményeket Gsszegytijtve adodik, hogy megfelels x € V-re

d
Xo.f = £f<a+t'x)|t:0
O

Vektormez§ természetesen hat a sima fliggvényekre a kévetkezd konstrukeion keresztiil.
Legyen X € X vektormezs, f € F sima fiiggvény. Legyen z = X(a) és X, az x vektor
altal az a pontban meghatarozott derivaci6. Ekkor

(X.f)(a) = X,.f
8. Allitas. Legyen X € X vektormezd, f,qg € F. Ekkor
X.(Af 4+ pg) =2X.f+uX.yg (6)
X(f-9)=Xf-g+f Xg (7)
Tovabba minden fenti tulajdonsdgi X : F — F leképzésnek megfelel eqy vektormezd.

Bizonyitas. A vektormezdére definicié szerint teljesiilnek a fenti tulajdonsagok, tovabbé
a simasag miatt F-be képez. Visszafelé, a fenti tulajdonsdgok miatt X minden pontban
derivécio, ott megfelel neki egy vektor: z(a). X.f pedig csak akkor lehet sima, ha x(a)
is az. O

8. Definicié (Kommutator). Legyen X,Y € X vektormezs. Ezek kommutatora:
(X, Y].f=XY.f-YX.f
9. Allitas. Ekkor [X,Y] szintén vektormezd.

Bizonyitas. [X,Y] lineéris, hisz X, Y linearis. [X,Y].f nyilvan F-beli, hisz f simasaga
a derivaltak simasagét is jelenti. Végiil a Leibniz-szabaly is teljesiil:

(X YL(f-9) = XY(f-9) =Y XAf-9) = Xf-Yg+g-Y.[)=Y(g- X.f + [ Xyg)
A zarojelet felbontva marad:
(X Y.(f-9)=f - XYg+g- XY f—f-YXg—g - Y.X.f

Ez pont a Leibniz-szabély teljestilése, igy az el6z6 tétel értelmében [ X, Y] vektormezs. [
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10. Allitas. Legyenek X,Y € X konstans vektormezdk. Ekkor [X,Y] = 0.

Bizonyitas. Legyen X(a) =x Va € M, Y(a) =y Va € M. Ekkor a Young-tétel szerint
d d
(X.Y.f)(a) = %d—f(a—l—tx%—syﬂ = (Y. X.f)(a)
0

Mint lattuk, minden vektormez& meghataroz egy F — F derivalast, azaz létezik egy
V:iXXxF—=F, V:(X,f) = Vxf:= X.f leképzés, ami a kovetkezd tulajdonsagokkal
rendelkezik:

Vx(f+9)=Vxf+Vxg
Vx(fg) =Vxf-9g+f Vxyg
Vxivf=Vxf+Vyf
Vixg=1[f Vxg

Ezt szeretnénk kiterjeszteni a vektormezdkre is, azaz keresimk X x X — X, V: (X, Y) —
VxY derivilast. Ezt nevezziik konnexionak, és a fenti tulajdonsagokon keresztiil defini-
aljuk.
9. Definicié (Konnexi6). Legyenek X,Y,Z € X vektormezsk M felett. Ekkor V :
XxX—X,V:(X,Y)~ VxY konnexio, ha

Vx(Y+72) = VxY+VxZ (8)
Vx(fY) = (X/)Y +fVxY (9)
ViiyZ = VxZ+VyZ (10)

VixY = fVxZ (11)

11. Allitas. Az affin téren van eqy D természetes konnexio: ez a differencidldsbol adddik.
Bizonyitas. Legyen a € M, X,Y € X és h € R ugy, hogy a + hX(a) € M, ekkor:
Y(a+hX(a)) =Y(a)+h- (DxY)(a)+ o(|A]])

Ahol X (a) = (DxY)(a) F-linearis leképezés. Ekkor D konnexié: DxY € X, mert Y, s
fgy DyY is sima. D tényleg konnexio: és kielégiil X (a) — DxY (a) linearitasa
miatt, mig a derivalas linearitasa miatt teljesiil. (9) ellen6rzéséhez szorzatot kell
derivéalni. Legyen h- X (a) =

fla+2)Y(a+z) = f(a)Y(a) +h(Vxf)(a) Y(a)+hf(a) - DxY(a) + o(|h])
Ami pont (9)-t jelenti. O
Legyen V konnexi6, V — D =T. Ekkor I' : X — X és I' mindkét valtozojaban linearis:

I(f-XY) = f-I(X)Y) (12)
NX+Y,Z) = I'(X,2)+T(Y,2) (13)
NX, fY) = fI(XY) (14)
I(X,Y+2) = I(X,Y)+TD(X,2) (15)

Legyen tovabba I', : V' x V' — V linearis leképzés a kovetkezSképp definialva:
['4(X(a),Y (a)) :=T(X,Y)(a)
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10. Definicio (Torzio). Egy konnexio torzidja T'(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y]. A
konnexi6 torzidmentes, ha T = 0

12. Allitas. A D derivdlds torziémentes.
Bizonyitas. Legyen x = X,, y =Y,.

d d d
Y(Xf)|a = E(X'f‘a-i-yt) }tzo - E(Xa'f'yt'f‘a—i—yt) }tzo - E('T'f‘a—&—yt + t(va)a'sz) ‘t:()

Ahol o(]t|) tagokat elhagyhatunk. Innen
Y(X.)la=yx.f+ (DyX)a.f

Hasonléan
XY e=z2y.f+(DxY)af

Innen
(X Y|, =2y.f + (DxY)af =y f = (DyX)o-f = (DxY)a-f = (DyX)a.f

Tehat a D derivalés tényleg torzibmentes. O
11. Definicid. g metrikus tenzor, ha g : X x X — F

e bilinearis

e VipeM)g,: T,MxT,M—R g,:(X(p),Y(p)— g9(X,Y)(p) pozitiv definit
12. Definici6é (Kompatibilitas). Egy g konnexi6 kompatibilis a V metrikaval, ha

VxgV,2) =XgY,Z)—g(VxY,Z)—g(Y,VxZ) =0

7. Tétel (Riemann geometria alaptétele). Minden metrikdhoz 3! torzié mentes kompati-
bilis metrika.

Bizonyitas. Irjuk ki a kompatibilitasi feltételt, majd permutéaljuk a harom vektormezét!

X.g(Y,Z) - g(VxY,Z) = g(Y,VxZ) (16)
Y.9(Z,X) - 9(VyZ,X) = g(Z,VyX) (17)
Z.9(X,Z)—g(VzX)Y) = g(X,VzY) (18)

Ekkor —b(’)l kivonva az els6 kettst, tovabbé a torziomentességet hasznalva kapjuk:

(19
Innen latszik V7Y egyértelmisége és létzése: g(X, VzY') jol meghatéarozott, innen pedig
a metrika nem elfajultsigabol VY jol meghatarozott. Az igy definidlt V teljesiti a
konnexio (8)-(11)). axiomait. g linearis, X — X.f linearis, X — [X,Y] F-linearis. Ezért
. és . teljestil. @ ellendrzése:

20(X,V2(fY)) =Z.fg(X,Y) + [Y.g(Z. X) = X.[g(Y. Z)~
9(12.X1.Y) = g([fY. 2], X) + 9([X, Y], 2)
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Ebbe beirva a Lebniz-szabalyt:

29(X, V4(fY)) =f - (Z.g(X, Y) +Yg(Z,X) — X.g(Y, Z))+
Z.f-9(X,Y)=X.f-9(Y,Z)-
£ (912, X1,7) = g(1¥, 2), X) + 9((1X, Y], 2) ) +
Z.f-9Y, X)+X.f-9(Y,2)
A jobb oldal pedig nyilvan
20X, f-VzY)+29(X, Z.f-Y)
Tehat @D teljesiil. Hasonl6an megy . ellenérzése is. O]

A téren adott skaldrszorzat segitségével egy g metrika a kovetkezSképp fejezhetd ki:
9a(X,Y) = (Xa|Gu(Ya)) = (X|G(Y))],

ahol G, : V — V lineéaris leképzés. A konnexié kifejezéséhez érdemes konstans vektor-
mezGket valasztani, hisz ekkor a kommutéatorok eltiinnek allitas). Mivel a konnexiot
szétszedtiik: V = D + T, ahol I' mar linearis, ez elég is a konnexio jellemzéséhez.

Ekkor a Riemann-geometria alaptétele . tétel) alapjan:

20(X,V2Y)=Z9(X,Y)+Yg(Z, X)— Xg(Y,Z)
Ezt a fentiek segitségével atirhatjuk:
2<X|G(F(Z, Y))) = (X|DyG.Z) + (X|DzG.Y) - (Y|DxG.Z) (20)
Legyen F': X x X — X az a bilinearis leképzés, amire
(Y|DxG.Z) = (X|F(Y, 2))

Ezzel a konnexiora a kovetkezs kifejezés adodik:
1
L(Z,Y) =567 (DYG.Z 4+ D,GY — F(Y, Z)> (21)

Tehat affin terek esetén a metrikdbol konnyen tudjuk szamolni a konnexiot.
Legyen e; (i € I) bazis V-n. Ekkor a konnexio jellemezhetd a kovetkezd méatrixelemekkel
(els6- és masodfaju Christoffel-szimbolumok):

Fz’jk = <6k|G.F(€i76J’)>
Uy = (erlT(ese)))

Legyen tovabba
gij = (€i|De, G €;)

Innen
1

1
Lij = Q(Qki,j + Grji — Gijk) = 5(83‘91“‘ + Digkj — Ongij) (22)
Tehat konkrét szdmoléasnal elég G els6 derivaltjat meghatérozni, onnan a konnexi6 sza-

molhato.
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13. Definici6é (Riemann tenzor). R(X,Y)(Z) = VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z
13. Allitas. A Riemann-tenzor F-linedris.

Bizonyitas. Egyszeri szamoléssal:
VxVy(f2) =Vx(Y.))Z+ fVvZ) = (XY.[)Z+ (Y./)VxZ + X fVyZ + [VxVyZ)
Hasonl6an:
VyVx(f2) = (Y.XZ+ (X )VyZ+Y.fVxZ+ [VyVxZ)
[letve:
Vixn(fZ2) =X Y|.fZ+ fVixy1.Z=XY.fZ-YXfZ+ fVixy.Z

Innen

RX,Y)(fZ) = [VxVyZ — [VyVxZ — [Vixy)Z = [R(X,Y)(Z)

A szokésos V = D + I szétvélasztassal, konstans vektormezdkre szamolva:
R(X,)Y)Z = (Dx+Tx)(Dy +1Iy)Z — (Dy +I'y)(Dx +I'x)Z
A zarojeleket kibontva:

R(X,Y)Z =DxI'(Y,Z)+T(X,T(Y, Z)) — DyI'(X, Z) = (Y, (X, 2))

Ezt a kovetkes matrixelemekkel lehet jellemezni:

Rgcij - <el|R(€ja ei)€k> = ajrlk + Fl rs — OZI’ék — Fl J

i js— ik is— jk
Legyen
leij = glsRZi]‘
Ekkor
Riij = Oilixs — 05 qus Ui + Ul — Oilja + 0igis5y, — Tl

Hasznéljuk fel, hogy

1
Tjys = 5(8]'913 + 01955 — 0s951)

1
Ijs = 5(33‘951 + 05951 — 019;5)

Ezért
ajgls = Fjls + Fjsl

Ezt beirva a Riemann-tenzor kifejezésébe:
Rigij = Ol — Ujus 5y, — Uyl G + Tyal s — Ol jra + Tas Sy + Tial — Tia Ly
A megfelels tagok kiejtik egymaést, igy

Riij = Ol — Uiy, — Oil i + T3,
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Ebbe beirva a Christoffel-szimbolumok kifejezését:
1 1 s .
Riij = éaj(akgis + 0igks — Os9ir) — §ai(akgjs + 0 gks — Osgjk) + LjisTsy — Filsrjk;
Végiil a zardjelet felbontva kapjuk, hogy
1
Rigij = 5(83‘81@%5 — 0;059ik — 0i0kgjs + 0i0sg;x) + UjusLyy, — Tas L'}y, (23)

Tehét a Riemann-tenzor meghatérozhato a metrika masodik derivaltjabol és a Christoffel-
szimbo6lumokbol.

14. Definicioé (Ricci gorbiilet).
Ricci(Y, Z) = Tr {X — R(X, Y)Z}

Legyen (z;);e; € V ortonormalt bazis. Legyen (X;);c; konstans vektormezs tgy, hogy
X; = x; mindenhol. Ekkor

Ricci(Y,Z) =Y (Xi|R(X:,Y)Z)

iel
Koordinatakkal kifrva ez a kovetkezét jelenti:
RiCCiij = Réjl
15. Definicio (Skalargorbiilet). Legyen r a kovetkezd linearis transzforméacio:
RiccilY, Z) = g(¥,7(Z)) = (Y|G.r(2))

Ekkor a skalargorbiilet:
s="Tr {Z > T(Z)}

Az el¢z6 definicidkkal

s =) (Xilr(X))) = (G Xi|G.r(Xy)) =) Ricei(G™'.X;, X;)

iel el il

Koordinatakkal kifrva
s = Ricci} = g"Ri;; = g” ¢" Ry

3. Az allapottér geometriaja

A kvantumcsatornak terét stirtiségi matrixok linearis altereként képzeljiik el. Erdemes
ezért megnézni, milyen geometrikat szokas bevezetni az allapottéren, majd a metrikat
megszoritani a megfelels altérre.
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3.1. Relativ entrépiak

Az aldbbiakban a Petz altal bevezetett relativ entropidkat vizsgaljuk. Legyen D és F
két invertalhatd strtségi matrix. Definidljuk az Lp, Rp és A linearis operdtorokat a
kovetkezdképp:

Lp.p == Dp (24)
Rp.p = pD (25)
Ap = EpD™'=LgR;'p (26)

14. Allitas. Teljesilnek a kovetkezd tulajdonsdgok:
e p>0
e Rp>0
e [Lp,Rp] =0
e A>0

Bizonyitas. Lp onadjungalt, mert

(u|Lp.p) =T {p'Dp} = Tr {(Du)T p} = (Lp.ulp)

Rp-re hasonléan megy a bizonyitas. A pozitivitashoz:
(p|Lp.p) =Tr{p'Dp} = Tlr{(Dl/Qp)T D1/2p} >0

Rp-re hasonléan megy a bizonyitas. Az [Lp, Rg] = 0 éallitas trivialis, innen pedig a
A = LgRp-1 miatt kovetkezik, hogy A > 0 O

Legyen H az f operatorkonvex fiiggvényhez (f(1) = 0) tartozé relativ entropia [§]:
H(D,E) =Tr {D'?f(LgRp").D'?}

Ezt kiirhatjuk a Cauchy-tétel segitségével is (L és R operatorok kommutélnak). Ehhez
jegyezzilk meg, hogy:
(r-Id—Lp)A=(r-1d-E)A = (z-1d—Lg) 'A=(z-1ld-E)'A (27)
(r-1d—Rp)A=A(z-1d—D) = (z-Id—Rp) 'A=A(z-1d-D)™! (28)

Ezeket felhasznéalva az integral értéke mar egyszertien kiirhato. (Felhasznaltuk, hogy a
Tr alatt az operatorok ciklikusan permutéalhatoak.)

H(D,E) = (2;_)2 Tr {;5 55 f (g) (z-1d—E)~'DY2(y-1d —D)‘lDl/dedy}

DV? ¢s (y - 1d — D)~ kommutalnak, ezért

H(D,E) = — Tr{ygygf(£>(x-Id—E)_l(y-Id—D)‘lDdxdy} (29)

(2mi)? Y
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Ezzel az alakkal hosszadalmas a szdmolas, igy még egy kicsit alakitjuk:
(y-1d—D)'D = ~1Id+(y-1d—D) (y-1d—D + D) = —Id +y(y - Id —D)!

Ezt visszairva az integralba az Id-t tartalmazo tagban az y-hoz tartozo korintegral 0 lesz,
hiszen f reguléris fiiggvény. Innen az integral értéke szamolhato:

{7551{ () (z-1d—E)” (y-Id—D)‘ldxdy} (30)

alapjan a relativ entropia kiszamolhato a spektralfelbontast hasznalva (D = ). A\, D,

E = Zl Nz’Qz’)3

H(D, E) 27” yﬁyﬁ ( ) ugy—A dedy Tr {Q, P}

Elvégezve az integralast kapjuk:

H(D,E) =

H(D,E) = Zf (%) AT {Q; P} (31)

15. Allitas. H(D,E) >0

Bizonyitas. Ha f operator-konkéav, akkor monoton cstkken. Tehat feltehets (¢ > 0
kostans szorzassal), hogy f'(1) = —1. Innen a konvexitas miatt f(x) > 1 — x. Tehat

B =5, wli) G 65 D = 55, i) o] melle
B) = 31 (B2) MG = S0 = ) 1l =

Egyenl6ség csak D = E mellett teljesiilhet. O

5. Példa. Legyen f(z) = —log(x), ez a Kullback-Leiber relativ entropiat adja. Ennek
kiszdmolasa . alak alapjan:

H(D,E) = {%ﬁ — log() + log(y ))y(x-Id—E)1(y~Id—D)1Ddxdy}

27m

Az integral két tag Osszegére bomlik, mindkét integral egyszertien elvégezhets. Innen

H(D,E) =Tr{-1log(E)D +log(D)D} = Tr { D(log D — log E) }

16. Allitas. A relativ entropia monoton csékken a kvantumcsatorndk hatdsdra [J)].

Bizonyitas. Legyen A kvantumcsatorna. Kéne

H(N(D),N(E)) < H(D,E)
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Definici6 szerint A = Ly R} és
H(D, E) = (D'?|f(A).D'?)
Jelolje Ay = LN(E)RX/I(D)- Legyen tovabba
V.(xN(D)"?) = N () D2
V' kontrakci6, mert:
Vi (@)D" = (M (@)IN(2)D) < (2leN (D)) = [JaN?

ahol az egyenlGségeknél kihasznaltuk, hogy a Tr alatt ciklikusan permutalhatjuk az ope-
ratorokat, és mert

W (@)N ()| D) < (N ()| D)

mert

N (2)NT(2) < N(22)

a Schwartz-egyenldtlenség (B tétel)
Igaz tovabbéa, hogy
VIAV < A N

mert minden zA(D)Y2re
(N (D) 2|VIEV. (xN(D)1/2>D‘1> < (zN(D)2N(E)aN (D)2N (D)~ 1)
mert V definiciojat kihasznalva
(N (2) D' ENT(2) D7) < (aN'(D)'*IN(E)zN (D)2
Mert a Tr alatt ciklikusan permutalva
NT(@)|[ENT(2)) < (z|N(E)z)

Mert
Tr {NT(x)NT(x)E} <Tr {/\/'T(xx)E}

Ami megint a Schwarz-egyenlGtlenséghdl adodik.
Ezzel a jeléléssel amit bizonyitani kell (NT(Id) = Id):

(N (D) f(AN)N(D)2) < (N(D)2|VTF(A)VN (D))
Mivel ||V < 1, a konvex fliggvényekre érvényes a kovetkezd egyenl6tlenség [9):
VIF(A)V > f(VIAV)

Innen VIAV < Ay tulajdonsidgbol f monoton csdkkenésével (ez az operdtor-konvexitas-
bol kovetkezik, [9]):
F(Ax) < f(VIAV) S VIF(A)V

ami a kivant egyenlStlenséget adja. O
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17. Allitas. A relativ entropia konvez, azaz
tH(Dy, Er) 4+ (1 — t)H (D2, E3) > H(tDy + (1 — t)Da, tEy + (1 — t)E»)

Bizonyitas. [7] alapjan legyen

X = ( " (1 —Ot)D2 ) Y= ( I (1 —Ot)E2 )

Ekkor H(X,Y) =tH(D, Ey) + (1 — t)H(Ds, E5), mert 31| alapjan
ey = s (B amer
ij !

ahol X =) . NP, ésY =), 11;Q; a két matrix spektralfelbontasa. Vegyiik észre, hogy
a bal felsé és jobb als6 sarok szétvalik, igy Dy és Fy illetve Dy és FE, sajatértékei és a
megfelels projekciok jelennek meg a kifejezésben.

Innen a részleges nyom teljes pozitivitasa miatt

H(X,Y) > H(Try X, Try V)

ami pont a kivant allitast adja. O]

3.2. Metrika a relativ entrépiabol

Ebben a részben bevezetjiik a monoton metrikdkat a relativ entréopia masodik derivaltja-
ként.
18. Allitas. 0?H|o—p = 03H|s—p = —0102H|s—p > 0.

Bizonyitas. H(A+ X, A) > 0, innen 0y H|a—p = 0, hasonléan 0, H|s—p = 0. Ugyanak-
kor HA+ X, A+Y)>0és HA+ X, A+ X) =0. Innen

E F
wonii=( fo ¢ )20
Itt £ =FET 6s G = GT. A pozitivitasi feltételt kifrva:
(X|EX) + (X|FY) + (Y|FTX) + (Y|GY) >0

Helyettesitsiink Y = X + Z-t és hasznaljuk ki, hogy X =Y, azaz Z = 0 esetén a kifejezés
elttinik. Ekkor

(X|(F+G)Z)+ (Z|(FT + G)X) +(Z|GZ) > 0
Az els6 két tag nyilvan megegyezik. Az egyenltlenség minden X és Z vektorra fennéll,
ezért G = —F. Ugyanigy (X =Y + Z-t helyettesitve) E = —F. Tehat E =G = —F. A
pozitiv definitség abbol adodik, hogy H szigortian konvex mindkét valtozojaban. O

A fentiek szerint minden fenti tulajdonsagu kontraszt funkcional metrikat hataroz meg.
A metrikabol viszont nem kovetkeztethetiink a kontraszt funkcional alakjara, hiszen csak
a két argumentum egyenl&sége mellett ismerjiik a masodik derivaltat. Erre példa, hogy a

H\(x,y) = H(y,z)

egyenl@séggel definialt kontraszt funkcionél nyilvan ugyanazt a metrikat adja, mint H.
Masik példa: Hy(x,y) = |z — y|* és Hy(x,y) = |z — y|* + |z — y|*, amik szintén ugyanazt
a metrikat adjak.



Kvantumcsatornék differencialgeometriai vizsgalata 27 /IEI

Az entropia masodik derivaltja Elkészithetjiikk a relativ entropidk masodik deri-
véljait. Ehhez elészor A — A~! derivaltjat kell kiszdmolni. Induljunk ki (1 — z)7*
operatorokra is igaz sorfejtésébsl!

(Id—=X)"'=Id+X +o(| X])
Innen az A — A~! fiiggvény derivaltja szamolhato:
(A-X)"'=A"1d-XA )= A Id+ XA +o(| X)) = A+ AT XA +o(|| X))

Tekintsiik most a 050, H(D+ X s, D+Y't)|s——¢ kifejezést. Ennek szamolasédhoz az entropia
(30). alakjat hasznaljuk. Tovabba z - Id helyett mindig z-et irunk, ha ez nem vezet
félreértésre.

8t8H(D+Xs D +tY)|setm0 =

(2mi)? {5’555 ( ) ~D)"Y(z-D) (y- D) X(y - D)—ldmy}

Hogy ezeket a kifejezéseket tovabb tudjuk szamolni, hasznaljuk D spektralfelbontésat:
D =3, \;P,, ahol P,P; = 6;;P; és P] = P, tovéabba \; € R. Ekkor:

ataH(D—FXS D +tY)|set—0 =

@re {5555 () ><x—Ajiy—xj)(y—&)ﬂm”ﬁ@}

Ezért a derivalt:

00 H(D + Xs,D 4 1Y )|s—ymo =
1 T y
Z (27i)2 §£§l€f (5) (1 — N)2(y — N2 Tr {PY P, X} dedy +

; @yé%f G) (x — \i)(z — )\j)y(y — ) =) Tr{PY P; X} dxdy

Itt elGszor az x szerinti integralt végezziik el.

O0H(D + X5, D +tY)|smi—o =
1 oy 1
Y ds (3) G r

;ﬁﬁﬁf (%> (>\z'—Aj)(’ygAj)(y—Ai)dyTr{R'YPjX}JF
)

Y dyTr {PY P, X}
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Most az y szerinti integralas is elvégezhetd.
0 0sH(D + X, D +tY)|smi=0 =
Z — (1) Tr{P YPX} +

Tr{PYPX}+

Tr{PYP,X} =

()H
)

> - f(y”

i#]
- Z —f"(1) )\Tr{PYPX}wL

S

ST -
%#J Ai

[tt megint kihasznaltuk, hogy f(1) = 0, illetve az utolso 6sszegben indexcserét hajtottunk
végre.

Konklizié Osszehasonlitva a kapott eredményeket a monoton metrikék soran kisza-
molt formuléaval . egyenlet) kapjuk, hogy:

8,0,H(D+5sX +tY, D) = 0,0,H(D, D+sX +tY) = —0,0,H(D+sX, D+tY) = Kp(X,Y)

ahol Kp a kovetkezs -operdatormonoton- fiiggvényhez tartozé monoton metrika:

o(z) = { (1) haz =1

(z-1)?
Torafam ez Fl

6. Példa. A Kullback-Leiber relativ entropiat az f(x) = —log(z) fliggvény adta. Az
ehhez tartoz6 metrika a Kubo-mori metrika, amire:

r—1
9 = 1ogw)
7. Példa. A legkisebb metrikara:
14+
9(z) = —
8. Példa. A legnagyobb metrikéra:
2z
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3.3. Monoton metrika skalargorbiilete

Legyen f operatormonoton fiiggvény, amire f(x) = xf(x~'). Ekkor a fenti metrika:
-1
Kp(X,Y)=Tr {X [R;/Qf(LDR;)R}J/Q] Y}
Ezt a kifejezést komplex fliggvénytan segitségével szamolhatjuk.
1
Kp(X,Y)="Tr Xyﬁyg— z-1d—Lp| 'y -1d—R _1dedy}
o) =T {x § § omle Ta—Lol M- 10 -

A kifejezésben szerepls operatorok hatésa kiirhato és egyenlségek alapjan. (Az
identitas jelolését elhagyjuk, ha nem vezet félreértésre.)

Kp(X,Y)=Tr {;ﬁ 515 mxm — D] 'Yy — D]_ld:z:dy}

A tovéabbiakban hasznaljuk a D = > \; P; spektralfelbontéast. Ekkor az integral értéke:

1 1
Kol ¥) =2, PP ey ™ PR

Ez méar egyszertien szamolhato.

Kp(X,Y) = ZW

A szamolasok soran ezt fogjuk hasznalni. Innen is latszik, hogy a metrika nyilvan unitér
invarians: Kp(X,Y) = Kypy-(UXU*, UYU*). Ezért majd a gorbiilet is unitér invarians
lesz.

Legyen (.|.) a Hilbert-Schmidt skalarszorzas. Ekkor Kp(X,Y) = (X|Gp(Y)), ahol

Tr {XPY P;} (32)

-1\ 1y 1 1 o — D]t DI Ydy
Gp.Y = P.[Rpf(LpRp")] Y_P.<2m)2¢§1§f<x/y)y[ D] 'Yy — D] 'dxdy

Itt P a csatornédk alterére vetits projekié. Ez azért kell, mert a bal-és jobbszorzéas mtve-
letek kivisznek a csatornak alterébdl (s6t, nem is Tr-tartoak.) G unitér kovarians, azaz
[]C;DYT]>k = GUDU* UYU™. Nyllvén

1
GpY = P. ; WPZ-YPJ-

Legyen B; = |i) (i € I) teljes rendszer az érintStéren. Ekkor

. ) 1
kl (/\—’;> by,

9. Példa. A legkisebb metrika esetén
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10. Példa. A Kubo-Mori metrika esetén

1 _ log(x) — log(y)
Gy T -y

11. Példa. A legnagyobb metrika esetén

L1 z+ty
T T 2/ -
Gy &y 2wy

3.3.1. A metrika elsd derivaltja

A konnexiok szamolasahoz a 22 egyenlet alapjan elég a metrika els6 derivaltjait megha-
tarozni. Ehhez az (X|DzG.Y") mennyiséget kell szamolni.

A vizsgélt altérre vetité P projekcio linearis és nem fligg a strtségi matrixtol, igy a
derivalassal felcserélhets. A metrika derivaltja az entropia derivaltjahoz hasonléan sza-
molhato.

DxGD.Y = 27r@ %% f x/y ] 1X[l‘ — D]_1Y[y — D]_ldl'dy +

(270)2 ¢y§fx/y D]™'Y[y — D]"'X[y — D] 'dzdy

Ebbe a D = ), A\, P; spektralfelbontéast beirva és a 7(x,y) =

m jelolést hasznélva:

1 1
DxGY = P. % e ygy{dudv -7 (u, v) CESITEsw /\k)P,»XPjYPk

1 1
+P. % e 55 55 dudv - 7(u,v) RS )\k)BYPjXPk

Ez az integral mar elvégezhets. Ha minden gyok kiilonbozd, akkor

>\Za )‘k /\]u )\k‘)

DxGY = P. P.XPY P
X %; /\ _ )\ J k
)\7,7 )\ ()\17 /\k)
P. PY P, XP,
+ Z )\ W Ak
ijk
Tehat
DxGY = P.» (i, j,k)PXP;Y P + h(j, k, i) PY P;X Py (33)

ijk
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Ahol most méar megengedve a \; = \; esetet is, felhasznélva a 7(x,y) = 7(y, z) egyenls-
séget:

T(AisAe) =T (A5, Ak) , ,
h(ivja k) = Ai—A; >\Z # >\J
817'()\1‘, )\k:) )\z = )‘j

Innen a derivalt matrixelemeire (B; (i € I) bazison):

Gijk = Z h(l,m,n) Tr {BiPlBkPmBan} + h(m,n,l) Tr {BiPlBijBkPn} (34)

Imn

Innen a konnexié a[22] egyenlet alapjan:

1
Lijp = 3 (gwij + Grji — Gijk)
I‘\Z — glei]’l

12. Példa. A legkiseb metrika esetén:

h(m,y,Z) = ==

13. Példa. A Kubo-Mori metrika esetén:

log(z)—log(z)  log(y)—log(z)

hz,y,z) = —2= vz _ (z—y)log(x) + (x — z)log(y) + (y — ) log(2)

T —y (z—y)y—2)(z — )

Nyilvan h(z,y,z) = h(y,z,z) és h(z,y,z) = h(y,z, z), ezért h x,y,z permutaciojatol
fiiggetlen. Ha x = y, akkor

B 1 log(z) — log(z)
Mz, @,2) = z(r — 2) * (x — 2)?

Végiil ha x = y = z, akkor
1
h =——
(‘qj?x? ‘CE) 21_2

14. Példa. A legnagyobb metrika esetén:

Ttz y+z

2zz 2yz 1
M,y 2) = T —yy T 2ay
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3.3.2. A metrika masodik derivaltja

A Riemann-tenzor szamolsdhoz a metrika mésodik derivaltja kell

DxDyG.Z :P.ﬁ 51{ 55 m[x — D' X[z — D|"'Y[z — D]'Z[y — D] dxdy+
+P.ﬁ¢¢m[x DY e — DI X[x — DI Z[y — D dady+
+P.@y§y§m[x DY — DI 2y — DI X[y — D]"\dady-+
+P.ﬁy§y§m[x DXz — DI Z]y — DYy — D]~ \dady-+
+P.ﬁ yﬁ yf m[:@ DI Zly — D' X[y — DIy — D]~ 'dwdy+
+P.ﬁ¢y§m[x — DI"'Zly — D"'Y]y — D|"' X[y — D]~ dzdy

[rjuk be a D = " \; P, spektrélfelbontast és hasznaljuk a 7(z,y) = m jelolést. Ekkor
harom féle tagunk lesz: egyikben harom z van, mésikban harom y, a harmadikban két x
és két y.

A harom z-et tartalmazé tag kiintegralasa:

1 1
(2mi)? P peds- (o) CESSICESY CESWImEy
1 1
~(2mi) 55 SR P TP W TP vy
T()\i7>\l) 7—(>\ja)\l> T()\k,>\l)

A=A =A) (= 2) N =) (A = A) (A — A)

Ha van két egyforma, mondjuk A\, = A;, akkor

1 1
(2mi)? %%dxdy 7(@,y)- (@ — N2z — )y —N)
1 1

:(27rz') %dm ~7(zy N - )
_817'()\i, )\l) T()\i, )\l) i T()\k, )\l)

(A=) (=) (= N)?

Végiil ha \; = \; = Az, akkor

! ey 1 @) 1,
(2ri)? 5’5 5’5 B GNPy =) @) 55 R rE R R

A héarom y-t tartozo tag esetén kihasznélva, hogy 7(z,y) = 7(y, z), ugyanazt az ered-
ményt kapjuk, mint fent, csak az (i, j, k,1) — (J, k,(, 1) helyettesitést kell alkalmazni.
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A két z-et és két y-t tartalmazd tag kiintegralasa:

7(z,y)
2m 55 55 @ — Ay — W)y — )

1 . T(z, A1) 1 . T(x, \))

~ o) XL @M= M) =) | 2ri) P (=)@ = ) — M)
. ()\Z, )\k) T()\], )\k) T()\h )\l) T()\j, )\l)
A== =)A= A) = AN =) (= M) (= )

Ha \; = A;, akkor

7(z,y) 317()\1', k) alT(Ai, A1)
dud N
(2mi)? 5555 ! y (=N = )y —N) A=\ Al — g

Ha Ay = )\, akkor hasonlo kifejezésre jutunk a 7(z,y) = 7(y, ) azonossagot hasznélva.
Végiil, ha minden A megegyezik, akkor

T x,y) B '
2m %%dmdy CEBWEESWE = 01027 (\iy Ak)

Ahol kihasznaltuk az f(x) = xf(1/x) azonossagot.
Innen

DxDyG.Z = g:(i.j, k. ) PXPY P ZP, + g:(i, j, k. |)PY P;X P, Z P,
ijkl

A metrika mésodik derivaltjabél szamolhaté a Riemann-tenzor az affin terek geometria-
janal megismert modon. A matrixelemekre irhato:

0x019:5 = Z g1(m,n,p,q Tr{B P, ByP,B,P,B;P,} + Tt{B,; P, B, P, B,P,B; P, })

mnpq
+ ga(m,n,p, q)(Tv{ B; P, B.P, B; P, B,.P,} + Tr{B;P,, B,P,B; P, B,P,})
+ g1(n,p, ¢, m)( Tv{ BiP,, B; P, B,P,BiP,} + Tt{B;P,, B, P, BiF,ByF,}) (35)

15. Példa. A legkisebb metrika esetén

2
Dy, zw) = (w +2)(w + ) (w + 2)
Iletve
2@ +y+z+w)
92(557% Z,U}) =

(x+2)(y + 2)(z +w)(y + w)
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16. Példa. A Kubo-Mori metrika esetén:

log() n log(y) N log(z)

gl(‘r7ya z,w) :(

log(w)
(w—z)(w —y)(w - 2)

g1 nyilvan invarians a valtozoéinak a permutélasara. Szamolasbol adodik:

92(1’, Y, z, w) = 91(1', Y, =, UJ)

Ha van két egyenls, mondjuk x = y, akkor

r—y)lz—2)(z—w) (Y-2)ly—2)y-w) (z-z)(z-y)(z-w)

g2z, 2,2, w) =

d log(x) log(2) log(w)
(i )+ = ’

dz \(z — 2)(z — w)
Harom egyforma valtozo esetén

log(z) — log(w) w — 3z
(x —w)3 202 (w — x)?

gz(a:,x,x,w) =

Végiil csupa egyforma esetben

17. Példa. A legnagyobb metrika esetén

1
2xyz

gl(x7y7zaw) =

Illetve
92(557 Y, z, UJ) =0

3.3.3. A skalargorbiilet

z=y)z—w)  (w—2z)(w—-y)(w-2)

Az eddigi eredményeket Osszefoglalva a riemann-tenzor elgall a metrika elsd . formula)
és masodik derivaltjabol . formula) az affin terek geometriajanal targyalt [23] modon.

A riemann-tenzorbol pedig mar tudunk skalargorbiiletet szamolni.

Ez a modszer az allapottér tetszdleges affin alterére (igy a kvantumcsatornékra is) és

tetsz6leges monoton metrikara miikodik.

3.4. A Kubo-Mori metrika skalargorbiilete

A Kubo-Mori metrikara a fentiek szerint A invarians valtozéinak permutélaséara, tovabba
g1 = g2 és szintén permutacié-invarians. Fzt kihasznalva a Christoffel-szimbolumok és a

Riemann-tenzor szamitasa egyeszertsithets.
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A Chritoffel-szimbolumokra (22)) alapjan

1
Liji = 3 (0;91i + Oigrj — Orgis)

Ahol a metrika els6 derivaltjai kihasznalva h szimmetriait:

Okgij = Z h(l,m, n)( 2B B + B:lej B, )

Im~—mn
Imn

Ahol B!, az i. bazisvektor nl-edik matrixeleme p sajatbézisaban.
19. Allitas. A Kubo-Mori metrikdira 0;gki = Oigrj = OrGij-

Bizonyitas. A fentiek alapjan

Imn
Imn
Imn

Mivel az Osszegzések az Osszes [, m, n-en végigfutnak, az atindexelés nem valtoztaja meg
az Osszeget. h permutacio-inverianciaja alapjan az atindexelés hataséra h értéke nem
valtozik. 0;gx; els6 tagja megegyezik 0yg;; masodik tagjaval, a masodik tagban hasznaljuk
azn — [, I = m, m — n atindexelést. Ezzel latszik, hogy ez a tag Oxg;; elsé tagjaval
egyenld. A masik derivaltra hasonléan adédik az allités. O

Kovetkezmény: a Kubo-Mori metrikara

1
Lije = §8igjk

Kovetkezmény : a Kubo-Mori metrika masodik derivaltjaira
0;0kga = 0;019:,
A Riemann-tenzor kifejezése alapjan

1
Ryyi; = 5(3j3k92's — 0;059ik — 0i0kgjs + 0i0sgjx) + UjisLyy, — Las Ly,

A fentiek miatt 0;0,9: = 0;019ik és 0;0kgjs = 0;0sg;k, igy a masodik derivaltak kiesnek,
ahogy Dittmann is megjegyzi [2] cikkében:

leij = Fjlsrfk - Filsrjk
Ebbe visszairva a Christoffel-szimbolumok érékét kapjuk:

1

—g" (ajglsargik - aiglsargjk)

Riij = 1

Végiil a skalargorbiilet:

1 j il rs
S = Z—lgkjg "9 (09150, 9ik — Oi 9150 g1
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Ha a bazisban g;; = ¢;;, akkor

Z ajgzs sJij — agzs sJji = Zasgzj s9ij — Sgiiﬁsgjj (39)

ijs YE

Ezt az eredményt a 4 x 4-es allapotérre numerikusan 6sszehasonlitottuk Andai [1] és [6]
kiovetkezd (4ltalanosabb, nem csak a Kubo-Mori metrikira vonatkozo) eredményével és
egyezést talaltunk:

g — Z h<>\j7)\k;)\l)2 _ h(>\k;)\k;)\l) . h()\k,)\k,A]) nz(nz — 1)
T(/\j;>\k> 'T(/\k,)\l) ‘T()\jy)\l) T()\lm)\k) T()\k,/\z) 'T()\k,)\j) 4

{4,k,1}>1

A B9 formulat tobb id6 kiszamolni, elénye ezzel szemben, hogy nem csak a teljes al-
lapottérre igaz, hanem annak tetszéleges affin alterére is. Mivel a kvantumcsatornékat
stirtiségi matrixok linearis alterének képzeljiik el, ezt a formulat tudjuk hasznélni konkrét
szamolasban.

4. Numerikus eredmények

4.1. A 2 x 2-es val6s stirtiségi matrixok

A 2 x 2-tes valos strtiségi matrixok terén lehet a program miikodését tesztelni.
Ezen a téren a stirtiségi matrix

1 1/ 1+z2 T
p—§(00+x-0x+z-az)—§< . 1—2)

alakt. p sajatértékeire:

Innen a sajatértékek

A_l:l:'r’_l:l:\/aﬂ—i-zz
2 2

és a striiségi matrix spektralfelbontasara:

2p=(1+nrP+(1-r)(1-P)=1+r(2P—-1)

1/1+2 = 1+7r ’";f—rz = l—r (=2 2
5 _ = PR s = otz
2 Z 1 z 2 2r 2r 2 2r 2r

Innen erre a paraméterezésre a metrika alakja 32| alapjan:

Ezért

2 2
z T 2z
+

g . 1 1+r + 1—7r + (1 )(1+ ) 1—27’ 1-:/’ - f(1+T)(1+r)
- 22 o 2902 z T 2xz
P\ SR e S e

A skalargorbiiletet innen a MAPLE tenzor csomagjaval szamolhatjuk a legkisebb, legna-
gyobb és a Kubo-Mori metrikara. A skalargorbiilet nyilvan csak a sajatértékektsl fiigg,
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igy abrazolhatjuk r = Va2 4 22 fiiggvényében @ abra). Megjegyzés: MAPLE tenzor
csomagja negativ definit metrikat var, ezért a skalargorbiilet szamolasakor figyelni kell az
elGjelre.

A skalargorbiilet szamolhato gy is, hogy a metrika elsé illetve masodik derivaltjait kézzel
szamoljuk, mig a tobbi szamolast a MAPLE tenzor csomagjaval végezziik. A Kubo-Mori
metrika esetén kiprobalhato a 9] formula is. Minegyik esetben a [0 abran lathato
eredményhez jutunk.

Legnagyobb —— Kubo-Maori Leglki Sebb|

——F — Y e

R O o = — T
-0 -06 -04 -0z U 02 04 06 08

-10 4

6. abra. A skalargorbiilet 2 dimenzios valds stirtiségi matrixok esetén

4.2. A kvantumcsatornak

A fenti eredmények alapjan ki tudjuk szamolni a kvantumcsatornék terének a monoton
metrikdk megszoritasabol vett gorbiiletét. Ezt a[3] példa csatornaira végezziik el, amikre
mar a kapacitéast is kiszamoltuk.

A szamolashoz elGszor le kell gyartani egy béazist, ami ortonormalt a skalarszorzasra nézve.
Tegyiik ezt a kovetkezs képpen: vegylink egy tetszéleges B; bazist a vizsgalt X pont feletti
érinttéren. Legyen X = UDUT, ahol D diagonélis, U unitér. Ekkor a szdmolas soran
az unitér invariancia miatt a D és C; = UTB;U matrixokkal lehet gyorsabban szamolni.
Legyen a metrika matrixa ebben a bazisban G = VdVT, ahol d diagonélis, V unitér. Egy,
a skalarszorzasra nézve diagonalis bazis legyartasa ekkor:

1
E,=— V..C;
\/d—l; Jij
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Hiszen ekkor

9(E;, E;) = (VIGV)y; = 6

1 1
—F Z Vki%jg<cka Cz) =

Vdid; 7 \/did,;

Innen a legyartott bazisban a fentebb ismertetett médon tudjuk szdmolni a skalargorbii-
letet a[39] formula alapjan. Az eredményt a[7] abran abrazoltuk.

"eredmeny_12d_tmp"u 1:2:3 -

7. abra. A skalasrgdrbiilet az ¢ : $(0o+a0,+yo,+20.) = §(09+azo, +ayo,+(az+b)o.)
csatorna esetén a és b fiiggvényében.

5. Osszefoglalas

A diplomamunka soran két témakort tekintettiink at: a kvantum-infomaéacidelmétet és a
differencidlgeometriat.

A kvantum-informacioelméleti rész végén kiszamoltuk egy kdnnyen kezelhets csatorna-
osztaly Holevo-kapacitasat. A differencialgeometriai rész soran megismertiik az allapottér
monoton metrikdk altal indukalt geometriajat. Ennek segitségével metrikat definidltunk
a csatornék terén is, majd kiszamoltuk a gorbiiletet a fenti csatornak esetén.

6. Koszonetnyilvanitas

Ko6sz6nom témavezetémnek, Andai Attilanak folyamatos segitségét és a témakorbe valo
bevezetésemet.



Kvantumcsatornék differencialgeometriai vizsgalata 39 /I@I

7. Annex

7.1. Perron Froebenius tétel

20. Allitas. Tr |A| norma az dnajungdlt mdtrizok valds vektorterén.

Bizonyitas. Valoban, ehhez a haromszog-egyenl6tlenség kell. Legyen ¢; (i = 1..n)
az A + B operéator egy teljes sajatfiiggvényrendszere: A+ B = > . \;F;, ahol P, a ¢,
sajatvektorra valo vetités. Innen |A + B| = ). |\;| F;, tehat

(@il [A+ Bl ¢i) = |Xi] = [(¢il (A+ B) i)

Innen irhatjuk:

Te|A+ Bl =3 (&l A+ Bloi) = 3 (il (A+ B)ou)] <

> l{oilAga)| + (61| Boi| < Tr| Al + Tr|B

Itt az els6 egyenléStlenség az abszolut értékre vonatkozo haromszog-egyenlétlenség, mig a
masodikhoz bontsuk fel A-t a pozitiv és negativ részére: A = A, — A_, ahol A, > 0 és
A_ > 0. Ekkor

(¢, Ag) | = [(9|A19) — (9|A-9)| < (d]A19) + ($|A-9)

a haromszog-egyenlStlenség és A illetve A_ pozitivitasa miatt. Viszont |A| = Ay + A_,
igy Tr|A| = > (il A_¢;) + (¢i| AL @), tehat a kivant egyenlStlenséget kapjuk. O

Jelolje Sy(H) a H — H oOnadjungalt linearis transzformaciokat, H véges dimenzids
Hilbert-tér.

8. Tétel (Perron-Froebenius). Legyen ¢ : Sx(H) — Sa(H) pozitiv, nyomtarts transzfor-
macio. Ekkor 3A € Sy(H), hogy e(A) = A.

Bizonyitas. El6szor belatjuk, hogy 3A € B(H), hogy €(A) = A. Valoban, ¢*(Id) = Id:
(AlId) = Tr A =Tre(A) = (e(A)|1d) = (Ale*(1d))

Ami csak Id = €*(Id) esetén teljesiilhet minden A-ra. Ezért az € — Id leképzés is elfajulo,
hisz az adjungaltja is az. Tehat 3A € B(H), hogy e(A) = A.

Legyen tehat A sajatvektor e-hoz, és A = A, — A_ a pozitiv- és negativ részre vald
felbontésa. Ekkor

Tr|A| =Tre(JA]) = Tre(Ay) + Tre(A-) > Trle(A)| = Tr | A

Ahol az els6 egyenlSség ¢ nyomtartasa, a méasodik |A| kifejtése, az egyenlStlenség a
haromszog-egyenlétlenség, hisz e(Ay) > 0, e(A-) > 0 és e(A) = ¢(Ay) —e(A). Az
utolss egyeldség az €(A) = A egyenldség.

Ez tehat csak ugy lehet, ha e(A) = ¢(A}) —e(A_) az e(A) = A felbontésa pozitiv és
negativ részre. Ez viszont ¢ pozitivitdsa miatt csak e(Ay) = Ay és e(A-) = A_ mellett
lehet. Tehat e-nak van S(H)-beli sajatvektora. O
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Reducibilitas Ha 1 e-nak illetve e*-nak egyszeres sajatértéke, akkor az 1-hez tartozo
sajatvektor egyértelmi. Ez e-ra a kdvetkezs sziikséges és elégségees feltételt is jelenti:
nincs olyan P < Id projekcio, hogy A € S (H) esetén Tr(AP) = 0 = Tr(e(A)P) = 0.
Ha mégis van ilyen, akkor a H hilbert-tér is szétesik: H = Ker(P)® Im(P). ¢ az ezekre
koncentralt valoszintiségi mértékeket nem keveri egymassal.

9. Tétel. Legyen ¢ : B(H) — B(H) nyomtartd, pozitiv linedris transzformdcio. Ekkor e
minden A sajdatértékére |A| < 1.

Bizonyitas. Legyen A+ pui A,y € R e-nak sajatértéke, ehhez 1étezik sajatvektor: a-+ b
, ahol a,b € S(H). Ekkor

gla) = da—pb
e(b) = pa+ b

Innen

Tr(Ja]) = Tr(e([a])) = Tr(le(a)]) = Tr(|Aa — pb])
Te(lo]) = Tr(e(o])) = Tr(le()]) = Tr([Ab + pal)

7.2. A Kullback-Leiber divergencia
H(A,B) =TrA(ln A —1InB). Ekkor H(A,B) >0. Es H(A,B) =0 <= A=B.
Bizonyitas. Legyen A=}, ;a;|i)(i] illetve B = 3. b;|j)(j|. Ekkor

H(A,B) = a;lna; — a;Inb;(il|5)(jlli) = Y (a;lna; — a;Inb;) |(il )]

1, 1,J

Ahol kihasznaltuk, hogy > 1(i|)|> = (i|i) = 1. Hasznaljuk tovabba, hogy

n(2) =

X

m(£>21_a
y X

H(A,B) = (a;Ina; — a;Inby) (il )" > Z(ai = b)) [{ilf)[* =0

i7j

-1

SHESS

Atrendezve

Tehat

Es egyenldség csak akkor lehet, ha a sajatvektorok és a sajatértékek is megegyeznek, tehat
A= B. ]

10. Tétel (Steiner). Legyen H a Kullback-Leibner relativ entropia, I véges halmaz, p; (i €
I) valdszindiségi eloszlds, o; € S(H) Vi € I, D € S(H). Ekkor

ZpiH(JZ-, D)= H(o,D) + ZpiH(ai, o)

i€l i€l
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Bizonyitas. Definici6 szerint

ZPiH(Ui,D) = Zp,» Traz-{ Ino; — lna} =—Trolno + Zpi Tro;Ino;
icl i€l i€l
Bévitsiik ezt
ZpiTrJilnD =TrolnD
i€l
-vel. Ekkor
ZpiH(ai,D) =TrolnD —Trolno + Zp,»Trailnai —piTro;InD =
icl i€l

=H(0, D)+ Y _piH(0;, D)

el

Ami pont az allitas volt.
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