
BME Matematika Intézet

Ricci-görbület a
kvantummechanikai állapottéren

Diplomamunka

Lovas Attila

Témavezető: Dr. Andai Attila

2014





Kivonat

Korábbi kutatásaink során kapcsolatot találtunk a kvantummechanikai határo-

zatlansági relációk és az állapottéren értelmezett Riemann-metrikák között. To-

vábblépésként az állapottér Ricci-tenzorának tanulmányozását tűztük ki célul. A

dolgozatban a kvantummechanikai állapotteret 1-kodimenziós részsokaságként ma-

gában foglaló Riemann sokaság Ricci-tenzorát számítottuk ki, majd előállítottuk

annak másodrendű közelítését a legkevertebb állapot közelében. Ricci-tenzor leg-

kevertebb állapotbeli alakjából megkaptuk, hogy az általunk vizsgált sokaság nem

lehet Einstein-sokaság. Végül a legegyszerűbb nemtriviális esetet vizsgáltuk nume-

rikusan, három nevezetes metrika esetén.
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1 BEVEZETÉS 1

1. Bevezetés

A Heisenberg-féle határozatlansági reláció naív olvasata szerint két, nem felcserélhető

operátorokkal reprezentált fizikai mennyiség – ilyenek például az impulzus és a hely

– nem mérhető egyszerre tetszőlegesen pontossággal [28]. Ezen elv (pontosabban a

Schrödinger által élesített változatnak [8]) matematikai megfelelője az, hogy a tekintett

két mennyiség kovarianciamátrixának determinánsára adható egy nem triviális alsó

becslés. Ezt Robertson még 1934-ben több fizikai mennyiségre általánosította [21].

Fél évszázaddal később Robertson eredménye már alkalmazás közelébe került. A

kvantumszámítógép fizikai megvalósíthatósága a határozatlansági relációk kutatásának

egyik fő mozgatórugója lett. Gibilisco, Imparato és Isola megmutatta [17, 18], hogy a

fizikai mennyiségek kovarianciamátrixának determinánsára vonatkozó alsó becslés nagy-

mértékben javítható bizonyos operátormonoton függvényekből származtatható kvantum

kovarianciák segítségével. Andai [2] cikkében megmutatta, hogy a szóban forgó egyenlőt-

lenségek mindegyike a Brunn–Minkowski determináns-egyenlőtlenségre (lásd: [7] és [29])

vezethetők vissza.

A kvantum kovarianciák tulajdonképpen speciális Riemann-metrikák (ún. kvantum

Fisher-információk) a kvantummechanikai állapottéren, amely – mintazt később látni

fogjuk – egy sima sokaság. Korábbi kutatásaink során általánosítottuk Andai kovarian-

ciamátrixok determinánsai között fennálló egyenlőtlenségekről szóló tételét és geometriai

jelentést tulajdonítottunk a Schrödinger által bevezetett kovarianciának [16, 3]. Megmu-

tattuk, hogy a kvantummechanikai határozatlansági relációk lényegében az állapottéren

értelmezett különböző metrikák között fennálló egyenlőségek.

Az eddigi gyakorlatunkkal ellentétben egy tisztán geometriai fogalomból, az állapot-

tér Ricci-görbületéből indulunk ki és célunk pedig az, hogy a Ricci-tenzort információ-

geometriai jelentéssel ruházzuk fel. Első lépésként meghatározzuk a kvantummechanikai

állapottér Ricci-görbületét. Jelen dolgozat fő eredménye a Ricci-tenzor előállítása. Előze-

tes ismeretként feltételezzük a Riesz–Dunford operátorkalkulusban, az operátormonoton

függvények elméletében, illetve a sima sokaságok elméletében való alapvető jártasságot.

A fejezet hátralevő részében definiáljuk vizsgálódásunk tárgyát: a kvantummechanikai

állapotteret.
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Kizárólag olyan kvantumrendszereket vizsgálunk, melyek leírhatók véges dimenzós

Hilbert-terek segítségével. Ilyen például egy véges sok részecskét tartalmazó rendszer a

spinje nem relativisztikus esetben.

1.1. Definíció. Legyen n ∈ N, Hn pedig egy rögzített n-dimenziós Hilbert-tér, továbbá

jelöljeMn a Hn Hilbert-tér lineáris operátorainak Lin(Hn) halmazát.

1. A Hn Hilbert-téren értelmezett 1 nyomú, önadjungált, pozitív lineáris operátorokat

állapotoknak nevezzük. Az állapotok összességét állapottérnek hívjuk, ezt M(1)
n,sa

jelöli.

M(1)
n,sa :=

{
D
∣∣D ∈Mn, D ≥ 0, D = D+, Tr(D) = 1

}
2. A Hn Hilbert-téren értelmezett önadjungált operátorokat fizikai menynyiségeknek

vagy más szóval obszervábiliseknek nevezzük. A fizikai mennyiségek összességét

jelöljeMn,sa.

Mn,sa :=
{
A
∣∣A ∈Mn, A = A+

}
Az állapottér egy zárt konvex halmaz a (Mn,C) vektortérben. Ennek a halmaznak az

extremális 1 pontjait hívjuk tiszta állapotoknak, a többi pontot pedig kevert állapotoknak

nevezzük. Megállapodunk abban, hogy D a továbbiakban mindig állapotot jelöl. Az

(Mn,C) vektortéren a (A,B) 7→ Tr(A∗B) hozzárendelés egy belső szorzást ad meg. A

Tr(A∗B) ∈ C számot az A és B operátorok Hilbert–Schmidt skaláris szorzatnak nevezzük.

A Hilbert–Schmidt belső szorzás az Mn,sa halmazon egybeesik az (A,B) 7→ Tr(AB)

hozzárendelés által definiált leképezéssel. Ellenőrizhető, hogy a Hilbert–Schmidt skaláris

szorzás nem elfajult és (Mn,sa,R) egy nem elfajult altere az (Mn,R) vektortérnek, azaz

egyik esetben sem található olyan operátor, ami ortogonális lenne a tekintett vektortér

minden elemére nézve.

1Egy konvex halmazbeli elemet abban az esetben nevezünk extremálisnak, ha nem áll elő két különböző

konvex halmazbeli elem nem triviális konvex kombinációjaként.
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2. Az állapottér geometriája

2.1. Az állapottér mint Riemann sokaság

A Hn Hilbert-téren értelmezett belső szorzás folytonosságából adódóan az állapottér

belsejét pontosan azok az állapotok alkotják, melyekhez szigorúan pozitív lineáris

operátorok tartoznak, ezért ezt a halmaztM(1)+
n,sa -al fogjuk jelölni. Az állapottér belseje

egy összefüggő nyílt halmaz, melyet kizárólag kevert állapotok alkotnak.

2.1. Állítás. Az M(1)
n,sa állapottér M(1)+

n,sa -al jelölt belseje ellátható egy közönséges sima

sokaság struktúrával. Az így kapott sima sokaságot jelölje szinténM(1)+
n,sa .

Bizonyítás .

Az állapottér belsejét egyetlenegy térképpel fogjuk lefedni. A koordinátázást komplex

állapotokra mutatjuk meg, a valós állapotok koordinátázása hasonlóképpen történik.

Legyen D ∈M(1)+
n,sa egy állapot és {ei}ni=1 a Hn n-dimenziós Hilbert-tér egy bázisa.

TekintsükMn szokásos bázisát (mátrixegységek) a Hn ezen bázisra vonatkozóan.

(Eij)kl := δikδjl

Vezessük be az

ek ∨ el =
1

2
(Ekl + Elk) és ek ∧ el =

1

2i
(Ekl − Elk) (1)

(1 ≤ k < l ≤ n) operátokokat. Ekkor a

φ :M(1)+
n,sa → Rn2−1 D 7→ φ(D) (2)

φ(D) := (TrDE11, . . . ,TrDEn−1,n−1,TrD(e1 ∨ e2), . . . ,TrD(e1 ∨ en),

. . . ,TrD(en−1 ∨ en),TrD(e1 ∧ e2), . . . ,TrD(e1 ∧ en), . . . ,TrD(en−1 ∧ en)) (3)

módon definiált leképezés kölcsönösen egyértelmű és inverzével együtt folytonos, tehát

homeomorfizmusM(1)+
n,sa és Rn2−1 egy összefüggő nyílt halmaza köztött.

Q.E.D.
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2.1. Megjegyzés. A D állapot mátrixreprezentációjában a ei ∨ ej és Eii leképezések

felelnek meg a D mátrix valós részének, az ei ∧ ej leképezések pedig a képzetes résznek. Így

a valós állapotok koordinátázása annyiban tér el a komplex állapotok koordinátázásától,

hogy a ei ∧ ej leképezéseket kihagyjuk. Az állapottér fenti térképezését szokás kanonikus

koordinátázásnak is nevezni.

A továbbiakban az Fkl := 2(ek ∨ el) és a Hkl := 2(ek ∧ el) jelöléseket fogjuk használni.

2.1. Definíció. Az M(1)
n,sa sokaságon egy g ∈ T ∗M(1)+

n,sa ∨ T ∗M(1)+
n,sa (2,1)-típusú sima

tenzormezőt Riemann-metrikának nevezünk, ha tetszőleges

X :M(1)+
n,sa → TM(1)+

n,sa

sima vektormező esetén a

g(X,X) :M(1)+
n,sa → R

függvény nemnegatív és (∀D ∈M(1)+
n,sa ) g(X,X)(D) = 0⇔ X(D) = 0.

2.2. Állítás. Egy tetszőleges D ∈M(1)+
n,sa állapot felett a TDM(1)+

n,sa érintőtér izomorf a

nulla nyomú fizikai mennyiségekM(0)
n,sa valós számtest feletti vektorterével.

Bizonyítás .

Az érintőtér azon meghatározását vesszük alapul, mely az érintővektorokat a

sokaságban haladó sima görbék ekvivalencia osztályaiként adja meg, ahol az ekvivalencia

reláció az elsőrendű érintkezés.

Legyen γ : (−1, 1)→M(1)+
n,sa sima görbe, melyre γ(0) = D ∈M(1)+

n,sa . A Tr művelet

lineáris funkcionál, ezért

Tr γ̇(0) = lim
t→0

1

t
Tr(γ(t)− γ(0)) = 0 (4)

teljesül, azaz γ̇(0) ∈M(0)
n,sa. A TDM(1)+

n,sa érintőtér vektorai (D, γ̇(0)) alakú párokkal

reprezentálhatók és minden ilyen párra igaz, hogy a második elemM(0)
n,sa-beli elem, ezért

rögzített D ∈M(1)+
n,sa esetén a TDM(1)+

n,sa érintőtér beágyazható aM(0)
n,sa vektortérbe.

Most legyen A ∈M(0)
n,sa tetszőleges és vegyük a t 7→ γ(t) := D + tA görbét. Az

M(1)+
n,sa ⊆ Rn2−1 halmaz nyílt és γ folytonos, ebből következik, hogy ∃ε > 0, melyre a

γ görbe (−ε, ε) intervallumra való megszorítása teljes egészében az M(1)+
n,sa sokaságban
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halad. A γ : (−ε, ε)→M(1)+
n,sa leképezés lineáris, ezért sima, γ(0) = D és γ̇(0) = A. Az

M(0)
n,sa lineáris tér tehát nemcsak beágyazható a TDM(1)+

n,sa érintőtérbe, hanem izomorf is

vele.

Q.E.D.

2.2. Kvantum Fisher információk

A kvantum Fisher információ a klasszikus statisztikai modellek elméletéből ismert

Fisher-féle információs mátrix általánosítása nemkommutatív esetre. A Fisher-féle

információsmátrix többféleképpen is általánosítható kvantumos esetre, itt a Cenzov és

Morozova által leírt általánosítsát mutatjuk be. Mindezt a teljesség igénye nélkül tesszük,

pusztán azért, hogy példát adjunk információgeometriai szempontból érdekes metrika

családokra állapottéren. A tudományterület információgeometriai hátteréről bővebb

információ az [1] dolgozatban található.

2.2. Definíció. Egy T :Mn →Mm lineáris leképezést pozitív leképezésnek mondunk,

ha pozitív operátor T általi képe pozitív operátor.

Minden k természetes számra azA ∈Mk ⊗Mn elemhez rendeljük hozzá az [A]ij = Aij

blokkmátrixot, ahol i, j = 1, . . . , k és Aij ∈Mn.

2.3. Definíció. Egy T : Mn → Mm lineáris leképezést abban az esetben nevezzük

teljesen pozitív leképezésnek, ha minden k ∈ N esetén a

T (k) :Mk ⊗Mn →Mk ⊗Mm Mn 3 Aij 7→
[
T (k)A

]i
j

= T [A]ij (5)

leképezés pozitív leképezés. A T :Mn →Mm leképezést sztochasztikus leképezésnek

hívunk, ha teljesen pozitív és felcserélhető a Tr művelettel.

2.4. Definíció. Riemann sokaságok egy
(
M(1)+

n,sa , g(n)
)
n∈N+

családját monoton metrika

családnak nevezzük, ha tetszőleges m,n pozitív egész számokra és minden

T :Mn →Mm
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sztochasztikus leképezésre bármely D ∈M(1)+
n,sa állapotban teljesül az

(∀A ∈M(0)
n,sa) g

(m)
T (D)(T (A), T (A)) ≤ g

(n)
D (A,A) (6)

egyenlőtlenség. A monoton metrika családok tagjait kvantum Fisher információknak

hívjuk.

Az Mn,sa halmazon a A ≥ B ⇔ A−B ≥ 0 reláció egy parciális rendezést ad meg.

Vizsgálható, hogy azMn halmazon értelmezettMn halmazba képző függvények hogyan

viselkednek az imént bevezetett parciális rendezésre nézve.

2.5. Definíció. Egy f : R→ R folytonos függvényről akkor mondjuk, hogy operátormo-

noton (növekvő), ha tetszőleges n ∈ N és A,B ∈ Mn,sa esetén igaz, hogy ha A ≤ B,

akkor az f(A) ≤ f(B) egyenlőtlenség teljesül. Egy f : R+ → R operátormonoton függ-

vényt szimmetrikusnak nevezzük, ha eleget tesz a

f(x) = xf

(
1

x

)
(7)

függvényegyenletnek és normáltnak hívjuk, ha f(1) = 1.

A szimmetrikus, normált operátormonoton függvények halmazát a továbbiakban Fop

jelöli.

2.1. Példa. Az alábbi függvények mindegyike szimmetrikus, normált operátormonoton

függvény:

x 7→ 1 + x

2
, x 7→ 2x

1 + x
, x 7→ 2x

1+α
2

1 + x2α
, x 7→ x− 1

log x
, x 7→ β(1− β)(x− 1)2

(xβ − 1)(x1−β − 1)
,

ahol α ∈
(
0, 1

2

)
és 0 < |β| < 1.

Az operátormonotonicitás egy igen erős feltétel, melynek sok nem triviális következmé-

nye van. Igaz például, hogy minden f : R+ → R szimmetrikus, normált operátormonoton

függvény differenciálható. A bizonyítást illetően lásd Bhatia [20] könyvét.

A (7) egyenlőség különböző oldalain álló függvények differenciálásával belátható, hogy

egy f ∈ Fop függvény deriváltjai eleget tesznek az alábbi függvényegyenleteknek.

f ′
(

1

x

)
= f(x)− xf ′(x) (8)

f ′′
(

1

x

)
= x3f ′′(x) (9)
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A (8) azonosságba x = 1 értéket helyettesítve azonnal adódik, hogy f ′(1) = 1
2
, vagyis

egy szimmetrikus, normált operátormonoton függvény deriváltja az x = 1 helyen csakis
1
2
lehet.

Az operátormonoton függvények és a monoton metrika családok között szoros

kapcsolat mutatható ki, erről szól Petz osztályozási tétele [4].

2.1. Tétel (Petz 1996). Kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létesíthető a monoton

metrikacsaládok és a szimmetrikus, normált operátormonoton függvények között. Az

f ∈ Fop függvényhez a

(∀n ∈ N) g(n)(D)(X, Y ) = Tr
(
X
(
R

1
2
n,Df(Ln,DR

−1
n,D)R

1
2
n,D

)−1

(Y )

)
(10)

formula monoton metrikák egy (g(n))n∈N családját rendeli, ahol Ln,D a D mátrixszal való

balról-, Rn,D pedig a D mátrixszal való jobbról szorzás operáció.

Bizonyítás . A tételt nem bizonyítjuk, a tétel bizonyítása Petz [4] dolgozatában

megtalálható.

Q.E.D.

2.2. Példa. Az f(x) = 1
4
(
√
x+ 1)2 szimmetrikus, normált operátormonoton függvényhez

asszociált monoton metrika család tagjait Wigner–Yanase metrikáknak nevezik.

Tetszőleges β ∈ [−1, 2] \ {0, 1} számra szimmetrikus, normált operátormonoton függ-

vényt határoz meg a fβ(x) = β(1−β)(x−1)2

(xβ−1)(x1−β−1)
hozzárendelés. Az ezen függvénycsalád tagjai-

hoz metrikákat Wigner–Yanase–Dyson metrikáknak hívják.

2.2. Megjegyzés. Jogosan vetődhet fel a kérdés, hogy az eddigi vizsgálódásaink során

csupán az állapottér belsejét néztük és a tiszta állapotokról nem mondtunk semmit. Az

egész M(1)
n,sa állapottér egy peremes sokaság struktúrával látható el. A tiszta állapotok az

∂M(1)
n,sa perem részhalmazát alkotják. Petz monoton metrikák radiális kiterjeszthetőségéről

szóló tétele [4] értelmében igaz, hogy egy 〈·, ·〉D,f kvantum Fisher információ pontosan

akkor terjeszthető ki tiszta állapotokra, ha f(0) 6= 0.
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2.3. Cenzov–Morozova-függvények

Sokszor kényelmesebb a kvantum Fisher információkat indexelő szimmetrikus, nor-

mált operátormonoton függvények helyett az azokból származtatott Cenzov–Morozo-

va-függvényekkel dolgozni.

2.6. Definíció. Minden szimmetrikus, normált operátormonoton f függvényhez rendel-

hető egy ún. Cenzov–Morozova-függvény az alábbi módon.

cf (x, y) : R+ × R+ → R (x, y) 7→ 1

xf
(
y
x

) (11)

Vegyük észre, hogy az f ∈ Fop függvény (7) értelemben vett szimmetriájával ekvivalens

az, hogy az f függvényből a fenti formulával származtatható cf Cenzov–Morozova-függ-

vény szimmetrikus kétváltozós függvény. A (7), (8) és (9) azonosságokból és a magasabb

rendű deriváltak szimmetriájából a Cenzov–Morozova-függvény parciális deriváltjaira

további értékes összefüggések nyerhetők.

∂1cf (x, y) = ∂2cf (y, x)

∂2
11cf (x, y) = ∂2

22cf (y, x)

∂2
12cf (x, y) = ∂2

21cf (x, y) = ∂2
21cf (y, x) = ∂2

12cf (y, x)

(12)

cf (x, y) = −(x∂1cf (x, y) + y∂2cf (x, y))

cf (x, y) = −1

2

[
x y

] ∂11cf (x, y) ∂12cf (x, y)

∂21cf (x, y) ∂22cf (x, y)

 x

y

 (13)

A (12) egyenlőségcsoport a cf függvény szimmetriájából következik, így ezeket az

összefüggéseket azokban az esetekben is fel lehet használni, amikor a metrika nem

operátormonoton függvényből származik.

Egy f ∈ Fop függvényhez a (10) formula által rendelt metrika család tagjaira

használhatóbb kifejezést kaphatunk a Riesz–Dunford függvénykalkulus eredményeinek

felhasználásával, ugyanis az f függvény szimmetriájából és operátormonotonicitásából

következik, hogy analitikusan kiterjeszthető a C \ {0} pontozott komplex számsíkra (lásd:

[1]). Jelölje c az f függvényhez asszociált Cenzov–Morozova-függvény kiterjesztését a

C+ := {a+ bi ∈ C|a > 0}
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halmazra, γ1 és γ2 pedig legyenek C+ halmazban haladó zárt sima görbék, melyek a

D ∈Mn,sa operátor σ(D) spektrumát pontosan egyszer kerülik meg, vagyis

∀x ∈ σ(D) Indγk(x) :=
1

2πi

∮
γk

1

z − x
dz = 1 k = 1, 2

teljesül. Ekkor a származtatott metrikára a

g(D)(X, Y ) = Tr
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)X(ξ −D)−1Y (η −D)−1 dξdη (14)

előállítás érvényes. Az így értelmezett D 7→ g(D)(X, Y ) függvény differenciálható úgy,

hogy az „integráljel mögött” deriválunk. A fenti formulában – és ezentúl mindig – a

(ξ −D) és (η−D) szimbólumok a (ξ · idHn −D) és (η · idHn −D) kifejezéseket rövidítik.

A származtatott metrika (14) módon történő kiszámításáról az [1] tézis tartalmaz több

információt. Innentől fogva aD mátrixról csak önadjungáltságot tételezünk fel. AzMn,sa

sokaság az állapottérnél könnyebben kezelhető. Az állapottér az (Mn,sa, g) Riemann

sokaság 1-kodimenziós Riemann részsokasága. A 2.2 állítás bizonyításában mutatott

utat követve belátható, hogy azMn,sa sokaság érintőtere minden pontban az (Mn,sa,C)

vektortérrel izomorf.

Vezessük be a G : Mn,sa → Lin(Mn) függvényt, melyet a következő hozzárendelés

értelmez.

G(D)(Y ) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Y (η −D)−1 dξdη (15)

Ekkor a (14) Riemann-metrika a g(D)(X, Y ) = Tr (XG(D)(Y )) alakban írható fel.

Számításaink során szükség lesz a G leképezés első és második deriváltjaira.

2.1. Lemma. Legyen Gn := {A ∈ Mn|∃A−1 ∈ Mn}, ekkor a következő kijelentések

igazak.

1. Gn ⊂Mn nyílt halmaz.

2. Az i : Gn → Gn A 7→ A−1 operátor inverzió differenciálható, és

∀A ∈ Gn ∀X ∈Mn (d i)(A)(X) = −A−1XA−1

teljesül a deriváltra.
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Bizonyítás . Lásd [13].

Q.E.D.

2.2. Lemma. Legyen ξ ∈ C és Gξ := {A ∈ Mn|∃(ξ − A)−1 ∈ Mn}, ekkor a következő

kijelentések teljesülnek.

1. Gξ ∈Mn nyílt halmaz.

2. Az iξ : Gξ →Mn A 7→ (ξ − A)−1 függvény differenciálható, és a deriváltra teljesül,

hogy

∀A ∈ Gξ X ∈Mn (d iξ)(A)(X) = (ξ − A)−1X(ξ − A)−1. (16)

Bizonyítás . A 2.1 lemma és a láncszabály alapján nyilvánvaló.

Q.E.D.

Egy tetszőleges, X és Y változókat tartalmazó „Kifejezés” szimmetrizáltjára és

antiszimmetrizáltjára az alábbi jelöléseket vezetjük be.

{Kifejezés(X, Y )}X,Y := Kifejezés(X, Y ) + Kifejezés(Y,X)

[Kifejezés(X, Y )]X,Y := Kifejezés(X, Y )−Kifejezés(Y,X)
(17)

2.3. Állítás. Legyen D ∈Mn,sa, X, Y, Z ∈Mn, G pedig a (15) formula által adott

leképezés, ekkor a dG és d 2G deriváltakra a következő előállítások érvényesek.

i.

dG(D)(X)(Y ) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(ξ −D)−1Y (η −D)−1 dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Y (η −D)−1X(η −D)−1 dξdη

(18)
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ii.

d 2G(D)(X)(Y )(Z) =

=

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(ξ −D)−1Y (ξ −D)−1Z(η −D)−1 dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Y (ξ −D)−1Z(η −D)−1X(η −D)−1 dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Z(η −D)−1X(η −D)−1Y (η −D)−1 dξdη


X,Y

(19)

Bizonyítás .

Komplexfüggvénytani tény, hogy a homotóp görbéken vett integrálok egyenlők. A D

operátornak a spektruma egy véges halmaz (a D operátor mátrixának a sajátértékei),

ezért a γ1 és γ2 görbéket választhatjuk úgy, hogy ∀x ∈ σ(D) Indγk(x) = 1 k = 1, 2

teljesüljön. Kihasználva, hogy „be lehete deriválni” az integráljel mögé a (16) formulát és

a ii. esetben a c függvény szimmetrikusságát felhasználva rövid számolás után a (18) és

(19) formulákat kapjuk.

Q.E.D.

2.4. Az Mn,sa sokaság Levi–Civita kovariáns deriválása

A Riemann geometria egyik alapvető fogalmához, a kovariáns deriváláshoz többféle

úton is el lehet jutni. Kiindulhatunk például az érintőnyalábon – mint sima sokaságon –

értelmezett homogén vektormezőkből (ún. spray) [26] vagy a vektornyalábokon értelme-

zett konnexió fogalmából. Ez utóbbi tárgyalásmód általánosabb, a [15] dolgozatomban

egy ilyen utat mutatok be nagy vonalakban. Itt most a Jean Louis Koszul által 1955-

ben bevezetett tárgyalásmódot követjük. Nem törekszünk teljességre, kizárólag csak a

továbblépéshez nélkülözhetetlen fogalmakat definiáljuk. Az állítások közül pedig kizáró-

lag azokat bizonyítjuk, amelyeket speciálisan az Mn sokaság részsokaságaira mondunk

ki. A tenzormezők bázisponttól való függését ezentúl csakis akkor tüntetjük fel, ha a

bázisponttól való függés fel nem tüntetése fatális félreértéseket okozna.
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Emlékeztetünk, hogy egy M sima sokaságon értelmezett vektormezők Γ(M,TM)

halmaza egy kanonikus modulus struktúrával rendelkezik a sokaságon értelmezett sima

függvények C∞(M,C) gyűrűje felett.

2.7. Definíció. Egy ∇ : Γ(M,TM) × Γ(M,TM) → Γ(M,TM) leképezést kovariáns

deriválásnak hívunk az M sokaságon, ha eleget tesz az alábbi négy kritériumnak.

1. ∇(X+Y )U = ∇XU +∇YU , ha X, Y, U ∈ Γ(M,TM).

2. ∇X(U + V ) = ∇XU +∇XV , ha X,U, V ∈ Γ(M,TM).

3. ∇φ·XU = φ · ∇XU , ha X,U ∈ Γ(M,TM) és φ ∈ C∞(M,C).

4. ∇X(φ · U) = (Xφ) · U + φ∇XU , ha X,U ∈ Γ(M,TM) és φ ∈ C∞(M,C).

2.4. Állítás. Legyen ∇ kovariáns deriválás azMn,sa sokaságon, ekkor létezik egy olyan Γ

(2,1)-típusú tenzormező azMn,sa sokaságon, hogy tetszőleges X és Y vektormezők esetén

a következő egyenlőség érvényes. 2

∇XY = dY (X) + Γ(X, Y ) (20)

Bizonyítás .

AzMn,sa sokaság egyetlen térképpel lefedhető, legyen egy ilyen lefedés (x1 . . . xn
2
). A(

∂
∂xk

)
k∈{1,...,n2} vektormezők azMn,sa sokaságon egy bázismezőt határoznak meg. Létezik

tehát sima függvényeknek olyan
(
Xk
)
k∈{1,...,n2} ,

(
Y k
)
k∈{1,...,n2} ⊆ C∞(M,C) rendszere,

melyre az X =
n2∑
k=1

Xk ∂
∂xk

és Y =
n2∑
k=1

Y k ∂
∂xk

előállítások érvényesek. A kovariáns deriválás

fenti definíciójában szereplő tulajdonságokat felhasználva a következőt kapjuk.

∇XY = ∇ n2∑
k=1

Xk ∂

∂xk

n2∑
k=1

Y k ∂

∂xk
=

n2∑
k=1

n2∑
l=1

Xk∇ ∂

∂xk

(
Y l ∂

∂xl

)
=

=
n2∑
k=1

n2∑
l=1

Xk ∂Y
l

∂xk
∂

∂xl
+

n2∑
k=1

n2∑
l=1

XkY l∇ ∂

∂xk

∂

∂xl
=

= dY (X) +
n2∑
k=1

n2∑
l=1

XkY l∇ ∂

∂xk

∂

∂xl︸ ︷︷ ︸
n2∑
r=1

Γrkl
∂
∂xr

(21)

2Itt a d az Y :Mn,sa →Mn,sa normált terek közt ható függvény deriválását jelenti és semmiképpen

sem jelöl „külső deriváltat”.
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A fenti levezetésből leolvasható, hogy a Γ tenzormező (x1 . . . xn
2
) térképezésre és a(

∂
∂xk

)
k∈{1,...,n2} bázismezőre vonatkozó komponensei a Γrkl sima függvények.

Q.E.D.

A differenciálható sokaságok elméletében a Γrkl sima függvényeket Christoffel-szimbó-

lumoknak hívják. Megállapodunk abban, hogy „házi használatra” a fenti Γ tenzormezőt

hívjuk Christoffel-szimbólumnak. Azért van ez a furcsa kettősség, mert Mn,sa elemeire

tekinthetünk úgy, mint egy Riemann sokaság pontjaira és úgy is, mint mátrixokra.

Ezen szemléletmód következménye, hogy azMn,sa sokaságon adott X és Y vektormezők

Lie-zárójele [X, Y ] = dX(Y )− dY (X) módon is felírható.

2.8. Definíció. Egy M sima sokaságon adott kovariáns deriválás torziótenzora alatt a

T(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

formulával megadott (2,1)-típusú tenzormezőt értjük. A ∇ kovariáns deriválásról akkor

mondjuk, hogy torziómentes, ha a torziótenzora azonosan nulla.

A kovariáns deriválás metrikusságát szokás úgy is jellemezni, hogy a metrika kovariáns

deriváltja nulla. Ez a jellemzés a következő meghatározást szolgáltatja.

2.9. Definíció. Egy (M, g) szemi-Riemann sokaságon adott ∇ kovariáns deriválást

metrikusnak mondunk, ha tetszőleges X, Y, Z ∈ Γ(M,TM) vektormezőkkel az

Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

egyenlőség teljesül.

A fenti definícióval ekvivalens, annál valamivel szemléletesebb definíció található Szenthe

[26] könyvében.

2.2. Tétel. Egy (M, g) szemi-Riemann sokaságon pontosan egy metrikus és torzió

mentes kovariáns deriválás létezik, amelyet Levi–Civita kovariáns deriválásnak hívunk

és az (Mn,sa, g) Riemann sokaság esetén a neki megfelelő Christoffel-szimbólumokat a

következő egyenlőség egyértelműen meghatározza.

g(Γ(X, Y ), Z) =
1

2
(d g(X)(Y, Z) + d g(Y )(X,Z)− d g(Z)(X, Y )) (22)



14 2 AZ ÁLLAPOTTÉR GEOMETRIÁJA

Bizonyítás . Ezt a tételt nem bizonyítjuk. A bizonyítás a [27] és a [26] könyvekben

megtalálható.

Q.E.D.

2.3. Tétel. Az (Mn,sa, g) Riemann sokaság Levi–Civita kovariáns deriválásához tartozó

Christoffel-szimbólum a

Γ(X, Y ) =
1

2
G−1

(
{dG(X)(Y )− Λ(X, Y )}X,Y

)
(23)

formulával fejezhető ki, ahol Λ egy (2,1)-típusú tenzormező, amely a

Λ(D)(X, Y ) :=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(η −D)−1Y (ξ −D)−1 dξdη (24)

formula által adott, ahol c a g Riemann-metrikához tartozó Cenzov–Morozova-függvény.

Bizonyítás .

A metrika (15) függvénnyel és Hilbert–Schmidt skaláris szorzással való kifejezését a

(22) formulába írva a következőt kapjuk.

Tr(Z ·G(Γ(X, Y ))) =
1

2
Tr (Z(dG(Y )(X) + dG(X)(Y )))− 1

2
Tr(X dG(Z)(Y )). (25)

A Tr operáció linearitását és ciklikusságát valamint a c függvény szimmetriáját felhasz-

nálva a (25) formula utolsó összeadandója az alábbi módon alakítható át.

Tr(X dG(Z)(Y )) =

= Tr

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)X(ξ −D)−1Z(ξ −D)−1Y (η −D)−1 dξdη

+

+ Tr

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)X(ξ −D)−1Y (η −D)−1Z(η −D)−1 dξdη

 =

= Tr

Z 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(η −D)−1Y (ξ −D)−1 dξdη

+

+ Tr

Z 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Y (η −D)−1X(ξ −D)−1 dξdη



(26)
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Definiáljuk a Λ tenzormezőt a (25) formulával, ekkor a következőt kapjuk.

Tr(ZG(Γ(X, Y ))) =
1

2
Tr
(
Z {dG(X)(Y )− Λ(X, Y )}X,Y

)
(27)

Mivel a fenti összefüggés fennáll minden Z ∈ Mn,sa mátrixra, a Hilbert–Schmidt belső

szorzás regularitása miatt az alábbi adódik.

G(Γ(X, Y )) =
1

2
{dG(X)(Y )− Λ(X, Y )}X,Y (28)

A kapott egyenlőséget a G−1 mátrixszal balról szorozva kapjuk a bizonyítandó formulát.

Γ(X, Y ) =
1

2
G−1

(
{dG(X)(Y )− Λ(X, Y )}X,Y

)
(29)

Q.E.D.

Későbbi számításaink során szükség lesz a D 7→ Λ(D)(X, Y ) leképezés deriváltjára.

2.5. Állítás. A D 7→ Λ(D)(X, Y ) leképezés deriváltját a

dΛ(D)(Z)(X, Y ) =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1Z(ξ −D)−1X(η −D)−1Y (ξ −D)−1 dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(η −D)−1Z(η −D)−1Y (ξ −D)−1 dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ −D)−1X(η −D)−1Y (ξ −D)−1Z(ξ −D)−1 dξdη

(30)

formula adja meg, ahol X, Y, Z,D ∈Mn,sa.

Bizonyítás . A bizonyítás a 2.3 állítás bizonyításához hasonló módon végezhető, nem

részletezzük.

Q.E.D.

2.5. Az Mn,sa sokaság Riemann görbülete

2.10. Definíció. Egy M sima sokaságon legyen adott egy ∇ kovariáns deriválás.

Igazolható, hogy a

R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ −∇X∇XZ −∇[X,Y ]Z
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formula egy (3,1)-típusú sima tenzormezőt határoz meg az M sokaságon. Ezt a

tenzormezőt az M sokaság ∇ kovariáns deriválásra vonatkozó Riemann-féle görbületi

tenzorának nevezik.

Ellenőrizhető, hogy az Mn,sa sokaságra a Riemann tenzor fenti alakja az alábbival

ekvivalens.

R(X, Y, Z) =
[
∇X∇YZ −∇dX(Y )Z

]
X,Y

(31)

2.11. Definíció. Az Mn,sa sokaságon egy X vektormezőt konstansnak mondunk, ha

dX = 0 teljesül rá.

Ezentúl kizárólag konstans vektormezők vizsgálatával foglalkozunk azMn,sa sokaságon.

A (31) formulából a lentebb részletezett rövid számolás után a

R(X, Y, Z) = [dΓ(X)(Y, Z) + Γ(X,Γ(Y, Z))]X,Y (32)

kifejezést nyerjük a Riemann-tenzorra.

R(X, Y, Z) =

∇X∇YZ −∇dX(Y )︸ ︷︷ ︸
=0

Z


X,Y

= [∇X(Γ(Y, Z))]X,Y =

= [dΓ(X)(Y, Z) + Γ(X,Γ(Y, Z))]X,Y

(33)

2.3. Lemma.

dG−1(X)(Y ) = −G−1
(
dG(X)

(
G−1(Y )

))
(34)

Bizonyítás .

A láncszabályt és az operátor inverzió differenciálási szabályát a G leképezés és az

operátor inverzió kompozíciójára alkalmazva kapjuk a fenti formulát.

Q.E.D.

2.4. Tétel. Tekintsük az (Mn,sa, g) Riemann sokaságot a Levi–Civita kovariáns derivá-

lással. Ha X, Y és Z konstans vektormezők, akkor a Riemann görbület a következő alakot

ölti.

R(X, Y, Z) =
1

2
G−1

[
d2G(X)(Z)(Y )− {dΛ(X)(Y, Z)}Y,Z−

−{Λ(X,Γ(Y, Z))}X,Γ(Y,Z) − [dG(X)(Γ(Y, Z))]X,Γ(Y,Z)

]
X,Y

(35)
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Bizonyítás .

A Riemann görbületi tenzorra nyert (32) formulába a Christoffel-szimbólumra nyert

(23) kifejezéseket beírva az alábbiakat kapjuk.

dΓ(X)(Y, Z) =
1

2
dG−1(X)

(
{dG(Y )(Z)− Λ(Y, Z)}Y,Z

)
+

+
1

2
G−1

({
d2G(X)(Y )(Z)− dΛ(Y, Z)

}
Y,Z

)
=

= G−1

(
1

2

{
d2G(X)(Y )(Z)− d(X)(Y, Z)

}
Y,Z
− dG(X)(Γ(Y, Z))

) (36)

Γ(X,Γ(Y, Z)) =
1

2
G−1

(
{dG(X)(Γ(Y, Z))− Λ(X,Γ(Y, Z))}X,Γ(Y,Z)

)
(37)

AG leképezés második deriváljának szimmetriáját felhasználva kapjuk a kívánt alakot.

R(X, Y, Z) = [dΓ(X)(Y, Z) + Γ(X,Γ(Y, Z))]X,Y =

= G−1

[
1

2

{
d2G(X)(Y )(Z)− dΛ(X)(Y, Z)

}
Y,Z
− dG(X)(Γ(Y, Z))

]
X,Y

+

+
1

2
G
[
{d(x)(Γ(Y, Z))− Λ(X,Γ(Y, Z))}X,Γ(Y,Z)

]
X,Y

=

=
1

2
G−1

[
d2G(X)(Z)(Y )− {dΛ(X)(Y, Z)}Y,Z−

−{Λ(X,Γ(Y, Z))}X,Γ(Y,Z) − [dG(X)(Γ(Y, Z))]X,Γ(Y,Z)

]
X,Y

(38)

Q.E.D.
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3. A Ricci-görbület lokális alakja

Egy M sima sokaságon adott ∇ kovariáns deriválás Ricci-tenzora alatt a

Ric(Y, Z) := Tr(X 7→ R(X, Y, Z)) (39)

formulával megadott (2,0)-típusú tenzormezőt értjük, aholR a görbületi tenzor. A fejezet

célja az (Mn,sa, g) Riemann sokaságon a Ricci-tenzor lokális alakjának kiszámítása. Az

Mn,sa sokaságon adott g metrikáról feltesszük, hogy egy c : C × C → C szimmetrikus

függvénnyel származtatható (14) módon. Egyenlőre annyit teszünk fel, hogy a c függvény

holomorf, vizsgálódásainkat csak később szűkítjük le arra az esetre, amikor c egy f

operátormonoton függvényhez asszociált Cenzov–Morozova-függvény. Célunk elérése

érdekében sorravesszük a Riemann-tenzor kiszámításához szükséges mennyiségeket és

meghatározzuk azok lokális alakját.

Mivel D ∈Mn,sa egy önadjungált operátor a Hn Hilbert-téren, választható egy olyan

bázis, melyben a D operátor mátrixa diagonális: D = diag〈λ1, . . . , λn〉, ahol {λ1, . . . , λn}

a D mátrix sajátértékei. Mostantól fogva minden számítást ebben a kitüntetett bázisban

végzünk. Az eddigi fejezetekben bevezetett jelölések az alábbi hasznos rövidítéssel

egészülnek ki.

ci1...in;j1...jm :=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∏
r=1

(ξ − λir)−1

m∏
s=1

(η − λjs)−1 dξdη (40)

A ci1...in;j1...jm szimbólum triviális szimmetriáit az alábbi állítás írja le.

3.1. Állítás. Legyen Sn az n-ed rendű szimmetrikus csoport. Ekkor tetszőleges σ ∈ Sn,

τ ∈ Sm esetén a ci1...in;j1...jm szimbólumra a következő egyenlőségek teljesülnek.

cσ(i1),σ(i2),...σ(in);τ(j1),τ(j2),...τ(jm) = ci1...in;j1...jm (41)

cj1...jm;i1...in = ci1...in;j1...jm (42)

Bizonyítás .

A ci1...in;j1...jm szimbólum (40) definíciójából és a c függvény szimmetrikusságából az

állítás triviális módon adódik.

Q.E.D.
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Számításaink eredményeképpen a Ricci-tenzor Ekl és Epq mátrix egységeken felvett

értékére az alábbi formulát fogjuk kapni.

Ric(Ekl, Epq) =

(
ck;kpp + ckkp;p − (ckk;pp + ckp;kp)

ck;p

+
ck;ppckk;p

2c2
k;p

)
δklδpq+

+
n∑
s=1

{
csk;lk − cs;klk − cskk;l + ck;lks

ck;s

+
(cl;sk + clk;s − cls;k)2

4ck;scl;s
−

−2csk;k − cs;kk
cs;k

2ckl;k − ckk;l

2ck;k

}
k,l

δlpδkq (43)

3.1. Kvantum Fisher-információk

3.2. Állítás. A metrika Hilbert–Schmidt belső szorzással történő kiszámításához hasz-

nált, (15) formulával definiált G leképezés lokális alakja az alábbi.

G(Ekl) = ck;lEkl (44)

Bizonyítás .

A (15) formulát felhasználva az alábbi számolással kapható meg.

G(Ekl) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b=1

EaaEklEbb
(ξ − λa)(η − λb)

+
δakδlbEab

(ξ − λa)(η − λb)
dξdη =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
1

(ξ − λk)(η − λl)
dξdη Ekl = ck;lEkl

(45)

Q.E.D.

3.1. Következmény. A G leképezés inverzét a fentiekből egyszerűen meghatározhatjuk.

G−1(Ekl) = (ck;l)
−1Ekl (46)

3.3. Állítás. A G leképezés deriváltjának lokális alakja az alábbi.

dG(Eij)(Ekl) = cij;lδjkEil + ck;ljδilEkj (47)
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Bizonyítás .

A (18) formulát felhasználva a következő számolás eredményeképpen a kívánt alakot

kapjuk.

dG(Eij)(Ekl) =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c=1

EaaEijEbbEklEcc
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)

+
EaaEklEbbEijEcc

(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)
dξdη =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c=1

δaiδjbδbkδlcEac
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)

+
δakδlbδbiδjcEac

(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)
dξdη =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
Eil

(ξ − λi)(ξ − λj)(η − λl)
+

Ekj
(ξ − λk)(η − λl)(η − λj)

dξdη =

= cij;lδjkEil + ck;ljδilEkj

(48)

Q.E.D.

3.4. Állítás. A (15) formulával definiált G leképezés második deriváltja az alábbi.

d2G(Epq)(Eij)(Ekl) = {cpqj;lδqiδjkEpl + cij;lqδjkδlpEiq + ck;lqjδlpδqiEkj}(pq)(ij) (49)

Bizonyítás .

A mátrixegységek és a D operátor diagonális alakját a (19) formulába beírva a

következő számolás után kapjuk az állítást.

d2G(Epq)(Eij)(Ekl) =

=

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEpqEbbEijEccEklEdd
(ξ − λa)(ξ − λb)(ξ − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

+

+

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEijEbbEklEccEpqEdd
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

+

+

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEklEbbEpqEccEijEdd
(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

=
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=

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δapδqbδbiδjcδckδldEad
(ξ − λa)(ξ − λb)(ξ − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

+

+

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δaiδjbδbkδlcδcpδqdEad
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

+

+

 1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δakδlbδbpδqcδciδjdEad
(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)(η − λd)

dξdη


(pq),(ij)

=

= {cpqj;lδqiδjkEpl + cij;lqδjkδlpEiq + ck;lqjδlpδqiEkj}(pq),(ij) (50)

Q.E.D.

3.2. Christoffel-szimbólumok

3.5. Állítás. A Christoffel-szimbólum (23) kifejezésében szereplő (24) formulával adott

(2,1)-típusú tenzormező alakja a következő.

Λ(Eij, Ekl) = cil;jδjkEil (51)

Bizonyítás .

A (24) formulába behelyettesítve az alábbi számolás a kívánt eredményt adja.

Λ(Eij, Ekl) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c=1

EaaEijEbbEklEcc
(ξ − λa)(η − λb)(ξ − λc)

dξdη =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c=1

δaiδjbδbkδlc
(ξ − λa)(η − λb)(ξ − λc)

dξdη = cil;jδjkEil

(52)

Q.E.D.

3.6. Állítás. A D 7→ Λ(D) leképezés deriváltjának a mátrixegységeken való hatását az

alábbi formula adja meg.

dΛ(Eij)(Ekl, Epq) = cijq;lδjkδlpEiq + ckq;ljδliδjpEkq + ckqj;lδlpδqiEkj (53)

Bizonyítás .
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AD 7→ Λ(D) leképezés deriváltjának globális alakjára nyert formulába behelyettesítve

a következő számolás után nyerjük a kívánt összefüggést.

dΛ(Eij)(Ekl, Epq) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEijEbbEklEccEpqEdd
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)(ξ − λd)

dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEklEbbEijEccEpqEdd
(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)(ξ − λd)

dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

EaaEklEbbEpqEccEijEdd
(ξ − λa)(η − λb)(ξ − λc)(ξ − λd)

dξdη =

=
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δaiδjbδbkδlcδcpδqdEad
(ξ − λa)(ξ − λb)(η − λc)(ξ − λd)

dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δakδlbδbiδjcδcpδqdEad
(ξ − λa)(η − λb)(η − λc)(ξ − λd)

dξdη+

+
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)
n∑

a,b,c,d=1

δakδlbδbpδqcδciδjdEad
(ξ − λa)(η − λb)(ξ − λc)(ξ − λd)

dξdη =

= cijq;lδjkδlpEiq + ckq;ljδliδjpEkq + ckqj;lδlpδqiEkj

(54)

Q.E.D.

3.7. Állítás. AzMn,sa sokaság Christoffel-szimbólumaira az alábbi összefüggés érvényes.

Γ(Ekl, Epq) =
1

2

(
cp;ql + cpq;l − cpl;q

cp;l
δkqEpl +

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δplEkq

)
(55)

Bizonyítás .

A G leképezés deriváltjának és a Λ tenzormezőnek a lokális alakját a Christoffel-

szimbólumra nyert (23) kifejezésbe helyettesítve az alábbi rövid számolás után kapjuk a

bizonyítandó formulát.

Γ(Ekl, Epq) =
1

2
G−1

(
{dG(Ekl)(Epq)− Λ(Ekl, Epq)}(kl),(pq)

)
=

=
1

2
G−1

(
{cp;qlδkqEpl + (ckl;q − ckq;l)δplEkq}(kl),(pq)

)
=

=
1

2
G−1 ((cp;ql + cpq;l − cpl;q)δkqEpl + (ck;lq + ckl;q − ckq;l)δplEkq) =

=
1

2

(
cp;ql + cpq;l − cpl;q

cp;l
δkqEpl +

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δplEkq

)
(56)

Q.E.D.
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3.3. A Riemann-féle görbületi tenzor

Ebben a pontban arra vállalkozunk, hogy az eddig nyert lokális alakokat felhasználva

előállítjuk azMn,sa sokaság görbületi tenzorát. A görbületi tenzorra az alábbi kifejezést

kapjuk.

R(Eij, Ekl, Epq) =

=
1

2

[(
cij;lq + ciq;jl − (ci;jql + cijq;l)

ci;q
− ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

cij;q + ciq;j − ci;jq
ci;q

)
δjkδlpEiq+

+

(
ck;lqj + cklj;q − (cklq;j + ckqj;l)

ck;j

−
(
ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

ck;qj + ckj;q − ckq;j
ck;j

−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cl;kj + ckl;j − ck;lj

ck;j

))
δlpδqiEkj+

+

(
cpq;lj + cpj;ql − (cpql;j + cplj;q)

cp;j
− cp;ql + cpq;l − cpl;q

2cp;l

cp;jl + cpj;l − cpl;j
cp;j

)
δqkδliEpj

]
(ik)(jl)

(57)

Az Mn,sa sokaság Riemann-tenzorának globális alakjára nyert (32) formulából

leolvasható, hogy a Riemann-tenzor

R(Eij, Ekl, Epq) =
A− B − C − D

2
(58)

alakban írható fel, ahol az kifejezésben szereplő tagok alakja a következő.

A = G−1(d2G(Eij)(Epq)(Ekl)− d2G(Ekl)(Epq)(Eij))

B = G−1 [dΛ(Eij)(Ekl, Epq) + dΛ(Eij)(Epq, Ekl)]Eij ,Ekl

C = G−1 [Λ(Eij,Γ(Ekl, Epq)) + Λ(Γ(Ekl, Epq), Eij)]Eij ,Ekl

D = G−1 [dG(Eij)(Γ(Ekl, Epq))− dG(Γ(Ekl, Epq))(Eij)]Eij ,Ekl

(59)

Ahhoz, hogy aR Riemann-tenzort megkapjuk azA,B, C és D mennyiségek lokális alakjait

külön-külön kiszámítjuk.



24 3 A RICCI-GÖRBÜLET LOKÁLIS ALAKJA

3.8. Állítás. A (58) felbontásban szereplő A mennyiség lokális alakja a következő.

A =
cij;lq − ci;jlq

ci;q
δjkδlpEiq +

ck;ljq − ckl;jq
ck;q

δliδjpEkq+

+
ck;lqj − cklq;j

ck;j

δlpδqiEkj +
cijq;l − ci;jql

ci;l
δjpδqkEil+

+
cpqj;l − cpq;jl

cp;l
δqiδjkEpl +

cpq;lj − cpql;j
cp;j

δqkδliEpj

(60)

Bizonyítás .

A G leképezés inverzének és második deriváltjának lokális alakjára nyert (46) és (49)

formulákba behelyettesítve a következőket kapjuk.

⊕ G−1(d2G(Eij)(Epq)(Ekl)) =

{
cpqj;l
cp;l

δqiδjkEpl +
cij;lq
ci;q

δjkδlpEiq +
ck;lqj

ck;j

δlpδqiEkj

}
(pq)(ij)

	 G−1(d2G(Ekl)(Epq)(Eij)) =

{
cpql;j
cp;j

δqkδliEpj +
ckl;jq
ck;q

δliδjpEkq +
ci;jql
ci;l

δjpδqkEil

}
(pq)(kl)

(61)

Ebből pedig A kívánt alakja azonnal adódik.

A = G−1(d2G(Eij)(Epq)(Ekl)− d2G(Ekl)(Epq)(Eij)) =

=
cij;lq − ci;jlq

ci;q
δjkδlpEiq +

ck;ljq − ckl;jq
ck;q

δliδjpEkq+

+
ck;lqj − cklq;j

ck;j

δlpδqiEkj +
cijq;l − ci;jql

ci;l
δjpδqkEil+

+
cpqj;l − cpq;jl

cp;l
δqiδjkEpl +

cpq;lj − cpql;j
cp;j

δqkδliEpj

(62)

Q.E.D.

3.9. Állítás. A (58) felbontásban szereplő B mennyiség lokális alakja a következő.

B =
cijq;l − ciq;jl

ci;q
δjkδlpEiq +

ckq;lj − cklq;j
ck;q

δliδjpEkq+

+
ckqj;l − cklj;q

ck;j

δlpδqiEkj +
cijl;q − ciql;j

ci;l
δjpδqkEil+

+
cpl;qj − cpjl;q

cp;l
δqiδjkEpl +

cplj;q − cpj;ql
cp;j

δqkδliEpj

(63)

Bizonyítás .
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A G leképezés inverzének (46) formulával adott lokális alakját, valamint a Λ

tenzormező (51) lokális alakját felhasználva kapjuk, a következőket.

⊕ G−1(dΛ(Eij)(Ekl, Epq)) =
cijq;l
ci;q

δjkδlpEiq +
ckq;lj
ck;q

δliδjpEkq +
ckqj;l
ck;j

δlpδqiEkj

	 G−1(dΛ(Ekl)(Eij, Epq)) =
cklq;j
ck;q

δliδjpEkq +
ciq;jl
ci;q

δjkδlpEiq +
ciql;j
ci;l

δjpδqkEil

⊕ G−1(dΛ(Eij)(Epq, Ekl)) =
cijl;q
ci;l

δjpδqkEil +
cpl;qj
cp;l

δqiδjkEpl +
cplj;q
cp;j

δqkδliEpj

	 G−1(dΛ(Ekl)(Epq, Eij)) =
cklj;q
ck;j

δlpδqiEkj +
cpj;ql
cp;j

δqkδliEpj +
cpjl;q
cp;l

δqiδjkEpl

(64)

A kapott kifejezéseket a B mennyiséget definiáló formulába beírva kapjuk a kívánt alakot.

B = G−1 [dΛ(Eij)(Ekl, Epq) + dΛ(Eij)(Epq, Ekl)]Eij ,Ekl =

=
cijq;l − ciq;jl

ci;q
δjkδlpEiq +

ckq;lj − cklq;j
ck;q

δliδjpEkq+

+
ckqj;l − cklj;q

ck;j

δlpδqiEkj +
cijl;q − ciql;j

ci;l
δjpδqkEil+

+
cpl;qj − cpjl;q

cp;l
δqiδjkEpl +

cplj;q − cpj;ql
cp;j

δqkδliEpj

(65)

Q.E.D.

3.10. Állítás. A (58) felbontásban szereplő C mennyiség lokális alakja a következő.

C =
ciq;j(ck;lq + ckl;q − ckq;l)

2ck;qci;q
δjkδlpEiq −

ckq;l(ci;jq + cij;q − ciq;j)
2ci;qck;q

δliδlpEkq+

+
1

2

(
ckj;q
ck;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;j

− ckj;l
cp;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
ck;j

)
δlpδqiEkj+

+
1

2

(
cil;j
cp;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
ci;l

− cil;q
ci;q

ci;jq + cij;q − ci;qj
ci;l

)
δjpδqkEil−

− cpl;j(cp;qj + cpq;j − cpj;q)
2cp;lcp;j

δqiδjkEpl +
cpj;l(cp;ql + cpq;l − cpl;q)

2cp;lcp;j
δqkδliEpj

(66)

Bizonyítás .

A (46), (51) és (55) formulákból kiindulva az számolással kapjuk a fenti formulát.

⊕ G−1(Λ(Eij,Γ(Ekl, Epq))) =
cij;l(cp;ql + cpq;l − cpl;q)

2cp;lci;l
δjpδqkEil+

+
ciq;j(ck;lq + ckl;q − ckq;l)

2ck;qci;q
δjkδlpEiq

	 G−1(Λ(Ekl,Γ(Eij, Epq))) =
ckj;l(cp;qj + cpq;j − cpj;q)

2cp;jck;j

δlpδqiEkj+

+
ckq;l(ci;jq + cij;q − ciq;j)

2ci;qck;q

δliδjpEkq
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⊕ G−1(Λ(Γ(Ekl, Epq), Eij)) =
cpj;l(cp;ql + cpq;l − cpl;q)

2cp;lcp;j
δqkδliEpj+

+
ckj;q(ck;lq + ckl;q − ckq;l)

2ck;qck;j

δlpδqiEkj

	 G−1(Λ(Γ(Eij, Epq), Eij)) =
cpl;j(cp;qj + cpq;j − cpj;q)

2cp;jcp;l
δqiδjkEpl+

+
cil;q(ci;jq + cij;q − ci;jq)

2ci;qci;q
δjpδqkEil (67)

(68)

C = G−1 [Λ(Eij,Γ(Ekl, Epq)) + Λ(Γ(Ekl, Epq), Eij)]Eij ,Ekl =

=
ciq;j(ck;lq + ckl;q − ckq;l)

2ck;qci;q
δjkδlpEiq −

ckq;l(ci;jq + cij;q − ciq;j)
2ci;qck;q

δliδlpEkq+

+
1

2

(
ckj;q
ck;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;j

− ckj;l
cp;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
ck;j

)
δlpδqiEkj+

+
1

2

(
cil;j
cp;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
ci;l

− cil;q
ci;q

ci;jq + cij;q − ci;qj
ci;l

)
δjpδqkEil−

− cpl;j(cp;qj + cpq;j − cpj;q)
2cp;lcp;j

δqiδjkEpl +
cpj;l(cp;ql + cpq;l − cpl;q)

2cp;lcp;j
δqkδliEpj

(69)

Q.E.D.

3.11. Állítás. A (58) felbontásban szereplő D mennyiség lokális alakja a következő.

D =
cij;q − ci;jq

2ci;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δkjδlpEiq +
ck;lq − ckl;q

2ck;q

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δpjδliEkq+

+
1

2

(
ck;qj − ckq;j

ck;j

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

+
ck;lj − ckl;j

ck;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

)
δpjδliEkq+

+
1

2

(
cij;l − ci;jl

ci;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

+
ciq;l − ci;ql

ci;l

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

)
δpjδkqEil+

+
cpj;l − cp;jl

2cp;l

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδjkEpl +
cp;lj − cpl;j

2cp;j

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδliEpj

(70)

Bizonyítás .

A G leképezés inverzének valamint deriváltjának lokális alakjára nyert (46) és

(47) formulákat, továbbá a Christoffel-szimbólumok lokális alakját (55) felhasználva a

következőket kapjuk.

⊕ G−1(dG(Eij)(Γ(Ekl, Epq))) =
cij;l
2ci;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδjpEil+
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+
cp;lj
2cp;j

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδliEpj+

+
cij;q
2ci;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δkjδlpEiq+

+
ck;qj

2ck;j

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δplδiqEkj

	 G−1(dG(Ekl)(Γ(Eij, Epq))) =
ckl;j
2ck;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδlpEkj+ (71)

+
cp;jl
2cp;l

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδjkEpl+

+
ckl;q
2ck;q

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δilδjpEkq+

+
ci;ql
2ci;l

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δpjδkqEil (72)

⊕ G−1(Γ(Eij, Epq))(dG(Ekl)) =
cpj;l
2cp;l

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδjkEpl+

+
ck;lj

2ck;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδplEkj+

+
ciq;l
2ci;l

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δpjδkqEil+

+
ck;lq

2ck;q

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δpjδliEkq

	 G−1(Γ(Ekl, Epq))(dG(Eij)) =
cpl;j
2cp;j

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδliEpj+

+
ci;jl
2ci;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδpjEil+

+
ckq;j
2ck;j

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δplδiqEkj+

+
ci;jq
2ci;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δplδjkEiq

(73)

A kapott kifejezéseket a D definíciójába beírva kapjuk az alábbiakat.

D = G−1 [dG(Eij)(Γ(Ekl, Epq))− dG(Γ(Ekl, Epq))(Eij)]Eij ,Ekl =

=
cij;q − ci;jq

2ci;q

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

δkjδlpEiq +
ck;lq − ckl;q

2ck;q

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

δpjδliEkq+

+
1

2

(
ck;qj − ckq;j

ck;j

ck;lq + ckl;q − ckq;l
ck;q

+
ck;lj − ckl;j

ck;j

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

)
δpjδliEkq+

+
1

2

(
cij;l − ci;jl

ci;l

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

+
ciq;l − ci;ql

ci;l

ci;jq + cij;q − ciq;j
ci;q

)
δpjδkqEil+
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+
cpj;l − cp;jl

2cp;l

cp;qj + cpq;j − cpj;q
cp;j

δqiδjkEpl +
cp;lj − cpl;j

2cp;j

cp;ql + cpq;l − cpl;q
cp;l

δqkδliEpj (74)

Q.E.D.

Szedjük össze az A, B, C és D mennyiségekre az imént nyert lokális alakokat és írjuk be

a Riemann-tenzor (58) felbontásába. Némi számolás után megkapjuk az alfejezet elején

prezentált alakját a Riemann görbületnek.

R(Eij, Ekl, Epq) =
A− B − C − D

2
=

=
1

2

(
cij;lq + ciq;jl − (ci;jql + cijq;l)

ci;q
− ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

cij;q + ciq;j − ci;jq
ci;q

)
δjkδlpEiq−

− 1

2

(
ckl;jq + ckq;lj − (ck;ljq + cklq;j)

ck;q

− ci;jq + cij;q − ciq;j
2ci;q

ckl;q + ckq;l − ck;lq

ck;q

)
δpjδliEkq+

+
1

2

(
ck;lqj + cklj;q − (cklq;j + ckqj;l)

ck;j

−
(
ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

ck;jq + ckj;q − ckq;j
ck;j

−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cl;kj + ckl;j − ck;lj

ck;j

))
δlpδqiEkj−

− 1

2

(
ci;jql + cijl;q − (cijq;l + ciql;j)

ck;j

−
(
ci;jq + cij;q − ciq;j

2ci;q

ci;lq + cil;q − ciq;l
ci;l

−

− cp;ql + cpq;l − cpl;q
2cp;l

cl;ij + cli;j − cjl;i
ci;l

))
δpjδkqEil+

+
1

2

(
cpq;lj + cpj;ql − (cpql;j + cplj;q)

cp;j
− cp;ql + cpq;l − cpl;q

2cp;l

cp;jl + cpj;l − cpl;j
cp;j

)
δqkδliEpj−

− 1

2

(
cpq;lj + cpl;qj − (cpqj;l + cpjl;q)

cp;l
− cp;qj + cpq;j − cpj;q

2cp;j

cp;lj + cpl;j − cpj;l
cp;l

)
δqiδjkEpl =

=
1

2

[(
cij;lq + ciq;jl − (ci;jql + cijq;l)

ci;q
− ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

cij;q + ciq;j − ci;jq
ci;q

)
δjkδlpEiq+

+

(
ck;lqj + cklj;q − (cklq;j + ckqj;l)

ck;j

−
(
ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

ck;qj + ckj;q − ckq;j
ck;j

−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cl;kj + ckl;j − ck;lj

ck;j

))
δlpδqiEkj+

+

(
cpq;lj + cpj;ql − (cpql;j + cplj;q)

cp;j
− cp;ql + cpq;l − cpl;q

2cp;l

cp;jl + cpj;l − cpl;j
cp;j

)
δqkδliEpj

]
(ik)(jl)

(75)

Mint ahogyan egy kirakós játék elemei összeállnak úgy áll össze a Riemann-tenzor

is a fentebb kiszámolt építőkövekből. A számításaink ezen fázisában egy pillanatra

gyönyörködhetünk a Riemann-tenzor szimmetriáiban, melyek a nyert lokális alakról is

azon nyomban leolvashatók.
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3.4. A Ricci-féle görbületi tenzor

A Riemann-féle görbületi tenzorra nyert (75) formulát a Ricci-tenzort definiáló (39)

formulába beírva némi számolás után kapjuk a fejezet elején célként megjelölt (43) alakját

azMn,sa sokaság Ricci-tenzorának.

Ric(Ekl, Epq) = Tr(Eij 7→ R(Eij, Ekl, Epq)) =

=
1

2

n∑
i,j=1

((
cij;lq + ciq;jl − (ci;jql + cijq;l)

ci;q
−

− ck;lq + ckl;q − ckq;l
2ck;q

cij;q + ciq;j − ci;jq
ci;q

)
δjkδlpδjq−

−
(
ckl;jq + ckq;lj − (ck;ljq + cklq;j)

ck;q

− ci;jq + cij;q − ciq;j
2ci;q

ckl;q + ckq;l − ck;lq

ck;q

)
δpjδliδkiδqj+

+

(
ck;lqj + cklj;q − (cklq;j + ckqj;l)

ck;j

−
(
ck;lq + ckl;q − ckq;l

2ck;q

ck;qj + ckj;q − ckq;j
ck;j

−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cl;kj + ckl;j − ck;lj

ck;j

))
δlpδqiδki−

−
(
ci;jql + cijl;q − (cijq;l + ciql;j)

ck;j

−
(
ci;jq + cij;q − ciq;j

2ci;q

ci;lq + cil;q − ciq;l
ci;l

−

− cp;ql + cpq;l − cpl;q
2cp;l

cl;ij + cli;j − cjl;i
ci;l

))
δpjδkqδlj+

+

(
cpq;lj + cpj;ql − (cpql;j + cplj;q)

cp;j
− cp;ql + cpq;l − cpl;q

2cp;l

cp;jl + cpj;l − cpl;j
cp;j

)
δqkδliδpi−

−
(
cpq;lj + cpl;qj − (cpqj;l + cpjl;q)

cp;l
−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cp;lj + cpl;j − cpj;l
cp;l

)
δqiδjkδpiδlj

)
=

=

(
ck;kpp + ckkp;p − (ckk;pp + ckp;kp)

ck;p

+
ck;ppckk;p

2c2
k;p

)
δklδpq+

+
n∑
s=1

{
csk;lk − cs;klk − cskk;l + ck;lks

ck;s

+
(cl;sk + clk;s − cls;k)2

4ck;scl;s
−

− 2csk;k − cs;kk
cs;k

2ckl;k − ckk;l

2ck;k

}
k,l

δlpδkq

(76)

A Ricci-tenzor konkrét alakjának vizsgálatát egyszerűsítendő vezessük be a következő
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jelöléseket.

Rkp : =
ck;kpp + ckkp;p − (ckk;pp + ckp;kp)

ck;p

+
ck;ppckk;p

2c2
k;p

Skls : =

{
csk;lk − cs;klk − cskk;l + ck;lks

ck;s

+
(cl;sk + clk;s − cls;k)2

4ck;scl;s
−

− 2csk;k − cs;kk
cs;k

2ckl;k − ckk;l

2ck;k

}
k,l

(77)

Ezzekkel a jelölésekkel a Ricci-tenzor

Ric(Ekl, Epq) = Rkpδklδpq +
n∑
s=1

Sklsδlpδkq (78)

alakban írható fel.

Vizsgáljuk meg, hogy milyen értéket vesz fel a Ricci-tenzor azMn,sa teret térképező,

2.1 definíció előtt bevezetett Hkl (1 ≤ k < l ≤ n) és Fkl (1 ≤ k ≤ l ≤ n) mátrixokon.

Emlékeztetünk, hogy a Fkl és Hkl mátrixok definíciója

Fkl = Ekl + Elk

Hkl = −i(Ekl − Elk),

ahol Ekl és Epq a szokásos mátrix egységek.

Ric(Fkl, Fpq) = Ric(Ekl, Epq) + Ric(Ekl, Eqp) + Ric(Elk, Epq) + Ric(Elk, Eqp)

Ric(Hkl, Hpq) = − (Ric(Ekl, Epq)−Ric(Ekl, Eqp)−Ric(Elk, Epq) + Ric(Elk, Eqp))

Ric(Fkl, Hpq) = −i (Ric(Ekl, Epq)−Ric(Ekl, Eqp) + Ric(Elk, Epq)−Ric(Elk, Eqp))

(79)

Figyelembe véve a (78) formulát a következőt kapjuk.

Ric(Fkl, Fpq) = 4Rkpδklδpq + 2(1 + δkl)
n∑
s=1

Sklsδkpδlq

Ric(Hkl, Hpq) = 2
n∑
s=1

Sklsδkpδlq

Ric(Fkl, Hpq) = 0

(80)

3.1. Megjegyzés. AzMn,sa sokaságon adott g metrikára a következő érvényes.

g(Fkl, Fpq) = 2(1 + δkl)ck;lδkpδlq

g(Hkl, Hpq) = 2ck;lδkpδlq

g(Fkl, Hpq) = 0

(81)
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A Ricci-tenzor (77) összetevőit Wolfram Mathematica segítségével számítottuk ki. A

következőket kaptuk.

Rkk =
1

2

(
∂1c(λk, λk)

c(λk, λk)2

)2

+
∂2

11c(λk, λk)− 2∂2
12c(λk, λk)

c(λk, λk)

Rkp =
∂1c(λk, λp)∂2c(λk, λp)

2c(λk, λp)2
+

∂1c(λk,λp)

c(λk,λp)
− ∂2c(λk,λp)

c(λk,λp)

λk − λp
− ∂2

12c(λk, λp)

c(λk, λp)

(82)

Skkk = −1

2

(
∂1c(λk, λk)

c(λk, λk)2

)2

− ∂2
11c(λk, λk)− 2∂2

12c(λk, λk)

c(λk, λk)

Skks =
1

2c(λk, λs)2

[
c(λk, λk)− c(λk, λs)

λk − λs
− (∂1c(λk, λk)− ∂1c(λk, λs))

]2

+

+ 2 ·
∂1c(λk,λk)
c(λk,λk)

− ∂1c(λk,λs)
c(λk,λs)

λk − λs
+
∂1c(λk, λk)

c(λk, λk)

∂1c(λk, λs)

c(λk, λs)
− ∂2

11c(λk, λs)

c(λk, λs)

Sklk = Slkk =
∂2c (λk, λl)

2

4c (λl, λl) c (λk, λl)
+
∂1c (λl, λl) ∂2c (λk, λl)

2c (λl, λl)
2 +

∂1c (λk, λl)
2

4c (λk, λk) c (λk, λl)
−

− ∂2
22c (λk, λl)

2c (λl, λl)
+
∂1c (λk, λk) ∂1c (λk, λl)

2c (λk, λk)
2 − ∂2

11c (λk, λl)

2c (λk, λk)
+

+

∂1c(λk,λl)
c(λk,λk)

− ∂1c(λk,λl)
c(λl,λl)

+ ∂1c(λl,λl)c(λk,λl)

c(λl,λl)
2 − ∂1c(λk,λk)c(λk,λl)

c(λk,λk)2

λl − λk

Skls =

c(λk,λl)−c(λl,λs)
2c(λk,λs)

+ c(λk,λl)
2−c(λl,λs)2

4c(λk,λs)c(λl,λs)

(λk − λs)2
+

c(λk,λl)−c(λk,λs)
2c(λl,λs)

+ c(λk,λl)
2−c(λk,λs)2

4c(λk,λs)c(λl,λs)

(λl − λs)2
+

+
1

(λk − λl)2

(
1 +

c(λk, λk)− c(λl, λl)− c(λl, λs)
2c(λk, λs)

+

+
c(λl, λl)− c(λk, λs)− c(λk, λk)

2c(λk, λs)
+

(c(λk, λk)− c(λl, λl)− c(λk, λl))2

4c(λk, λs)c(λl, λs)
−

− c(λk, λk)c(λl, λl)

2c(λk, λs)c(λl, λs)

)
+

+
1

(λk − λl)(λk − λs)

(
1

2
− 2c(λk, λl)

c(λk, λk)
+
c(λk, λk) + 3c(λl, λs)

2c(λk, λs)
+

3c(λk, λl)

2c(λl, λs)
+

+
c(λk, λl)

2 − c(λk, λk)c(λk, λl)
2c(λk, λs)c(λl, λs)

)
− 1

(λl − λs)(λk − λl)

(
1

2
− 2c(λk, λl)

c(λl, λl)
+
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+
c(λl, λl) + 3c(λk, λs)

2c(λl, λs)
+

3c(λk, λl)

2c(λk, λs)
+
c(λl, λl)

2 − c(λk, λl)c(λl, λl)
2c(λk, λs)c(λl, λs)

)
+

+
2

(λl − λs)(λk − λs)
− ∂2c(λk, λl)

c(λl, λl)(λl − λs)
− ∂1c(λk, λl)

c(λk, λk)(λk − λs)
+

+
c(λk, λl)∂1c(λl, λs)

c(λl, λl)c(λl, λs)(λk − λl)
− c(λk, λl)∂1c(λk, λs)

c(λk, λk)c(λk, λs)(λk − λl)
−

− ∂1c(λk, λl)∂1c(λk, λs)

2c(λk, λk)c(λk, λs)
− ∂2c(λk, λl)∂1c(λl, λs)

2c(λl, λl)c(λl, λs)
(83)
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4. Speciális esetek

4.1. A komponensek lokális viselkedése

A Ricci-tenzor összetevőire nyert (82) és (83) kifejezések túlságosan összetettek ahhoz,

hogy belőlük információgeometria jelentést szűrjünk ki. Ha a cf Cenzov–Morozova-függ-

vény (11) definícióját alkalmazzuk, akkor a

Rkk = −3(1 + 8f ′′(1))

8λ2
k

Skkk =
3(1 + 8f ′′(1))

8λ2
k

(84)

egyszerűbb formulákat nyerünk. Az f függvény behelyettesítése a többi esetben nem

okoz lényeges egyszerűsödést. Vizsgáljuk meg, hogy az R és S függvények (λk, λk) és

(λk, λk, λk) pontok körüli lokális viselkedését.

4.1. Lemma. Az f ∈ Fop szimmetrikus, normált operátormonoton függvény x0 = 1 pont

körüli negyedrendű közelítése:

f(x) = 1 +
x− 1

2
+
f ′′(1)

2
(x− 1)2− f ′′(1)

4
(x− 1)3 +

f (4)(1)

24
(x− 1)4 +O

(
(x− 1)5

)
(85)

Bizonyítás .

Láttuk, hogy a szimmetrikus, normált operátormonoton függvények első és második

deriválja a (8) és (9) egyenleteknek eleget tesz. Az (9) egyenlőség differenciálásával kapjuk

a következőt.

f ′′′
(

1

x

)
= −3x4f ′′(x)− x5f ′′′(x) (86)

A kapott egyenletbe x0 = 1-et helyettesítve az f ′′′(1) = −3
2
f ′′(1) egyenlőséghez jutunk.

A kapottakat az f függvény x0 = 1 körüli negyedrendű Taylor-polinomába írva kapjuk

az f függvény negyedrendű közelítését.

Q.E.D.
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4.1. Állítás. Az R és S függvények másodrendben közelíthetők az alábbi formulák

segítségével.

Rkp = −3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

+
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ3
k

(λp − λk)−

− 80f (4)(1)− 288f ′′(1)2 − 120f ′′(1) + 27

96λ4
k

(λp − λk)2 +O
(
(λp − λk)3)

Skks =
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

+
2f ′′(1)− 1

8λ3
k

(λs − λk) +

+
20f (4)(1)− 81f ′′(1)2 − 108f ′′(1)

24λ4
k

(λs − λk)2 +O
(
(λs − λk)3)

Sklk =
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

− 3 (8f ′′(1) + 1)

8λ3
k

(λl − λk) +

+
80f (4)(1)− 432f ′′(1)2 − 138f ′′(1) + 27

96λ4
k

(λl − λk)2 +O
(
(λl − λk)3)

(87)

Bizonyítás .

A (82) és (83) kifejezésekbe a cf Cenzov–Morozova-függvény (11) definícióját beírva és

az f ∈ Fop függvényre a 4.1 lemmában leírt közelítést alkalmazva hosszadalmas számolás

után kapjuk a fenti formulákat.

Q.E.D.

4.2. Einstein-sokaságok esete

Matematikai szempontból érdekes kérdés, hogy megadható-e olyan kvantum Fisher

információ az állapottéren, melyre teljesül, hogy a Ricci-tenzor a metrikus tenzor

számszorosa. Ebben a pontban ezt a kérdést járjuk körül.

4.1. Definíció. Egy (M, g) szemi-Riemann sokaságot Einstein-sokaságnak nevezünk, ha

megadható olyan λ ∈ C∞(M,C) függvény, hogy az M sokaság Ric szimbólummal jelölt

Ricci-tenzorára a

Ric = λ · g (88)

egyenlőség teljesül.
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4.1. Tétel. Ha az (M, g) Einstein-sokaság dimenziója legalább három, akkor a sokaság

skalár görbülete (Scal) konstans, valamint a sokaság Ricci-tenzora (Ric) és metrikus

tenzora között a

Ric =
Scal

Dim(M)
· g (89)

egyenlőség áll fenn.

Bizonyítás . A bizonyítás a [26] jegyzet 62. oldalán található meg.

Q.E.D.

4.2. Tétel. Ha az (Mn,sa, g) Riemann sokaság metrikája egy f szimmetrikus, normált

operátormonoton függvényből származik, akkor (Mn,sa, g) nem lehet Einstein-sokaság.

Bizonyítás .

AzMn,sa sokaság ∀k ∈ {1, 2, . . . , n} : λk = 1
n
pontját legkevertebb állapotnak hívjuk.

Ebben a pontban a Ricci-tenzor komponenseire az előző fejezetben nyert (80) kifejezések

a

Ric(Fkl, Fpq) =
3n2(1 + 8f ′′(1))

2

(
−δklδpq + n · 1 + δkl

2
δkpδlq

)
Ric(Hkl, Hpq) =

3n3(1 + 8f ′′(1))

4
δkpδlq

Ric(Fkl, Hpq) = 0

(90)

alakot öltik, a metrika pedig

g(Fkl, Fpq) = 2n(1 + δkl)δkpδlq

g(Hkl, Hpq) = 2nδkpδlq

g(Fkl, Hpq) = 0

(91)

alakban írható fel.

Ha a metrikus tenzor a Ricci-tenzorral arányos lenne, akkor a

3n2(1 + 8f ′′(1))

2
= 0

3n3(1 + 8f ′′(1))

4
= 2n

(92)

egyenlőségeknek kellene teljesülni, ami az n = 0 degenerált esettől eltekintve ellentmon-

dásra vezet.

Q.E.D.
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4.3. Szimulációk az M2,sa téren

A 2 × 2-es önadjungált mátrixok M2,sa-vel jelölt tere a legegyszerűbb nemtriviális

eset, amely kvantum-információelméleti jelentéssel is bír. Mint ahogyan azt korábban is

tettük, most is feltesszük, hogy a sokaság tekintett pontját reprezentáló mátrix diagonális.

D =

 λ1 0

0 λ2


A korbábbi gyakorlatunkkal ellentétben a TDM2,sa érintőtér koordinátázására használjuk

a (x1, x2, x3, x4) = (1
2
F11,

1
2
F22,

1
2
F12,

1
2
H12)

x1 =

 1 0

0 0

 x2 =

 0 0

0 1

 x3 =

 0 1

1 0

 x4 =

 0 i

−i 0


mátrixokat. AzM2,sa sokaság D állapotbeli Ricci-tenzora

Ric =


S112 R12 0 0

R12 S221 0 0

0 0 S121+S212
2

0

0 0 0 S121+S212
2

 (93)

alakban írható fel.

Három nevezetes metrikára: a legkisebb, a legnagyobb és az ún. Kubo–Mori-metrikára

ábrázoljuk a Ricci-tenzor komponenseit a [0, 1]2-on. A fent felsorolt metrikákhoz

asszociált operátormonoton függvények rendre a következők.

fmin =
1 + x

2
fmax =

2x

x+ 1
fKM =

x− 1

log x

A minimális metrika mellett a tenzorkomponensek alakja a következő.

R12 = − 3

2 (λ1 + λ2)2

S112 =
9λ4

1 + 48λ2λ
3
1 − 10λ2

2λ
2
1 + λ4

2

32λ4
1 (λ1 + λ2)2

S121 + S212

2
=

(λ1 + λ2)
(
− (λ1+λ2)3

λ21λ
2
2

+ 3 (λ1 + λ2) + 3
)
− 8

4 (λ1 + λ2)3

(94)
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(a) R12(λ1, λ2) (b) S112(λ1, λ2) (c) S121(λ1,λ2)+S122(λ1,λ2)
2

1. ábra. Legkisebb metrika

A maximális metrikára a következőket kapjuk.

R12 =
1

2 (λ1 + λ2)2 +
1

λ1λ2

S112 = −λ
2
1 + 5λ2λ1 + 3λ2

2

2λ2
1 (λ1 + λ2)2

S121 + S212

2
=

1

16

(
6− 5

λ2

λ1

+
6λ2 − 2

λ2
2

− 8

λ1 + λ2

− 2

λ2
1

)
(95)

(a) R12(λ1, λ2) (b) S112(λ1, λ2) (c) S121(λ1,λ2)+S122(λ1,λ2)
2

2. ábra. Maximális metrika
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A Kubo–Mori-metrika esetére pedig az alábbiak adódnak.

R12 =
λ2λ1

(
3 log2

(
λ2
λ1

)
+ 4 log

(
λ1
λ2

)
log
(
λ2
λ1

)
+ 2
)

2λ1 (λ1 − λ2)2 λ2 log2
(
λ2
λ1

) +

+
λ2

1

(
−
(

log
(
λ2
λ1

)
+ 1
))

+ λ2
2

(
log
(
λ2
λ1

)
− 1
)

2λ1 (λ1 − λ2)2 λ2 log2
(
λ2
λ1

)

S112 =
λ2

1

(
−11 log2

(
λ2
λ1

)
+
(

log
(
λ1
λ2

)
− 2
)

2 − 2
(

5 log
(
λ1
λ2

)
+ 3
)

log
(
λ2
λ1

))
2λ2

1 (λ1 − λ2) 2 log2
(
λ2
λ1

) +

+
4λ2λ1

(
2 log2

(
λ2
λ1

)
+
(

log
(
λ1
λ2

)
+ 4
)

log
(
λ2
λ1

)
+ log

(
λ1
λ2

)
− 2
)

2λ2
1 (λ1 − λ2) 2 log2

(
λ2
λ1

) +

+
2λ2

2

(
2− 5 log

(
λ2
λ1

))
2λ2

1 (λ1 − λ2) 2 log2
(
λ2
λ1

) (96)

A S121+S212
2

formula meglehetősen összetett, explicit alakja a (83) képletekből határozható

meg.

(a) R12(λ1, λ2) (b) S112(λ1, λ2) (c) S121(λ1,λ2)+S122(λ1,λ2)
2

3. ábra. Kubo–Mori-metrika
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5. Kitekintés

Innentől fogva, hogy meghatároztuk azMn,sa Riemann sokaság Ricci-tenzorát, több

kérdést is megvizsgálhatunk. Az első szembetűnő jelenség az, hogy a Ricci-tenzor

az Fkk : k ∈ {1, 2, . . . , n} bázis elemeken nem diagonális. Az Rkp elemek alkotta rész

leválasztása után egy diagonális mátrix marad vissza, amely szerkezetét tekintve a

metrikus tenzor (81) kifejezésére hasonlít. Vizsgálható például, hogy ez a diagonális

komponens milyen határozatlansági relációkat származtat az operátormonoton függvény

választásától függően. Az Rkp elemek alkotta n× n-es sarok minor egy szimmetrikus

mátrix. A metrika pozititása miatt az érintőtér Fkk : k ∈ {1, 2, . . . , n} bázisvektorai

helyett bevezethetünk olyan bázisvektorokat, hogy a Ricci-tenzor és az Mn,sa sokaság

metrikus tenzora egyszerre diagonális legyen.

Tanulmányozni kívánjuk az Mn,sa × R sokaságon az állapotok időfejlődését is, ahol

az időfejlődést az időfüggő Schrödinger-egyenlet írja le.
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