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Kivonat

Korabbi kutatésaink soran kapcsolatot taldltunk a kvantummechanikai hatéaro-
zatlansagi relaciok és az allapottéren értelmezett Riemann-metrikdk kozott. To-
vabblépésként az allapottér Ricci-tenzoranak tanulményozéasat tiztiik ki célul. A
dolgozatban a kvantummechanikai allapotteret 1-kodimenziés részsokasigként ma-
gaban foglalé Riemann sokasig Ricci-tenzorat szamitottuk ki, majd elGallitottuk
annak masodrendi kozelitését a legkevertebb &llapot kozelében. Ricci-tenzor leg-
kevertebb allapotbeli alakjabol megkaptuk, hogy az altalunk vizsgalt sokasag nem
lehet Einstein-sokasag. Végiil a legegyszertibb nemtrivialis esetet vizsgaltuk nume-

rikusan, harom nevezetes metrika esetén.
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1. Bevezetés

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacié naiv olvasata szerint két, nem felcserélhetd
operatorokkal reprezentélt fizikai mennyiség — ilyenek példaul az impulzus és a hely
— nem mérhets egyszerre tetszSlegesen pontossiaggal [28]. Ezen elv (pontosabban a
Schrodinger &altal élesitett valtozatnak [8]) matematikai megfelelGje az, hogy a tekintett
két mennyiség kovarianciamétrixdnak determinansara adhaté egy nem trivialis also
becslés. Ezt Robertson még 1934-ben tobb fizikai mennyiségre altalanositotta [21].

Fél évszazaddal kés6bb Robertson eredménye mér alkalmazas kozelébe keriilt. A
kvantumszamitogép fizikai megvalosithatosaga a hatérozatlansagi relaciok kutatasanak
egyik f6 mozgatorugoja lett. Gibilisco, Imparato és Isola megmutatta [17, 18], hogy a
fizikai mennyiségek kovarianciamatrixanak determinénsara vonatkozo alsé becslés nagy-
mértékben javithatd bizonyos operatormonoton fliggvényekbdl szarmaztathaté kvantum
kovarianciak segitségével. Andai [2] cikkében megmutatta, hogy a szoban forgo egyenlét-
lenségek mindegyike a Brunn—Minkowski determinans-egyenldtlenségre (lasd: 7] és [29])
vezethetdk vissza.

A kvantum kovariancidk tulajdonképpen speciélis Riemann-metrikdk (an. kvantum
Fisher-informéciok) a kvantummechanikai allapottéren, amely — mintazt késébb latni
fogjuk — egy sima sokasag. Korabbi kutatasaink soran altalanositottuk Andai kovarian-
ciamatrixok determinénsai kozott fennéllo egyenlStlenségekrdl szolo tételét és geometriai
jelentést tulajdonitottunk a Schrodinger altal bevezetett kovariancianak [16, 3]. Megmu-
tattuk, hogy a kvantummechanikai hatarozatlansagi relaciok 1ényegében az allapottéren
értelmezett kiilonb6z6 metrikdk kozott fennalld egyenlGségek.

Az eddigi gyakorlatunkkal ellentétben egy tisztan geometriai fogalombol, az allapot-
tér Ricci-gorbiiletébdl indulunk ki és célunk pedig az, hogy a Ricci-tenzort informéacio-
geometriai jelentéssel ruhazzuk fel. ElsG lépésként meghatarozzuk a kvantummechanikai
allapottér Ricci-gorbiiletét. Jelen dolgozat f6 eredménye a Ricci-tenzor elGallitéasa. Elgze-
tes ismeretként feltételezziik a Riesz—Dunford operatorkalkulusban, az operatormonoton
fliggvények elméletében, illetve a sima sokasagok elméletében valo alapvetd jartassagot.
A fejezet hatralevs részében definidljuk vizsgalodasunk targyat: a kvantummechanikai

allapotteret.
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Kizarolag olyan kvantumrendszereket vizsgalunk, melyek leirhatok véges dimenzos
Hilbert-terek segitségével. Ilyen példaul egy véges sok részecskét tartalmazo rendszer a

spinje nem relativisztikus esetben.

1.1. Definici6. Legyen n € N, H,, pedig eqy rogzitett n-dimenzios Hilbert-tér, tovdbbd
jelolje M, a H,, Hilbert-tér linedris operdtorainak Lin(H,) halmazdt.

1. A H, Hilbert-téren értelmezett 1 nyoma, onadjungdlt, pozitiv linedris operdtorokat
allapotoknak mnevezziik. Az dllapotok dsszességét allapottérnek hivjuk, ezt MSga
jeloli.

MY, :={D|DeM,, D>0,D=D" Tr(D)=1}

2. A H, Hilbert-téren értelmezett dnadjungdlt operdtorokat fizikai menynyiségeknek
vagy mds széval obszervabiliseknek nevezziik. A fizikai mennyiségek Gsszességét
jelolje My, sq.

M, 50 = {A ‘A eEM,, A= A*}

Az allapottér egy zart konvex halmaz a (M,,, C) vektortérben. Ennek a halmaznak az
extremalis ! pontjait hivjuk tiszta dllapotoknak, a t6bbi pontot pedig kevert dllapotoknak
nevezzilk. Megallapodunk abban, hogy D a tovabbiakban mindig &allapotot jeldl. Az
(M,,, C) vektortéren a (A, B) — Tr(A*B) hozzarendelés egy belss szorzast ad meg. A
Tr(A*B) € C szamot az A és B operatorok Hilbert—Schmidt skalaris szorzatnak nevezziik.
A Hilbert-Schmidt bels§ szorzas az M,, 5, halmazon egybeesik az (A4, B) — Tr(AB)
hozzarendelés altal definialt leképezéssel. Ellenérizhets, hogy a Hilbert—Schmidt skalaris
szorzés nem elfajult és (M,, s, R) egy nem elfajult altere az (M,,, R) vektortérnek, azaz
egyik esetben sem taldlhato olyan operator, ami ortogonalis lenne a tekintett vektortér

minden elemére nézve.

!Egy konvex halmazbeli elemet abban az esetben neveziink extremdlisnak, ha nem all el két kiilonboz6

konvex halmazbeli elem nem trividlis konvex kombinéci6jaként.
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2. Az allapottér geometriaja

2.1. Az allapottér mint Riemann sokasag

A H,, Hilbert-téren értelmezett belsd szorzas folytonossdgabol addédoan az allapottér
belsejét pontosan azok az allapotok alkotjdk, melyekhez szigortian pozitiv linearis
operatorok tartoznak, ezért ezt a halmazt M%E{—al fogjuk jelolni. Az allapottér belseje

egy Osszefliggd nyilt halmaz, melyet kizarolag kevert allapotok alkotnak.

2.1. Allitas. Az Mgla dllapottér M,(ll,lz-al jelolt belseje ellathato eqy kozonséges sima

sokasdg struktiurdval. Az igy kapott sima sokasdgot jelélje szintén MS}J

Bizonyitds.
Az allapottér belsejét egyetlenegy térképpel fogjuk lefedni. A koordinatazéast komplex

allapotokra mutatjuk meg, a valés allapotok koordinétazasa hasonloképpen torténik.
Legyen D € MSE{ egy allapot és {e;}; | a H, n-dimenzios Hilbert-tér egy bazisa.

Tekintsitk M, szokéasos bazisat (méatrixegységek) a H, ezen bazisra vonatkozoan.
(Eij>kl = 0ix0ji

Vezessik be az

1 1
(A V € = i(Ekl —|— Elk) és (A A € = 2_Z(Ekl — Elk;) (1)
(1 < k <1< n) operatokokat. Ekkor a
¢ MU R D ¢(D) (2)

(b(D) = (TI' DE117 . ,TI' DEnfl,nflu Tr D(61 \ 62), . 7TI' D(61 V €n>,
..,TrD(e,—1 Ve,), TrD(e; Aeg),...,TrD(e; ANey),...,TrD(e,—1 Ney)) (3)
modon definialt leképezés kolesonodsen egyértelmi és inverzével egyiitt folytonos, tehat

homeomorfizmus MSE{ 6s R egy Osszefliggd nyilt halmaza koztott.

Q.E.D.
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2.1. Megjegyzés. A D dllapot mdtrizreprezentdcidjdban a e; Ve; és Ej; leképezések
felelnek meg a D mdtriz valos részének, aze; N e; leképezések pedig a képzetes résznek. Igy
hogy a e; N e; leképezéseket kihagyjuk. Az dllapottér fenti térképezését szokds kanonikus

koordinatazasnak is nevezni.

A tovabbiakban az Fy; := 2(e, V ¢;) és a Hy := 2(ex A €;) jeloléseket fogjuk hasznélni.

2.1. Definici6. Az ./\/l,(zlla sokasdgon egqy g € T*Mggi{vT*Mglﬁ{ (2,1)-tipusi sima

tenzormezdt Riemann-metrikdnak neveziink, ha tetszdleges

X MU S TMDF

n,sa n,sa

stma vektormezd esetén a
g(X, X): MF SR

n,sa

fliggvény nemnegativ és (VD € M%lgj{) g X, X)(D)=0< X(D)=0.

2.2. Allitas. Egy tetszdleges D € MSL)J; dllapot felett a TDMS,Z; érintdtér izomorf a

nulla nyoma fizikai mennyiségek /\/lgl)m valds szamtest feletti vektorterével.

Bizonyitds.

Az érint6tér azon meghatarozasat vessziik alapul, mely az érintévektorokat a
sokasagban halad6 sima gorbék ekvivalencia osztalyaiként adja meg, ahol az ekvivalencia
relacio az els6rendt érintkezés.

Legyen 7 : (—1,1) — MSL)Q; sima gorbe, melyre v(0) = D € Mﬁ}lj A Tr mivelet
linearis funkcional, ezért

Te4(0) = lim = Tr((t) — 4(0)) = 0 4)

t—=0 ¢t
teljestil, azaz 4(0) € M. A ToMEL érintétér vektorai (D,#(0)) alaka parokkal
reprezentalhatok és minden ilyen parra igaz, hogy a masodik elem M%O,ga—beli elem, ezért
rogzitett D € Mq(q,l?q;r esetén a TDMS,)SI érintGtér beagyazhato a Mﬁﬁla vektortérbe.
Most legyen A € Mﬁffla tetszbleges és vegylik a t+— y(t) := D +tA gorbét. Az
MS?;{ C R™~! halmaz nyilt és v folytonos, ebbdl kévetkezik, hogy Je > 0, melyre a

v gbrbe (—¢,¢) intervallumra valdé megszoritasa teljes egészében az MS)J sokasagban
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halad. A v: (—¢,£) — ML leképezés linedris, ezért sima, v(0) = D és 4(0) = A. Az
MSS?;G linearis tér tehat nemcsak beagyazhato a TDM%{E{ érintétérbe, hanem izomorf is
vele.

Q.E.D.

2.2. Kvantum Fisher informéaciok

A kvantum Fisher informacioé a klasszikus statisztikai modellek elméletébdl ismert
Fisher-féle informaciés maéatrix altalanositdsa nemkommutativ esetre. A Fisher-féle
informaciosmatrix tobbféleképpen is altalanosithaté kvantumos esetre, itt a Cenzov és
Morozova altal leirt altalanositsat mutatjuk be. Mindezt a teljesség igénye nélkiil tessziik,
pusztan azért, hogy példat adjunk informécidégeometriai szempontbol érdekes metrika
csaladokra allapottéren. A tudomanyteriilet informaciégeometriai hatterérél bévebb

informacié az [1| dolgozatban talalhato.

2.2. Definicié. Egy T : M,, — M,, linedris leképezést pozitiv leképezésnek mondunk,

ha pozitiv operator T dltali képe pozitiv operdtor.

Minden k természetes szamra az A € Mj ® M, elemhez rendeljitk hozzé az [A]} = A’

blokkmatrixot, ahol 4,5 = 1,..., k és A} € M,,.

2.3. Definicié. Egy T : M,, — M,, linedris leképezést abban az esetben nevezziik

teljesen pozitiv leképezésnek, ha minden k € N esetén a
TH M@ My = My @ My M, 5 AL [TWA] = T[A]] (5)

leképezés pozitiv leképezés. A T : M, — M,, leképezést sztochasztikus leképezésnek

hivunk, ha teljesen pozitiv és felcserélhetd a Tr mivelettel.

2.4. Definici6é. Riemann sokasdgok egqy (MSE{, (")) . csalddjdt monoton metrika
neN

csaladnak nevezziik, ha tetszdleges m,n pozitiv egész szamokra és minden

T: M, - M,
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sztochasztikus leképezésre barmely D € MSLZ dallapotban teljesiil az

(VA€ MO gt (T(A), T(A)) < g1} (A, A) (6)

n,5a

egyenldtlenség. A monoton metrika csalddok tagjait kvantum Fisher informécioknak

hivjuk.

Az M, s, halmazon a A> B < A — B > 0 relaci6é egy parcialis rendezést ad meg.
Vizsgalhato, hogy az M,, halmazon értelmezett M,, halmazba képz6 fiiggvények hogyan

viselkednek az imént bevezetett parcidlis rendezésre nézve.

2.5. Definicié. Egy f : R — R folytonos fiigguényrdl akkor mondjuk, hogy operatormo-
noton (névekvs), ha tetszdleges n € N és A, B € M, s, esetén igaz, hogy ha A < B,
akkor az f(A) < f(B) egyenldtlenség teljesil. Egy f : R™ — R operdtormonoton figg-

vényt szimmetrikusnak nevezziik, ha eleget tesz a

1
o) = (1) )
x
fligguényegyenletnek és normaltnak hivjuk, ha f(1) = 1.

A szimmetrikus, normalt operatormonoton fliggvények halmazat a tovdbbiakban F,
jeloli.
2.1. Példa. Az alabbi fiigguények mindegyike szimmetrikus, normdlt operdtormonoton

’dggvény.’

> > —
2 T e T Ta e logz (@ — 1)@ P — 1)’

ahol o € (0,3) és 0 < |B| < 1.

2

T —

Az operatormonotonicitas egy igen erds feltétel, melynek sok nem trivialis kvetkezmé-
nye van. Igaz példaul, hogy minden f : Rt — R szimmetrikus, normalt operatormonoton
fliggvény differencialhato. A bizonyitast illetGen lasd Bhatia [20] konyvét.

A (7) egyenl6ség kiilonb6z6 oldalain allo fiiggvények differencialasaval belathato, hogy
egy f € Fop fiiggvény derivaltjai eleget tesznek az alabbi fliggvényegyenleteknek.

Iz (1) = f(w) - 2f'(x) 5)

X

(3)=rw )
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A (8) azonossagba x = 1 értéket helyettesitve azonnal adodik, hogy f'(1) = %, vagyis
egy szimmetrikus, normélt operatormonoton fliggvény derivéaltja az x = 1 helyen csakis

% lehet.

Az operatormonoton fiiggvények és a monoton metrika csaladok kozott szoros

kapcsolat mutathato ki, errdl szol Petz osztélyozasi tétele [4].

2.1. Tétel (Petz 1996). Koilcsondsen egyértelmi megfeleltetés létesithetd a monoton
metrikacsalddok és a szimmetrikus, normdlt operdtormonoton figguények kézdott. Az

[ € Fop fligguényhez a
e N) gDIXY) =T (X (R pf(LunBb)RE,) (1) (o)

formula monoton metrikdk eqy (¢ )nen csalddjdt rendeli, ahol L, p a D mdtrizszal valo

balrol-, R, p pedig a D matrizszal valo jobbrol szorzds operdcid.

Bizonyitds. A tételt nem bizonyitjuk, a tétel bizonyitasa Petz [4] dolgozataban
megtalalhato.

Q.E.D.

2.2. Példa. Az f(z) = i(\/E—i— 1)? szimmetrikus, normdlt operdtormonoton fiiggvényhez

asszocidlt monoton metrika csaldd tagjait Wigner—Yanase metrikaknak nevezik.
Tetszdleges B € [—1,2]\ {0, 1} szdmra szimmetrikus, normdlt operdtormonoton fiigg-

vényt hatdroz meg a fz(x) = % hozzdrendelés. Az ezen fiigguénycsaldd tagjai-

hoz metrikakat Wigner—Yanase-Dyson metrikdknak hivjdk.

2.2. Megjegyzés. Jogosan vetddhet fel a kérdés, hogy az eddigi vizsgdloddsaink sordn
csupdn az dllapottér belsejét néztik és a tiszta dllapotokrol nem mondtunk semmit. Az
eqész MSLG dllapottér eqy peremes sokasdg struktirdval lathato el. A tiszta dllapotok az
8/\/1511,2% perem részhalmazdt alkotjdk. Petz monoton metrikdk radidlis kiterjeszthetdségérdl
szolo tétele [4] értelmében igaz, hogy eqy (-,-)p.s kvantum Fisher informdcio pontosan

akkor terjeszthetd ki tiszta dllapotokra, ha f(0) # 0.
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2.3. Cenzov—Morozova-fiiggvények

Sokszor kényelmesebb a kvantum Fisher informéaciokat indexel§ szimmetrikus, nor-
malt operatormonoton fliggvények helyett az azokbol szarmaztatott Cenzov-Morozo-

va-fliggvényekkel dolgozni.

2.6. Definicié. Minden szimmetrikus, normdalt operdtormonoton f fligguényhez rendel-
hetd egy in. Cenzov—Morozova-fliiggvény az alabbi maddon.

ci(z,y) : R xRT - R (z,y) — L (11)

zf (3)
Vegyiik észre, hogy az f € F,, fliggvény (7) értelemben vett szimmetridjaval ekvivalens
az, hogy az f fliggvénybdl a fenti formulaval szarmaztathaté c¢; Cenzov-Morozova-fiigg-
vény szimmetrikus kétvaltozos fiiggvény. A (7), (8) és (9) azonossagokbol és a magasabb

rendd derivaltak szimmetridjabol a Cenzov-Morozova-fiiggvény parcidlis derivaltjaira

tovabbi értékes Osszefiiggések nyerhetdk.

Oicy(x,y) = Oacy(y, x)
8121€f<1’, y) = a;QCf(ya J]) (12)

Oycp(,y) = 051¢4(x,y) = O31¢4(y, &) = Opcs(y, @)

c(w,y) = —(xics(x,y) + ydacs(z,y))

1 [x y] Once(z,y) Oecr(z,y) T (13)

Cr (.I', y) = _5
Oa1cp(x,y) Oazcy(x,y) )

A (12) egyenl@ségesoport a ¢y fliggvény szimmetriajabol kovetkezik, igy ezeket az
Osszefiiggéseket azokban az esetekben is fel lehet hasznélni, amikor a metrika nem

operatormonoton fiiggvénybdl szarmazik.

Egy f e F,, fliggvényhez a (10) formula &ltal rendelt metrika csalad tagjaira
hasznalhatobb kifejezést kaphatunk a Riesz—Dunford fiiggvénykalkulus eredményeinek
felhasznalasaval, ugyanis az f fiiggvény szimmetriajabol és operatormonotonicitasabol
kovetkezik, hogy analitikusan kiterjeszthetd a C \ {0} pontozott komplex szamsikra (lasd:

[1]). Jelolje ¢ az f fiiggvényhez asszocialt Cenzov—Morozova-fliggvény kiterjesztését a

C;:={a+bieCla>0}
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halmazra, 7, és 7, pedig legyenek C, halmazban halad6 zart sima goérbék, melyek a

D € M,, 4, operator (D) spektruméat pontosan egyszer keriilik meg, vagyis

271 Z—T
Yk

1 1
Ve € o(D) Ind, (2): —j{ dz=1 k=1,2

teljesiil. Ekkor a szarmaztatott metrikara a

1 -1 -1
YD) =T s 75 7{ (EmX(E— D)y Y(n—D)yldedy  (14)

mn o7
elgallitas érvényes. Az igy értelmezett D — ¢(D)(X,Y) fuggvény differencidlhato gy,
hogy az ,integraljel mogott” derivalunk. A fenti formuldban — és ezentil mindig — a
(£ — D) és (n— D) szimbolumok a (£ -idy, — D) és (n-idy, — D) kifejezéseket roviditik.
A szarmaztatott metrika (14) modon torténd kiszamitasarol az [1] tézis tartalmaz tébb
informéaciot. Innentdl fogva a D matrixrol csak onadjungaltsagot tételeziink fel. Az M,, 4,
sokasag az allapottérnél konnyebben kezelhets. Az allapottér az (M, 5, 9) Riemann
sokasdg 1-kodimenzids Riemann részsokasiga. A 2.2 allitds bizonyitdsaban mutatott
utat kévetve belathato, hogy az M,, 5, sokasag érintGtere minden pontban az (M,, s, C)

vektortérrel izomorf.

Vezessiikk be a G : M,, 5, — Lin(M,,) fiiggvényt, melyet a kovetkezs hozzarendelés

értelmez.

G(D)(Y) = ﬁ 75 74 e(£.1)(€ — D)"Y (5 — D) dedy (15)

Ekkor a (14) Riemann-metrika a g(D)(X,Y) = Tr(XG(D)(Y)) alakban irhato fel.

Szamitasaink soran szilikség lesz a G leképezés elsé és masodik derivaltjaira.

2.1. Lemma. Legyen G, = {A € M,|FA™ € M,}, ekkor a kovetkezd kijelentések

1gazak.
1. G, C M, nyilt halmaz.
2. Azi:G, — G, A A~ operdtor inverzid differencidlhatd, és
VAE€G, VXM, (di)(A)(X)=-A1xA"

teljesiil a derivdltra.
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Bizonyitds. Lasd [13].

Q.E.D.

2.2. Lemma. Legyen & € C és G := {A € M,|3(§ — A)~' € M.}, ekkor a kivetkezd

kijelentések teljesiilnek.
1. Ge € M,, nyilt halmaz.

2. Azig: Ge &> M, A (£ — A)7! figguény differencidlhato, és a derivdltra teljesiil,
hogy

VAEG: XeM, (dig)(A)(X)=(E—-A)"X(E-A) (16)

Bizonyitds. A 2.1 lemma és a lancszabély alapjan nyilvanvalo.

Q.E.D.

Egy tetszbleges, X és Y viéltozokat tartalmazé ,Kifejezés” szimmetrizaltjara és

antiszimmetrizdaltjdara az alabbi jeloléseket vezetjiik be.

{Kifejezés(X,Y)} y = Kifejezés(X, Y') + Kifejezés(Y, X) a7
’ 17
[Kifejezés(X, Y)] i y := Kifejezés(X, V) — Kifejezés(Y, X)

2.3. Allitas. Legyen D € My, X,Y,Z € M,,, G pedig a (15) formula dltal adott

leképezés, ekkor a dG és d* G derivdltakra a kovetkezd elédllitdsok érvényesek.

1

IGD)X)Y) = o § f el&n)(€ = D)X (€= D)"Y (= D) decn+

Y12

1 (18)

+@”fod&m@_m1YW—m1X@—D)%wn

Y12
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d*G(D)(X)(Y)(Z) =

1

= G  § el€n(e = D)X (= D)V (€ = D)2y — D) dedn+

1 B y . B
+@MP%fa@m“‘D>Y@—D>ZW—D>XW—D>d@m-

Y12

1

2 f{]{C(f’ m(§—D)"'Z(n—D)"'X(n— D)"Y (n — D)~ d&dn

M Y2 XY
(19)
Bizonyitds.

Komplexfiiggvénytani tény, hogy a homotép goérbéken vett integralok egyenlék. A D
operatornak a spektruma egy véges halmaz (a D operator matrixanak a sajatértékei),
ezért a v, és 7y, gorbéket valaszthatjuk ugy, hogy Vo € o(D) Ind, (z) =1 k = 1,2
teljestiljon. Kihasznélva, hogy ,be lehete derivalni” az integraljel mogé a (16) formulat és
a ii. esetben a c¢ fliggvény szimmetrikussagat felhasznalva rovid szamolas utan a (18) és
(19) formulakat kapjuk.

Q.E.D.

2.4. Az M, ,, sokasag Levi—Civita kovarians derivalasa

A Riemann geometria egyik alapvets fogalmahoz, a kovarians derivalashoz tobbféle
uton is el lehet jutni. Kiindulhatunk példaul az érintényalabon — mint sima sokasdgon —
értelmezett homogén vektormezskbdl (an. spray) (26| vagy a vektornyalabokon értelme-
zett konnexioé fogalmabol. Ez utébbi targyalasmod altalanosabb, a [15] dolgozatomban
egy ilyen utat mutatok be nagy vonalakban. Itt most a Jean Louis Koszul altal 1955-
ben bevezetett targyalasmodot kovetjiik. Nem toreksziink teljességre, kizérolag csak a
tovabblépéshez nélkiilozhetetlen fogalmakat definialjuk. Az allitasok koziil pedig kizaro-
lag azokat bizonyitjuk, amelyeket specidlisan az M, sokasag részsokasagaira mondunk
ki. A tenzormezGk bézisponttdl valo fiiggését ezentil csakis akkor tiintetjiik fel, ha a

béazisponttol valo fiiggés fel nem tiintetése fatalis félreértéseket okozna.
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Emlékeztetiink, hogy egy M sima sokasagon értelmezett vektormezdsk I'(M,T M)
halmaza egy kanonikus modulus strukturaval rendelkezik a sokasigon értelmezett sima

fiiggvények C>°(M, C) gytirtje felett.

2.7. Definicié. Egy V : I'(M,TM) x I'(M,TM) — I'(M,TM) leképezést kovarians

derivalasnak hivunk az M sokasdgon, ha eleget tesz az aldbbi négy kritériumnak.
1. VixivyU =VxU +VyU, ha XY, U € I'(M,TM).

2. Vx(U+V)=VxU+VxV, ha X,UV €'(M, TM).

3. VoxU=¢-VxU, ha X, U e I'(M,TM) és ¢p € C>*(M,C).

4. Vx(¢0-U)=(X¢) -U+ ¢VxU, ha X,U € (M, TM) és ¢ € C>*(M,C).

2.4. Allitas. Legyen V kovaridns derivdlds az M, s s0kasdgon, ekkor létezik egy olyan I’
(2,1)-tipusi tenzormezd az M, s, sokasdgon, hogy tetszéleges X és'Y vektormezdk esetén

a kovetkezd eqyenléség érvényes. >

VyY = dY(X) +I(X,Y) (20)

Bizonyitds.

Az M,, 5, sokasig egyetlen térképpel lefedhetd, legyen egy ilyen lefedés (x! ... :c”2). A

( aik ) _— vektormezc’ik az M, 5, sokasagon egy béazismez6t hataroznak meg. Létezik
tehat sima fuggvényeknek olyan (Xk)ke{1 ..... n2) (Yk>k:e{1 ..... g C*(M,C) rendszere,

melyre az X = Z X = k ésY = Z Y’“ r elgallitasok érvényesek. A kovaridns derivalas
k=1 k=1

T sz

7L2 TL2 a
k k S
VY = vka ZY &Ck => > X'V (Y 8xl)
k=1 =1
s %) A B 9
— Xkyty =
kz:; 12_1: Oxk ol kz_: 121: 5F Ol (21)
:dY(X)—I—ZZX’“YZ aai
k=1 I=1 \L,_/
Z Fkl BxT

Ittadaz Y : My sq — My, s, normélt terek kozt hato fiiggvény derivalasat jelenti és semmiképpen

sem jelol ,kiils6 derivaltat”.
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A fenti levezetésbdl leolvashato, hogy a T' tenzormezs (x!..

2 2 2 2 2
.a™") térképezésre és a
9 L. B ; . T . 3
<_axk> k(L. .n?) bazismezdére vonatkozo komponensei a I'}; sima fliggvények.

Q.E.D.

A differencialhat6 sokasagok elméletében a I'}; sima fiiggvényeket Christoffel-szimbo-
lumoknak hivjak. Megallapodunk abban, hogy ,héazi hasznalatra” a fenti I tenzormezét
hivjuk Christoffel-szimbélumnak. Azért van ez a furcsa kett&sség, mert M,, 5, elemeire
tekinthetlink tgy, mint egy Riemann sokasag pontjaira és ugy is, mint matrixokra.
Ezen szemléletmod kévetkezménye, hogy az M,, 5, sokasagon adott X és Y vektormezdk

Lie-zardjele [ X, Y] =d X(Y) — dY(X) modon is felirhato.
2.8. Definicié. Egy M sima sokasdgon adott kovaridns derivdlds torzidtenzora alatt a
TX,Y)=VxY - VyX —[X,Y]

formuldval megadott (2,1)-tipusi tenzormezdét értjik. A V kovaridns derivdldsrol akkor

mondjuk, hogy torzibmentes, ha a torzidtenzora azonosan nulla.

A kovarians derivalds metrikussidgat szokés gy is jellemezni, hogy a metrika kovarians

derivaltja nulla. Ez a jellemzés a kovetkez6 meghatarozést szolgéaltatja.

2.9. Definicié. Fgy (M, g) szemi-Riemann sokasdgon adott ¥V kovaridns derivdldst

metrikusnak mondunk, ha tetszdleges X,Y,Z € I'(M,TM) vektormezdkkel az
eqyenldséq teljestil.

A fenti definicioval ekvivalens, annal valamivel szemléletesebb definici6 talalhatd Szenthe

[26] kényvében.

2.2. Tétel. Egy (M,g) szemi-Riemann sokasdgon pontosan eqy metrikus és torzio
mentes kovaridns derivdlds létezik, amelyet Levi-Civita kovaridns derivalasnak hivunk
és az (M sa,g) Riemann sokasdg esetén a neki megfeleld Christoffel-szimbolumokat a

kovetkezd eqyenldség egyértelmiien meghatdrozza.

g(U(X,Y), Z) = 5 (dg(X)(Y, Z) + dg(Y)(X, Z) — dg(2)(X,Y)) (22)

N —
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Bizonyitdas. Ezt a tételt nem bizonyitjuk. A bizonyitds a [27] és a [26] konyvekben
megtalalhato.

Q.E.D.

2.3. Tétel. Az (M, 50, g) Riemann sokasdg Levi-Civita kovaridns derivdldsdhoz tartozo

Christoffel-szimbolum a

DX Y) = 567 ({dGE) 1)~ AKX Y)) vy ) (23)

formuldval fejezhetd ki, ahol A egy (2,1)-tipusi tenzormezd, amely a

MD)XY) = oy f feleanle = D)X= D)V = D) agan (24

Y2

formula dltal adott, ahol ¢ a g Riemann-metrikdhoz tartozé Cenzov-Morozova-fiigguény.

Bizonyitds.
A metrika (15) figgvénnyel és Hilbert—Schmidt skalaris szorzéssal valo kifejezését a

(22) formulaba frva a kovetkezst kapjuk.
Te(Z - G(T(X,Y))) = % Tr (ZAGY)(X) + dG(X)(YV))) - % TH(X dG(Z)(Y)). (25)

A Tr operacio6 linearitasat és ciklikussagat valamint a ¢ fiiggvény szimmetriajat felhasz-

nalva a (25) formula utolso dsszeadandoja az alabbi modon alakithato at.

r(X dG(Z
( 75 74 (€.))X(€ — D) Z(¢ — D)"Y (n — D)~ dgdn)+
(27” 74 ]4 (&, )X (€~ D)"Y (n— D)™ Z(5 — D)" dﬁdn) o
Tr( 2m f{f{ EmME—-D)'X(n— D) 'Y(£—~ D)~ dﬁdn)Jr
( 74 74 (&, n)(€ — D)"Y (n— D)X (¢ — D) dﬁdn)
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Definialjuk a A tenzormezét a (25) formuléaval, ekkor a kovetkezst kapjuk.
1
T(ZG(X. V) = 5 T (Z{dGEX)Y) ~ AX. V), (27)

Mivel a fenti Osszefiiggés fennall minden Z € M,, 5, matrixra, a Hilbert-Schmidt belsé

szorzas regularitasa miatt az alabbi adodik.
1
GI(X,Y)) = S dGX)(Y) = AX, V) }yy (28)

A kapott egyenlséget a G~ méatrixszal balrél szorozva kapjuk a bizonyitandé formulat.

M(X,¥) = 567 ({dGEX)(Y) ~ AX. V) iy ) (29)

Q.E.D.
Kés6bbi szamitasaink soran sziikség lesz a D — A(D)(X,Y) leképezés derivaltjara.
2.5. Allitas. A D+ A(D)(X,Y) leképezés derivdltjdt a
dA(D)(2)(X,Y) =
~ o f f el ~ D)2~ D)X = D) Y (6 - D) dn

) 172 ) ) } ) "
- (27i)? ]{]{C(é,n)(é“—D) X(n—D)'Z(n— D) 'Y (£ — D) " dédn+

1 . » B »
T 2niy? ffc(g,n)(g_p) X(n—=D)"Y(—-D) Z(— D) dédn

formula adja meg, ahol X,Y,Z, D € M, 4.

Bizonyitds. A bizonyitas a 2.3 allitas bizonyitasdhoz hasonlé modon végezhets, nem

részletezzik.
Q.E.D.

2.5. Az M, 4, sokasdg Riemann gorbiilete

2.10. Definicié. Egy M sima sokasdgon legyen adott egy V kovaridns derivdlds.

lgazolhato, hogy a

R(X,Y,Z) = VxVyZ - VxVxZ — VixyZ
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formula egy (3,1)-tipusi sima tenzormezdt hatdroz meg az M sokasdigon. Ezt a
tenzormezdt az M sokasdg V kovaridns derivdldsra vonatkozo Riemann-féle gorbiileti

tenzordnak nevezik.

Ellendrizhets, hogy az M, , sokasdgra a Riemann tenzor fenti alakja az alabbival

ekvivalens.

R(X,Y,Z) = [VxVyZ — vdX(Y)Z]X,Y (31)

2.11. Definicié. Az M,, s, sokasdgon egy X vektormezdt konstansnak mondunk, ha

dX =0 teljesiil rd.

Ezentul kizarolag konstans vektormezdk vizsgalatéval foglalkozunk az M,, 4, sokasdgon.

A (31) formulabol a lentebb részletezett révid szamolas utén a
RXY, Z) = [dT(X)(Y, 2) + T(X, T(Y, Z))] x v (32)

kifejezést nyerjiikk a Riemann-tenzorra.

R(X,Y,Z) = |VxVyZ - V4 X(Y)Z = [Vx(T'(Y,2))lxy =
— . (33)
=[dT(X)(Y,2) + T(X,I'(Y. Z))| x v
2.3. Lemma.

1671 (X)(Y) = G~ (dG(X) (G (Y))) (34)
Bizonyitds.

A lancszabalyt és az operator inverzi6 differencialasi szabalyat a G leképezés és az

operator inverzi6 kompozicidjara alkalmazva kapjuk a fenti formulat.

Q.E.D.

2.4. Tétel. Tekintsik az (M, sq, g) Riemann sokasdgot a Levi-Civita kovaridns derivd-
lassal. Ha X,Y és Z konstans vektormezdk, akkor a Riemann gorbilet a kovetkezd alakot
olti.
1
R(X,Y,Z) = §G_1 [ GX)N2)(Y) = {dAX)(Y, Z)}v,z—

—{ANX,T(Y, 2))}xrviz) — [dG(X)(T(Y, Z))]X,F(Y,z)]xy (35)
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Bizonyitds.
A Riemann gorbiileti tenzorra nyert (32) formulaba a Christoffel-szimb6lumra nyert

(23) kifejezéseket beirva az alabbiakat kapjuk.

AT(X)(Y, Z) = %dG_l(X) ({d G(Y)(Z) = A(Y, Z)}y,z) +

4267 ({E GEOM2) - dAY. 2)},,) - (36)

— G (é {#GX))(2) —dX)(Y, 2)},,, - dGX)(T(Y, Z>>>

DX, T(Y,2)) = 567 (G, 2) - AX TV, D) pry) 6D
A G leképezés mésodik derivaljanak szimmetriajat felhasznalva kapjuk a kivant alakot.
R(X.Y,2) = [T(X)(Y, 2) + T(X, DY, 2))]y =
=67 [P CXM)(2) - XY 2)}y,, ~ dCXNT(Y.2) 4
450 [{A@) (Y. 2) - ATV D) rr| =

2 XY

_ %G—l (@2 G(X)(Z2)(Y) — {dAX)(Y: Z)}ys—

—{AX,T(Y, 2) xrv,z) — [dG(X)(T(Y, Z))]XI(YvZ)]X,Y
(38)

Q.E.D.
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3. A Ricci-gorbiilet lokalis alakja

Egy M sima sokasagon adott V kovarians derivalas Ricci-tenzora alatt a
Ric(Y, Z) := Tr(X — R(X,Y, 2)) (39)

formulaval megadott (2,0)-tipust tenzormezdt értjiik, ahol R a gorbiileti tenzor. A fejezet
célja az (M, s, g) Riemann sokasagon a Ricci-tenzor lokélis alakjanak kiszdmitasa. Az
M, s sokasédgon adott g metrikarol feltessziik, hogy egy ¢ : C x C — C szimmetrikus
fiiggvénnyel szarmaztathato (14) modon. Egyenldre annyit tesziink fel, hogy a ¢ fiiggvény
holomorf, vizsgaldédésainkat csak kés6ébb szikitjiik le arra az esetre, amikor c egy f
operatormonoton fiiggvényhez asszocialt Cenzov-Morozova-fiiggvény. Célunk elérése
érdekében sorravessziik a Riemann-tenzor kiszamitéasahoz sziikséges mennyiségeket és
meghatarozzuk azok lokalis alakjat.

Mivel D € M,, 5, egy 6nadjungalt operator a ‘H,, Hilbert-téren, valaszthato egy olyan
bézis, melyben a D operator matrixa diagonalis: D = diag(A1, ..., \,), ahol {\1,..., A}
a D matrix sajatértékei. Mostantol fogva minden szamitast ebben a kitiintetett bazisban
végziink. Az eddigi fejezetekben bevezetett jelolések az aldbbi hasznos roviditéssel

egésziilnek Kki.

n

s = s § e IIe =) [To-x) a0

Y12 r=1 s=1

A ¢y inii.jm Szimbolum trivialis szimmetridit az alabbi éllitas irja le.

3.1. Allitas. Legyen S, az n-ed rendd szimmetrikus csoport. Ekkor tetszdleges o € S,

T € Sy esetén a ¢, i,y 5. Szimbolumra a kovetkezd egyenldségek teljestilnek.

Co(i1),0(12)5...0(in);7(41),7(42) s T (Gm) = Citinigi...jm (41)

Cit.gmiitoin — Cit.inigtjm (42)

Bizonyitds.
allitas trivialis médon adodik.

Q.E.D.
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Szamitasaink eredményeképpen a Ricci-tenzor Ey; és E,, matrix egységeken felvett

értékére az alabbi formuléat fogjuk kapni.

. Chikpp T Chkpip — (Chkpp + Chpshp) | ChippChiksp
%tc(Ekl, qu) = + 5 5k15pq+
Ckip 2¢,

n 2
n Z {Csk;lk — Cs;klk — Cskk;l + Chk:lks n (Clsk + Cikes — Cusik)

— Ck;s 4Clc;scl;s
s=1

2Csk:k — Csikk 2Cklzk — Chksl
_ 3 3 5 ) 5lp5kq (43)
Cs;k 20k k.l

3.1. Kvantum Fisher-informaciok

3.2. Allitas. A metrika Hilbert—-Schmidt belsé szorzdssal torténd kiszdmitdsdhoz hasz-

ndlt, (15) formuldval definidlt G leképezés lokdlis alakja az aldbbi.
G(Ew) = ckaBu (44)

Bizonyitds.
A (15) formulat felhasznalva az alabbi szamolassal kaphato meg.

n

EaaEklEbb dak 01 Eap

G(B) = }’{ 7{ D N e PR W T
Y12 (45)

1 1
B (27i)? ]{%C(f,n) €= X)(—N) dédn Ex = cry B
Y1 72

Q.E.D.
3.1. Kovetkezmény. A G leképezés inverzét a fentiekbdl eqyszerien meghatdrozhatjuk.
G Y (Ew) = (ck1) ' Ex (46)

3.3. Allitas. A G leképezés derivdltjdnak lokdlis alakja az aldbbi.

dG(Ei;)(Exn) = cijadinEa + crajdaLr; (47)
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Bizonyitds.

A (18) formulat felhasznalva a kévetkezd szamolas eredményeképpen a kivant alakot

kapjuk.
dG(E V(Ew) =
EaaEiijbEklEcc EaaEk:lEbbE'jEcc
dédn =
[ i[i'{ D B PN CE WA W W TR S A
_ 1 6ai5jb5bk5lcEac 5ak5lb6bzéchac dédn =
<2m‘>2f 7{ A&m) Z TEAE— =) T E= A= =)
Ey;
dédn =
(2mi)? i[}'{ e e A)(n—m e m— =y
= Ciju0ik B + Crui0uEr;
(48)
Q.E.D.

3.4. Allitas. A (15) formuldval definidlt G leképezés mdsodik derivdltja az aldbbi.
Uy G(Epq) (Eij) (Er) = { cpajndaidjn Ept + Cijigdjndip Eig + Ck;lqjélpéqiEkj}(pq)(ij) (49)

Bizonyitds.

A métrixegységek és a D operator diagonalis alakjat a (19) formuladba beirva a

kovetkezd szamolas utan kapjuk az allitast.

A* G(Epg)(Eij)(Bun) =
EaaquEbbEijEccEklEdd
_ ded +
2m 74?{ ’5" CEAME—ME— =) Y
o (pg),(i5)
BB By By B Epg Egq
+ déd +
(2ri)? 7{7{ “’  EAE— M= A —Ag)
o2 (pq),(i5)
EaaEklEbbquEccEijEdd
+ f f{ (& ded -
2ri) N2 A= )= A — g

no2 (pa),(i4)
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0apOgb0bi0jcOckO1d Ead
_ déd +
e § feten = 1(5 AE— M)~ A — )
AL (pq),(ij)
5a15'b5bk5lcdc 5 dEad
+ J P~q d d +
(2mi)? i[}'{ G 2, €= M- A=) B
o2 (pq),(i4)
5ak5lb6bp5qcéci5jdEad
+ j{ja{ (&, d¢d =
m N2 - )= A=)
" oY2 (pa),(i5)
= {CpajdqiOjnEp + CijugOjndp Eig + Ck;lqjélpéqiEkj}(pq),(ij) (50)

Q.E.D.

3.2. Christoffel-szimbolumok

3.5. Allitas. A Christoffel-szimbolum (23) kifejezésében szerepld (24) formuldval adott

(2,1)-tipusi tenzormezd alakja a kovetkezd.
A(Eij, Ey) = caj6iEu (51)

Bizonyitds.

A (24) formulaba behelyettesitve az alabbi szamolés a kivant eredményt adja.

TL EaaEi 'EbbEklEcc
A(E;;, Exy) J =
Y172 5 5 . (52)
i YjbVbkVlc a5 .
712
Q.E.D.

3.6. Allitas. A D — A(D) leképezés derivdltjanak a mdtrizegységeken valo hatdsdt az

aldabbi formula adja meg.
dA(Eij)(Ekt, Epg) = Cijg0k01p Eiq + Craitj01i0jpErg + CrajitOip0i B (53)

Bizonyitds.
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A D — A(D) leképezés derivaltjanak globalis alakjara nyert formulaba behelyettesitve

a kovetkezd szamolas utan nyerjiik a kivant ésszefiiggést.

AN(ES) (Bus By) = T f f en 3 1(& f)é?ﬁg’f_f)é@_ o ded
o fren 5, R o
w0 2
wffen 3 e Ty —
atpf fren 5 ot s
o dfe & 2 s T e e e =

Y1 Y2
= Cijg10jk01p Eig + Cha01i0p Erg + Chj101p0gi By
(54)
Q.E.D.

3.7. Allitas. Az M, so sokasdg Christoffel-szimbolumaira az aldbbi osszefiiggés érvényes.

1 (e + Copot — Cor: Chilo + Chl:o — Cho:
F(Ekh qu) — 5 ( p;ql Cpq,ll pliq 5qupl + kslq Cl;l,q kq;l 5plEkq) (55)
D; iq

Bizonyitds.
A G leképezés derivaltjanak és a A tenzormezdének a lokélis alakjat a Christoffel-
szimbolumra nyert (23) kifejezésbe helyettesitve az alabbi révid szamolas utéan kapjuk a

bizonyitand6 formulét.

1 .
F(-Ekla qu) = §G ' ({dG(Ekl)(qu) - A(Ekh qu)}(kjl)’(pq)> =
1
=G <{Cp;ql5qupl + (Chisg — qu;l)éplEkq}(kl),(pq)> =
(56)

G ((Cpsat + Cogt — Cpisq)Orq Eopt + (Chiig + Chizg — Crast)Op1 Ekg) =

Cpigl T Cpgsl — Cplyg Chilg + Chizg — Chgl
5qupl + 5plEkq
Cp;l Cksq

N~ N~ DN

Q.E.D.
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3.3. A Riemann-féle gorbiileti tenzor

Ebben a pontban arra vallalkozunk, hogy az eddig nyert lokalis alakokat felhasznalva
elgallitjuk az M,, 5, sokasag gorbiileti tenzorat. A gorbiileti tenzorra az aldbbi kifejezést

kapjuk.

R(Eij, By, Epg) =

_ L[ cijpg + Ciggt — (Cigjal + Cijgt)  Cislg T Chizg — Chail Cigng T Cigj — Cirja 5.5 F
- 5 - jkClp iq+

2 Cisq 20k Cizg
1 (Ck;lqj + Chijsg — (Chigyj + Crjit) _ (Ck;lq + Criig — Chail Chsqj T Chijsg — Chasj

Ck;j 20k Ck;j
_ Cpiaj T Cpgii — Cpjsg Clikj + Chlyj — Chyly 518 Bt
%% ] IlpYqiZkj
Cpsj Ck;j

Cogitj t Cojigt — (Cpgij + Cplgig)  Cpmgl + Cpgil — Cpisg Cpijt + Cpjil — Cplyj 5.6 E
+ ] - 9 ] qkYlipj
Cpsj Cpil Cpsj (ik) (1)

(57)

Az M, s, sokasdg Riemann-tenzoranak globalis alakjara nyert (32) formulabdl

leolvashat6, hogy a Riemann-tenzor

A-B-C-D
%(Eijv Ea, qu) - 9 (58)
alakban frhato fel, ahol az kifejezésben szerepls tagok alakja a kovetkezd.
A = G (& G(Ey) (Byg) (Bur) — & G(Ew) (Epy)(Ey))
B =G [dA(Ey) (B, Epg) + A A(Ej)(Epg, Bu)l g, s,
(59)

C =G ' ANE;,T(Ew, Ey)) + AT(E, Eyy), Eij)]

Eij,Er

D =G [dG(Ey) (LB, Ey)) — dG(L(Ey, Epg))(Ei)]

Eij,Er

Ahhoz, hogy a R Riemann-tenzort megkapjuk az A, B, C és D mennyiségek lokalis alakjait

kiilon-kiilon kiszamitjuk.
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3.8. Allitas. A (58) felbontdsban szerepld A mennyiség lokdlis alakja a kévetkezd.
A= Cij:lq _ Cisjlg 5jk51pEiq + Ckiljq — Cklijq 5li5jpEkq+
Cisq Ckiq

Ckilgj — Cklg;j Cijgl — Cisjgl
t 0l By + =00k Bt (60)
Ck;j Ciil

Cpajit — Cpasjl Cpaiti — Cpalsj
1 g LS g O s L5 Y o
Cpil Cpij
Bizonyitds.
A G leképezés inverzének és masodik derivaltjanak lokalis alakjara nyert (46) és (49)
formulakba behelyettesitve a kovetkezSket kapjuk.

© G G(Ey)(Ep)(Bn)) = {%M%MEPI + 616, Eig + %%%E@}
5 3]

pil Cizg (pg)(ij)

Cp;j i i

© G G(Bu)(Ep)(Ey)) = {Cpql;j 8ok By + 95,8, Ey + M%(quEil}
Ck; Cil (pg) (kD)
(61)
Ebbél pedig A kivant alakja azonnal adodik.

A= G Y& G(E)(Ep) (Er) — d* G(Ew)(Ey)(Ei)) =
Cijilqg — Cijl Ckiljq — Cklyj
= %é}ké‘kpf@q + W(SliéjpEkq—i_

Ckilgj — Cklg;j Cijg;l — Cijjql
g ol = O 5,5 = Gl s
Cksj Cisl

Cpgi:l — Cpg:il Cpg:l1i — Cpgl:i

P4]; Pq;) Pa;t) gLy

+ =040k Ep + —————0g101 Ep;
Cpyl Cp;j

Q.E.D.

3.9. Allitas. A (58) felbontdsban szerepld B mennyiséq lokdlis alakja a kovetkezd.

Cijgl — Cig;jl Ckq;lj — Chlg;j
B=——"=00pLiq + ——=01i0;p Eq+
Cisq Cksq

Ckqj;l — Chljsq Cijl;g — Ciglyj
g ol = Ol 5 Ot O 5 (63)
Chsj Cisl

Cpliqj — Cpjl; Cpljsg — Cpisql
pLiag PItq PLyq PJ;q
o PG By PG 6

Cpsl Cp;j

Bizonyitds.
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A G leképezés inverzének (46) formulaval adott lokalis alakjat, valamint a A

tenzormezd (51) lokalis alakjat felhasznalva kapjuk, a kovetkezoket.

_ Ciig: Cka:li Clogi-
& G Y dA(Ey)(By, Bpg)) = 22601, Eiq + %@i%Ekq + %&PéqiEkj

Ciq k;q k;j

G AMER)(Eij, Epg)) = 995,65, By + 20616, Eig + 959,560

O (dA(Ew)(Eij, Epg)) = Ch 1i0jpLokg + .. kOl iq T ciq P qk il
q isq i

(64)

¢ Cplj:

& G HANE) (B, Br) = “226,,00 Fa + 290,100 By + 225,10,
Cisl Cpil Cpij

& G YAA(EW)(E,y, Eiy)) = lemal,,aqiEkﬁM(sqka“E +C”J”q5q15jk

ksj Cpsj Cpsl

A kapott kifejezéseket a B mennyiséget definialo formulaba beirva kapjuk a kivant alakot.

B = G_1 [dA( ZJ)(Ekl7 qu) + dA( )( pq> Ekl)]E”,Ekl

Cijg;l — Cig;jl Ckqilj — Cklq;j
_ Gl = gl g el e
Cisq Ckiq

Ckqjsl — Chljiq Cijl;q — Ciglyj
Ck:j Ci:l

(65)

Cpl;qj — Cpjl;
plaj — Cpilia
+ 0qi0jk

Cpli.g — C 1
PLJiq PJ;q
E ! _|_ S
Cp;l Cp;j

OgOti Lip;

Q.E.D.

3.10. Allitas. A (58) felbontdsban szereplé C mennyiséq lokdlis alakja a kévetkezd.

qu;l(ci;jq + Cijiq —
2Ci3qChiq

Cig;j (Chilg + Chizg — Chqt)
C - 5jk5lp iq
2Ck.0Ci:
kiqCisq
1 [ Chjsq Chiig T Chisg — Crait  Chjst Cpsaj T+ Cpasj — Cpisg 518 B
2\ ¢ Ch:s Cp: i C:i P =k
kiq ksj D;j k;j
1 (Citj Cpsqt + Cpgit — Cplig Citig Cisjq T Cijig — Cisqj 55 E
92 ] ] ] JpYqkLYil
Cpil Ci:l Ciq Ci:l

Cig:i
o) 01:01p Eg+

_|_

_ Cptsj (Cprgj + Cpgsi — ij;q)5 S B+ Cpjit (Cpgt + Cpgt — Cpl;q)5 5B
2 . qiYjk 9 ' qkCli=pj
Cp;lCp;j CpiiCpsj

Bizonyitds.

A (46), (51) és (55) formulakbol kiindulva az szdmolassal kapjuk a fenti formulat.

i:1(Cpigl T Cpgsl — Cpl;
& G Ny, T (B, Byy))) = SO ot = o)y 5,

9 2Cp;lci;l
Cigii (Chitg + Chizg — Chg
q,j( k;lq kl;q kq,l) 6jkélpEiq
214 Cisg
o G_I(A(Ekl,F(EU,E D)) = Crji(Cpgj T Cpgj = Cpjig) 8100 B+
2Cp;jChyy

Chait (Cijq T Cijig — Cigsj) 5,0+ B
i0jp kg
2Ci3qChsq



26 3 A RICCI-GORBULET LOKALIS ALAKJA

Cpigl T Cpgsl — Cpl;q)5
2¢pCp;

& G AT (B, By, By)) = 221

k01 Epjt+

Chja(Chilg + Chig — Chqil)
5lp5qiEkj

2Ck;qChs
Cpl:i(Cpigi Tt Cpgii — Cpi:
-1 _ plu( D;qJ PY;J pJ,q)
o G (AMI(Ey, Ey), Eij)) = 2 iCo 0qiOjk Lipi+
;5 Cp;
Cit;q (Cirjq + Cijig — Cisja)
+ 0jpOgk Eit (67)
2Ci5qCisq
(68)
_ -1 _
C =G [MEy, DB, Epg)) + AT (B, Epg), Eij)l ., g, =
Cigsj (Chilg T Chizg — Chait) Chit (Cisjg T Cijig — Cigsj)
- kO Eig — 01:01p Eg+
2C1;4Cig 2C314Chsq
4 1 (C’fj;q Chilq T Cklg — Chail  Chjil Cpigj + Cpgyj — ij;q) O100i it (69)
pOqiLikj
2\ Cry Ch;j Cp;j Clsj
1 (Cil;j Cpigl + Cpgst — Cpliq  Cilyg Cizjg + Cigig — ci;qj) S SunFi—
ipOqkLi
2\ oy Cisl Cisq Cil
_ Cplsj (Cpigj + Cogg — ij;q)5 St Cpjit(Cpsgl + Cpgit — Cpl;q)(s 5 E
2 ] qiVjkLpl 9 ' qkVliLpj
Cp;lCpsj Cp;1Cpsj
Q.E.D.

3.11. Allitas. A (58) felbontdsban szerepld D mennyiség lokdlis alakja a kévetkezd.

Cijig — Cisjq Chilg T Chl;g — Chqyl Chilg — Ckliq Cizjg T Cijig — Cigyj
D= Or;jO1p Elig OpjOri Bg+
2¢iyq Cliq 2Ck;q Cisq
1 (Chigi = Chosj Chitg + Chisg = Chait | Chity — Chij Cpraj + Coasi ~ Cojia \ 5 s
+ = + piCli kq+
2 Chsj Chsq Chsj Cpij
L [ Cija — Ciji Cpqt + Cpgit — Cpisg | Cigit — Cisal Cizjq T Cijig — Cigyj
+= + 8,i0a Bt
2 Ci:l Cpil Ci:l Ciq
Cpjil — Cpyil Cpsag T Cpgsj — ij;q5 S E Cpitj — Cplij Cpsgl T Cpgil — Cpl;q5 5B
+ 9 qiYj 1+ 9 qkClipg
Cpsl Cp;j Cp;j Cp;l
(70)
Bizonyitds.

A G leképezés inverzének valamint derivaltjanak lokalis alakjara nyert (46) és
(47) formulékat, tovabba a Christoffel-szimbolumok lokalis alakjat (55) felhasznalva a
kovetkezdsket kapjuk.

Cijil Cpigl T Cpg;l —

& G YAG(Ey)(T(Ew, Bpy))) = LI o

2¢iy Cp;l
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Cpili Cpigl + Cpgil — Copl:
pili “pig Pg; pliq
+ 04101 Eopj+

2¢p; Cp;l
Cijsq Chilg T Chlzyg — qu;l(;k,(gl E. +
2¢iq Ckiq S
Chiqj Chilg T Chlig — Chayl 58 B
QCk;j Chsq P
& G AG(E)(T(Ey, By))) = o2 G Tl ~ it 5 50 (71)

201 Cpsj

i Cpijl Cpsaj t Cpaii — Cpig 84iin it
2y Cp;j
Cklyg Cizjq + Cijig — Cigsj 546+
2¢k;q Cisq Tk

Cisql Cizjq T Cijig — Ciq;j(;

O s 72
+20i;l Cig pjYkq il ( )

_ Cpil Cp:gi T Cpg:i — Cpi-:
& G T (Eyj, By))(dG(Ey)) = QW e T IR
Cpsl Cpsj

Chilj Cpigj T Cpgij — Cpjig
+ 9 0qiOpt Eoj+
Chsj Cpij

Cigil Cisjq t Cijig — Cigsj 5

Oo B+
pjYkqLril
2¢iy Cisq
Ckilg Cizjg T Cijig — Ciq;j5 S E
pjVliLkq
20k Cisq
(73)
_ Cpl:i Cpgl T Cpg:l — Cpl:
1 plij Cpia Pg; plig
© G (T(Bu, Ey))(dG(Ey)) = Oqr s Epj+
20y Cp;l
Cisjl Cpigl T Cpgl — Cplig
+ Oq10pj Lin+
261';[ Cp:il
Chasj Chilg T Chlig — Chayl
5p15inkj+
2k Chsq
Cisjq Ckilg T Cklyg — Chqyl
+ 5pl5jk’Eiq
2¢iq Ckiq
A kapott kifejezéseket a D definiciojaba beirva kapjuk az aldbbiakat.
_ -1 _
D =G [dG(Ey) (D (B, Epg)) — dG(T(Ew, Epg)) (Eij)l g, 5, =
Cijiq — Cijjq Chilg T Chiig — Chqyl Ckilg — Ckizq Cizjg T Cijig — Cigyj
- 2 5kj5lpEiq + 9 5pj5liEkq+
Cisq Chsq Ckq Cisq
Chiqj — Chq;j Chilg T Chlsg — Chqyl | Chilj — Ckiij Cpigj + Cpasj — Cpjs
i ( qj @i Ckslg q ail | kil J Cpsqj PG i 8,01 Eg+
Chsj Cksq Chsj Cpsj

1
2
L [ Ciji — Ciji Cpigl + Cpgil — Cpisig | Cigil — Cisgl Cisjq T Cijiq — Cigyj 55 B
= + pjYkq il+
9 . . A
Ci:l cp;l Ci:l Cz;q

)
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Cpj:il — Cp:jl Cpigi T Cpg:j — Cpj: Cp:lj — Cpl:j Cpigl T Cpgil — Cpl;

PJ; p;dl Cpgj Pa;J Pisa il plij Cpig Pg; Pliq

+ 5qi6jkEpl + 5qk5lz'Epj (74)
2¢p; Cp;j 2Cp;; Cpyl

Q.E.D.

Szedjiik ossze az A, B, C és D mennyiségekre az imént nyert lokalis alakokat és irjuk be

a Riemann-tenzor (58) felbontasaba. Némi szamolas utan megkapjuk az alfejezet elején

prezentalt alakjat a Riemann gorbiiletnek.

A-B-C-D
R(Eij, B, Epg) = 5 =
_ l Cijilg T Cigjt — (Cizjal + Cijgt) _ Chilg T Chiyg — Chail Cijig T Cigi — Cijq Sl E—
2 Ci 2c C; JkClp~iq
1,q kiq 149
1 [ Chigjq + Chgti — (Cstjg + Crigg)  Cisjg + Cijig — Cigyj Chlig + Chigit — Cislg 56 E
_ 5 — 5 pjOli kq+
Chkiq Cisq Chkiq
1 1 (Ck;lqj + Chijig — (Chigyj + Crgjit) _ (Ck;lq t Crlig — Crqil Chijg T Chijsg — Chasj
2 Ck;j 20k Ch;j
Cpsaj t Cpasj — Cpjsg Cliks T Chlij — Chylj 56 E
% ] IpPqi~kj—
Cpsj Ck;j
. 1 <Ci;qu + Cijiig — (Cijggt T Ciglyj) _ <Ci;jq + Cijsg — Cigj Cislg + Citig — Cigil
2 Chsj 2¢iq Ciyl
Cpsql + Cpgst — Cplyg Cliij + Ciyj — Cjtsi
i Pq plig Cliij i G 8psOng Bt
2Cp;l Ci:l

2

L [ cpgitj + Cpjiqt — (Cpql;j + Cplj;q) Cpigl T Cpgsl — Cpliq Cpyjl t Cpjist — Cplij 5.6 E
= - qkVlitp; —

Cp;j 2¢py Cp;j

1 <Cpq;lj + Cpligj — (Cpgjst + Cpjli)  Cosai T Coaij — Cojsg Cpiti T+ Colij — ij;l) S S —
- - qiYjk -

2 Cpsl 2Cp;j Cpsl

L [ (Cijiag + Cigt — (Cijqt + Cijg)  Chitq + Ching = Chal Cijsq + Cigij — Cisjq 5.5

5 — 5 kOt Loig+
Ciq Ckiq Ciyq

N (Ck;lqj + Chijig — (Chigj + Crajit) (Ck;Zq + Chiyg = Chayl Chiqj + Chjsq — Chasj

+

Ck;j 2¢p Cksj

Cpiaj + Cpasj — Cpisg Ciikj T Chlij — Chylj 58
9 IpUqi k]+
Cpij Ch;j

(Cpq;lj + Cpjiat — (Cpatsj + Cpijia) _ Cpal T Cpgl — Cplig Cpyjt T Cpjil — Cpl;j) 5.0, E }
qkOli Lopj
Cpsj 2ep; Cpij (ik) (1)

(75)

Mint ahogyan egy kirakos jaték elemei Osszedllnak tgy &ll 6ssze a Riemann-tenzor

is a fentebb kiszamolt épitékovekbsl. A szamitasaink ezen fazisaban egy pillanatra

gyonyorkodhetiink a Riemann-tenzor szimmetridiban, melyek a nyert lokalis alakrol is

azon nyomban leolvashatok.
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3.4. A Ricci-féle gorbiileti tenzor

A Riemann-féle gorbiileti tenzorra nyert (75) formulat a Ricci-tenzort definialo (39)
formuléba beirva némi szamolas utan kapjuk a fejezet elején célként megjelolt (43) alakjat

az M, s, sokasag Ricci-tenzoranak.

Ric(Ey, Epy) = Tr(Ey; = R(Eij, B, Epg)) =

B 1 zn: Cijilg T Cigijl — (Ci;qu + CijQ;l) .
S 2

C;-
i,j=1 Hd

Chilg + Cklyg — Chq;l Cijsg + Cigsj — Cisjq

0ik01p0ig—
2k Ciq ) T

_ (Ckl;jq + Crgity — (Chitjg + Crigy) _ Ciyjg T Cijig — Cigij Ckisg T Chal — Chilg
Clk;q QCi;q Chsq

> Opj01iOkiOq;+

+ (Ck;lqj + Chtjzg — (Crigyj + Crgjt) B (Ck;lq + Chlig — Crqil Chigj T Chijsg — Chayj

Ck;j 2Ck;q Ch;j
Cpigj T Cpaij — Cpisq Clikj + Chlyj — Cislj S G
9 ] ] IpYqiCki
Cpsj Ch;j
_ <Ci;qu + Cijiig — (Cijgt + Cigtij) _ (Ci;jq + Cijsg — Cigj Cislg + Citlyg — Cigil
Ck;j 2¢iq Cisl
Cpsql + Cpgil — Cplig Clsig T Clizj — Cilsi S Su it
9 ] pjYkqYly
Cp;l Ciil

i (Cpq;lj + Cpjiat — (Cpgisj T Cpljsg) _ Cpigl 1 Cpgl — Cplig Cpigt T Cpjit — Cplij
Cpsj 2ep;

> 6qk5li5pi -

Cp;j

_ <Cpq;lj + Cpligj — (Cpgjit T Cpjtsg)

Cpsil

Cpigj T Cpasj — Cpjsg Cpiti T Cplsj — Cpjil SoSbs ) =
9 ] qiVjkUpillj -
Cpsj Cpsl

| ko + Chkpp — (Chkspp T Chipikp) L CemChip | 5 o5
- 2 pq
Chkip 2ck;p

n 2
n Z {Csk;lk — Cs;klk — Cskkil 1 Chilks n (Clisk + Cikss — Clsik)
o—1 Clk;s 4Ck;scl;s

2Csk:k — Csskk 2Ckizk — Chksl 56
- IpPkq
Cs;k 20k kil

(76)

A Ricci-tenzor konkrét alakjanak vizsgalatat egyszertisitends vezessiik be a kovetkezd
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jeloléseket.
R o — Chikpp T Chkpip — (Chkpp + Chpskp) | ChippChksp
kp + — P)
Chsp 20k;p
2
S — Cskilk — Csikik — Cskkil + Chiks  (Clsk + Clkss — Clsik)
kls - = + 1 — (77)
Ck;s Ck;sCl;s

 2Cskk — Coskk 2Chik — Chikyl }
Cs;k 20k;k k.l

Ezzekkel a jelolésekkel a Ricci-tenzor
%ic(Ekl, qu> = Rkpékldpq + Z Sk:lsalpfskq (78)
s=1

alakban irhato fel.

Vizsgéljuk meg, hogy milyen értéket vesz fel a Ricci-tenzor az M,, 4, teret térképezd,
2.1 definici6 el6tt bevezetett Hy (1 < k <1 < mn) és Fj; (1 < k <[ < n) méatrixokon.
Emlékeztetiink, hogy a Fj; és Hy, matrixok definicioja

Fr = Ex + Ei,
Hy = —i(Ew — Eu),
ahol Ey; és E,, a szokdsos matrix egységek.
Ric(Fy, Fpy) = Ric(Eyy, Epy) + Ric(Eyy, Eyp) + Ric(Ey, Epy) + Ric(Ey, Eyp)
Ric(Hy, Hpy) = — (Ric(Eyy, Epy) — Ric(E, Eyp) — Ric( B, Epy) + Ric( By, Eyp))  (79)
Ric(Fiy, Hy,) = —1 (Ric(Eyy, Epy) — Ric(Ew, Eyp) + Ric(Ey, Eyy) — Ric(Ey, Eqp))

Figyelembe véve a (78) formulat a kovetkezst kapjuk.

%iC(Fkl, qu) = 4Rkp6kl6pq + 2(1 -+ 5kl) Z 'Sklsékp(slq

s=1
%ic(Hkl, Hpq) =2 Z Sklstskzp(slq (80)
s=1
%iC(Fkl, Hpq) =0
3.1. Megjegyzés. Az M, 5, sokasdagon adott g metrikdra a kovetkezd érvényes.
9(Frty Fog) = 2(1 + 0k1) st OkpOig
9(Hpyi, Hpg) = 21,1010 (81)

g(Fkl7HPQ> = O
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A Ricci-tenzor (77) Osszetevsit Wolfram Mathematica segitségével szamitottuk ki. A

kovetkezdket kaptuk.

Rop — 1 81c()\k, /\k) 2 4 a%IC(Ak, /\k) - 28%20(/\k, )\k)
W 2 C()\k, )\k)Q C(/\k, )\k)

O1c( Ak, Ap) O2¢( Ak, A\p)
d1c(Ak, Ap)Ooc( Ak, Ap) n Due) — Oag) 05k Ap)

R p—
k 2¢( M, Ap)? e — Ay (i Ap)

Skkk = ! (M)Q _ O1c(Aks M) — 2085¢( Ak, Ar)
(A, A)? (A M)

_ 1 C(/\ka )‘k) - C(Akn /\s) 2
Skks = 20<)\k, /\3)2 { N — A, (316(/\k, )\k) 016()\k7 )\s)) +

O1c( Mg, k) O1c(Ag,A\s)
Y Dade) — Oure | O M) Die(Ak, A ORic(hk, As)

)\k — )\s C()\k, )\k) C()\k, )\s) C()\k, )\5)

Sklk _ Slkk _ @QC ()\k; )\1)2 816 (/\l, >\l) @QC ()\k, )\l> 810 ()\k, )\1)2 .
4e (M Ar) ¢ (Mg, A1) 2¢ (A, \i)? 4e (Mg, Ar) ¢ (Mg, Ar)
B 0%20 ()\k,)\l) 816()\k,)\k) 810 ()\k,)\l) 8%10(Ak,)\1)

2c ()\l,)\l) 2c ()\k,)\k)z 2c (Aka)\k)

1)) 1A, \i) + dic( A e ) F1e(Ap,Ap) (Mg, M)
cOkAk) (A, Ar) cuM)? ki)

A — A

Ak, M) —c(Ar,As) + QM) 2 —c(A,As)? Ak, M) —c(Ak,As) + QM) 2—c(Ag,Xs)?
Skl _ 2¢(Ak,A\s) 4c( >\k As)e(Ar,As) + 2¢(A,As) de(Ag,As)c(A,As)

(A — (A= As)?
(1 n )\]€7 >\k: — Cgi::/}\:))— C()\l, )\ )+
4 (>\l7 )\l) — C )\k, )\ ) ()\k, )\k) (C()\k, )\k) — C()\l, )\l) — C()\k, )\l))Q .
20()%7 )\5) 46()\k7 /\S)C(/\l7 /\s)
c(Aks Ak)e(Ar, Ar)
T2 A ) e )) *
1 1 20()\k, >\l) C()\k, >\k) + 30()\1, )\s) 36()\]“ >\l)
e =) — ) (5 T 0w ) 2 ) 200 )
C()\k, )\1)2 — C(/\k, )\k)C(Ak, /\l) 1 1 2C()\k, )\l)
2¢( Mo, As ) e, As) ) =) —N) (

+

2 C()\l, >\l)



32 3 A RICCI-GORBULET LOKALIS ALAKJA

C()\l, )\l) + 30()%7 )\s) 3C(>\k, )\l) C()\l, )\1)2 — C()\k, )\Z)C()\la )\l)>

20(/\[, )\5) 26()%7 /\s) 20(/\k, )\S)C(Al, )\5)
4 2 . 820()\k, )\l) . 816(/\k, )\1)
()\l — )\s)()\k - /\s) C<)‘l7 /\l)()\l — /\s) C()\k7 /\k><)\k - )\5)
C()\k, )\l)ﬁlc()\l, )\s) C()\k, )\l)ﬁlc()\k, )\5)

(A, M)A, As) Ak = A) e(Ais Ap)e( A, As) (A — )
. 816()%, )\l)alc()\k, )\s) _ 826(/\k, )\l>810<)\l, )\s)
20()\]€, )\k)C()\k, )\S) 26()\1, )\l>c(>\l> )\s)

(83)
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4. Specialis esetek

4.1. A komponensek lokalis viselkedése

A Ricci-tenzor Gsszetevéire nyert (82) és (83) kifejezések tulsagosan Osszetettek ahhoz,

hogy beldliik informaciégeometria jelentést szirjiink ki. Ha a ¢ Cenzov-Morozova-fiigg-

s stz

Ry = U8 o

(84)
S\

egyszeriibb formulakat nyeriink. Az f fliggvény behelyettesitése a tobbi esetben nem
okoz lényeges egyszertisodést. Vizsgaljuk meg, hogy az R és S fliggvények (Mg, Ag) és
(Aks Ak, Ak) pontok koriili lokélis viselkedését.

4.1. Lemma. Az f € F,, szimmetrikus, normdlt operdatormonoton figgvény xo = 1 pont

koriili negyedrendi kozelitése:

f(x):1+xT_1+%<1>(x—1)2—%<1)(x—1)3+

UM

o (x—1)*+ 0O ((x—1)°) (85)

Bizonyitds.
Lattuk, hogy a szimmetrikus, normalt operatormonoton fiiggvények elsé és masodik
derivalja a (8) és (9) egyenleteknek eleget tesz. Az (9) egyenldség differencialasaval kapjuk

a kovetkezét.

I (1) = 32 f(x) — 2% () (36)

x

A kapott egyenletbe xq = 1-et helyettesitve az (1) = —%f”(l) egyenléséghez jutunk.
A kapottakat az f fiiggvény zy = 1 koriili negyedrendid Taylor-polinoméba irva kapjuk
az f fiiggvény negyedrendii kozelitését.

Q.E.D.
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4.1. Allitas. Az R és S figguények mdsodrendben kizelitheték az aldbbi formuldk

segitségével.
3B+ 331 +1)
Rip = e P oae )
80 (1) — 288f”(1)% — 120f"(1) + 27
- B (0, g+ 0 (4 = W)

3 +1) 271 1

A s T (37)
20F®W (1) — 811”(1)? — 108" (1
k
38f(1)+1)  3(8f"(1)+1)
Sk = B2 — BN (N — )+
80 F@W (1) — 432f"(1)%2 — 138f"(1) + 27
96\
Bizonyitds.

A (82) és (83) kifejezésekbe a ¢y Cenzov-Morozova-fiiggvény (11) definicidjat beirva és
az | € Fop fliggvényre a 4.1 lemméban leirt kozelitést alkalmazva hosszadalmas szamolas
utan kapjuk a fenti formulékat.

Q.E.D.

4.2. Einstein-sokasagok esete

Matematikai szempontbo6l érdekes kérdés, hogy megadhato-e olyan kvantum Fisher
informaci6 az &llapottéren, melyre teljesiil, hogy a Ricci-tenzor a metrikus tenzor

szamszorosa. Ebben a pontban ezt a kérdést jarjuk koril.

4.1. Definicié. Egy (M, g) szemi-Riemann sokasdgot Einstein-sokasagnak neveziink, ha
megadhato olyan N € C*(M,C) figguény, hogy az M sokasdg Ric szimbslummal jelolt
Ricci-tenzordra a

Ric=A-g (88)

eqyenldség teljestil.
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4.1. Tétel. Ha az (M,g) FEinstein-sokasdg dimenzidja legaldbb hdarom, akkor a sokasdg
skalar gorbiilete (Scal) konstans, valamint a sokasdg Ricci-tenzora (Ric) és metrikus

tenzora kozott a

Ric=——- g (89)
egyenldség dll fenn.
Bizonyitds. A bizonyitas a [26] jegyzet 62. oldalan talalhaté meg.

Q.E.D.

4.2. Tétel. Ha az (M, s, 9) Riemann sokasdig metrikdja egy f szimmetrikus, normdlt

operdtormonoton figguénybdl szdirmazik, akkor (M, sa,g) nem lehet Einstein-sokasdyg.

Bizonyitds.
Az M, 5, sokasag Vk € {1,2,...,n}: Ay = % pontjat legkevertebb dllapotnak hivjuk.

Ebben a pontban a Ricci-tenzor komponenseire az el6z6 fejezetben nyert (80) kifejezések

a
) 3n?(1+8f"(1 140
ERW(Fkl,qu) = ( 5 f ( )) <_5kl(5pq +n- 9 klékpdlq)
: 3n3(1+8f"(1
i)%w(Hkl,Hpq) = ( 1 f ( ))5kp51q (90)
%ic(Fkl, Hpq) =0
alakot oOltik, a metrika pedig
9(F, Fpq) = 2n(1 + 031)01piq
g(Hkla Hpq) - 2n5kp51q (91)
9(Fia, Hpg) = 0
alakban irhato fel.
Ha a metrikus tenzor a Ricci-tenzorral aranyos lenne, akkor a
32014870
5 =
92
3n3(1+8f"(1)) (92)
1 =2n

egyenl@ségeknek kellene teljesiilni, ami az n = 0 degeneralt esettdl eltekintve ellentmon-
dasra vezet.

Q.E.D.
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4.3. Szimulaciok az Ms ,, téren

A 2 x 2-es Onadjungalt matrixok My 4,-vel jelolt tere a legegyszertibb nemtriviélis
eset, amely kvantum-informécidéelméleti jelentéssel is bir. Mint ahogyan azt kordbban is
tettiik, most is feltessziik, hogy a sokasag tekintett pontjat reprezentalé méatrix diagonalis.

A0
0 X

D =
1 .2 .3 .4\ _ (1 1 1 1
a (ff y LT, T, X ) = (§F11,§F227§F12,§H12)

10 0 0 01 0 =«
0 0 01 10 — 0

méatrixokat. Az My, sokasag D allapotbeli Ricci-tenzora

Sz Rao 0 0
R S 0 0
Rie=| = T (93)
0 0 3121-53212 0
S121+85212
0 0 0  Swmim

alakban irhato fel.

Harom nevezetes metrikara: a legkisebb, a legnagyobb és az in. Kubo—Mori-metrikara
dbrazoljuk a Ricci-tenzor komponenseit a [0,1]%-on. A fent felsorolt metrikikhoz

asszocialt operatormonoton fliggvények rendre a kovetkezsk.

1+z 2 z—1

9 fmax:— fKM:

Fmin = r+1 log x

A minimalis metrika mellett a tenzorkomponensek alakja a kovetkezd.

3
Rio=——"3
2 (M + o)
OA + 48X A3 — 10A2A2 + A3
8112 =

3201 (g + Ao)? (94)

M+ No) (A0 433 4+ 0y) +3) —8
3121+S212_( 1+ ) (- g t (M +2)+3) -

2 4 (M 4 o)’
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(a) Ri2(A1, A2) (b) S112(A1, A2) (c) 8121(/\1’)‘2)28122()\1’)\2)

1. abra. Legkisebb metrika

A maximalis metrikara a kovetkezdket kapjuk.

1 1
Rio =
SIS YW
s _ M5 134
e 202 (A + \o) (95)
Sio1 + S22 1 6— o 6l —2 8 2
2 16\ N A2 A+ Ay N

L0 0.0

S121( A1 A2)+S122( A1,
(b) S112(A1, A2) (c) 121 (A1 2)2 122(A1,)2)

2. 4bra. Maximalis metrika
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A Kubo-Mori-metrika esetére pedig az aldbbiak addédnak.

Ao\ (3 log? <§—f) + 4log (i—;) log (i—f) + 2)
Ria = 201 (A1 — A2)® Mg log? (i—j) "

(- o () +1) 5o () )

21 (A1 — o)? Mg log? (i—)

S A2 (—1110g2 (’\—3> + (log (’\—;> — 2) 22 (5 log <§—;> + 3) log (i—f))
12 =
AAo M\ (2 log? (i—f) + (log (i—;) + 4) log —f) + log (i—;) — 2)

5\
202 (A1 — Ag) 2log? &>

2\2 (2 — 5log (i—)) o)
20 (A = 2) ?log? (32)

_|_

+

+

A % formula meglehetdsen Gsszetett, explicit alakja a (83) képletekbdl hatérozhato

meg.

e AAA
TR
QOO
LR

S S S v
e
AL

(8) Ria(Ar, o) (b) Sua(Ar, he) (c) SrnlArdetSiz0ndo)

3. abra. Kubo—Mori-metrika
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5. Kitekintés

Innentdl fogva, hogy meghataroztuk az M,, ;, Riemann sokasag Ricci-tenzorat, tobb
kérdést is megvizsgélhatunk. Az els6 szembetiing jelenség az, hogy a Ricci-tenzor
az Fyp: k€ {1,2,...,n} bazis elemeken nem diagonalis. Az Ry, elemek alkotta rész
levalasztasa utan egy diagonalis méatrix marad vissza, amely szerkezetét tekintve a
metrikus tenzor (81) kifejezésére hasonlit. Vizsgalhato példaul, hogy ez a diagonéalis
komponens milyen hatarozatlansigi relaciokat szarmaztat az operatormonoton fiiggvény
valasztasatol fliggben. Az Ry, elemek alkotta n x n-es sarok minor egy szimmetrikus
méatrix. A metrika pozititdsa miatt az érintétér Fyy : k € {1,2,...,n} bazisvektorai
helyett bevezethetlink olyan bazisvektorokat, hogy a Ricci-tenzor és az M,, 5, sokasig
metrikus tenzora egyszerre diagonalis legyen.

Tanulmanyozni kivanjuk az M,, ,, X R sokasédgon az allapotok idésfejlédését is, ahol

az id6fejlédést az idstiiggd Schrodinger-egyenlet irja le.



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék ezuttal koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Andai Attilanak a BME
TTK Analizis Tanszék egyetemi docensének, hogy koézremiikodésével megismerkedhet-
tem a kvantum informéciégeometria alapveté modszereivel. Segitséget nytujtott a szak-
irodalom beszerzésében, igényeimnek megfelelGen, folyamatosan ellatott tanécsokkal, tt-
mutatasokkal, lektoralta a dolgozatomat (szakmai és irodalmi szempontbodl egyarant).
Kérdéseimre mindig 6rommel és érthetGen valaszolt, és mindig rendelkezésre allt, amikor
sziikségem volt a segitségére.

Szeretném megkoszonni sziileimnek a tanulmanyaim végzéséhez nyijtott anyagi és mo-
ralis tamogatést. Kiilon szeretnék koszonetet mondani édesanyamnak, aki sziiletésemtsl
fogva példamutatasaval a matematika szeretetére nevelt. Nem utolsé sorban pedig
paromnak szeretném megkoszonni, hogy a dolgozat megirasahoz sziikséges nyugodt

légkort a szdmomra megteremtette.
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