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MOLNÁR András A kvantummechanikai állapottér geometriája
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Klasszikus, diszkrét eloszlás

Legyen Ω = {1, 2, . . . , n}, Pn a 2Ω-n értelmezett valósźınűségi
mértékek halmaza: p(Ω) = 1, p(x) ≥ 0 ∀x ∈ 2Ω

A p(Ω) = 1 mértékek affin teret alkotnak a véges mértékek
vektortere felett.

Pn konvex: λp + µq ∈ Pn, ha p, q ∈ Pn és λ, µ ∈ [0, 1]

Pn határa: ∃x ∈ Ω : p(x) = 0 (ha |Ω| 6= 1, topológia)

Pn extrémumai az 1 pontra koncentrált mértékek.
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Klasszikus, diszkrét eloszlás

A Pn halmaz egy szimplex.
Sokaság struktúrával felruházható.
Ehhez a szélét ki kell hagyni. Térkép:
önmagát térképezi, elég 1 térkép.
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Kvantummechanika

Az állapottér most az n × n sűrűségi mátrixok tere:
S = {ρ ∈ Mn|ρ = ρ∗, ρ ≥ 0,Tr ρ = 1}.

A Tr(ρ) = 1, ρ = ρ∗ mátrixok affin teret alkotnak az
S0 = {ρ ∈ Mn|Tr(ρ) = 0, ρ = ρ∗} valós vektortér felett.

Az S halmaz konvex.

Határa: szinguláris mátrixok: ∃ψ : ρψ = 0

Extrémumai: a tiszta állapotok: ∃ϕ : ρ = |ϕ〉〈ϕ|
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Kvantummechanika

Sokaság struktúrával ruházható fel: ehhez a szélét ki kell hagyni.
Térképezés pl.: Xij = 1

2 (Eij + Eji ), Yij = i 1
2 (Eij − Eji ) és n − 1

független diagonális mátrix (Di ) által képzett bázison való kifejtés:
ρ = 1

n Id+
∑

ij aijXij + bijYij +
∑

i diDi
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Állapottér 2D-ban

Rögźıtsük a Hilbert-tér egy bázisát! A Pauli-mátrixok bázist
alkotnak az önadjungált mátrixok valós vektorterében:

σ0 =

(
1 0
0 1

)
σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
Minden sűrűségmátrix előáll a következő módon:

ρ =
1

2
Id+aσx + bσy + cσz =

(
1
2 + c a− bi
a + bi 1

2 − c

)
.
A pozitivitás feltétele: a2 + b2 + c2 < 1.
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A Bloch-gömb, benne a diagonális állapotok:
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Klasszikus csatornák

A környezet nem ismert

Véletlen átmenetek

Pozit́ıv affin
transzformáció

Bisztochasztikus: entrópia
növelés

Példa: nem bisztochasztikus leképzés

(1/2, 1/2)

(
0 1

1/2 1/2

)
= (1/4, 3/4)
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Kvantumcsatornák

Defińıció: kvantumcsatorna

Affin transzformáció (Legyen most Mn → Mn)

Trace tartó (mérések léırásánál nem mindig)

Pozit́ıv

Teljesen pozit́ıv

Adjungálás - nem teljesen pozit́ıv

Nagy rendszer részére lehet alkalmazni: ∀env Idenv ⊗T ≥ 0

Id⊗T


1 0 0 1
0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 0 1 0

0 1 0 0
0 0 0 1
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MOLNÁR András A kvantummechanikai állapottér geometriája
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Teljes pozitivitás - Choi

1 speciális környezet elég: környezet ≡ rendszer
1 speciális állapot elég

Choi tétele

T : Mn → Mn teljesen pozit́ıv ⇐⇒
Id⊗T

∑
i ,j Ei ,j ⊗ Ei ,j =

∑
i ,j Ei ,j ⊗ T (Ei ,j) > 0

A feltétel 1 qubitre:
1 0 0 1
0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0 1

 =

(
E11 E12

E21 E22

)
−→

(
T (E11) T (E12)
T (E21) T (E22)

)
> 0
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Teljes pozitivitás - Kraus

Kraus tétele

T : Mn → Mn teljesen pozit́ıv trace-tartó ⇐⇒ ha vannak
Vi : Mn → Mn (i = 1 . . . n2) operátorok, hogy T (ρ) =

∑
i ViρV ∗

i ,
ahol

∑
V ∗
i Vi = Id

Unitér időfejlődés részleges nyoma CP:

T (ρ) =
∑
k

〈φk |U (|φ0〉〈φ0| ⊗ ρ) U∗|φk〉 =
∑
k

VkρV ∗
k

Vk = 〈φk |U|φ0〉
Entrópia növelés:

∑
k VkV ∗

k = Id
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Kvantumcsatorna 2D-ban

Legyen T : M2(C)→ M2(C) trace-tartó, affin leképzés. Ekkor
A ∈ M2(R), r , t ∈ R3 jelöléssel ı́rható:

T

(
1

2
σ0 + rσ

)
= (Ar + t)σ +

1

2
σ0

Choi alapján ez teljesen pozit́ıv, ha:

T ⊗ Id

∑
ij

Eij ⊗ Eij

 = T ⊗ Id

(
σ0 + σz σx + iσy
σx − iσy σ0 − σz

)
≥ 0
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Kvantumcsatorna 2D-ban

T teljesen pozit́ıv, ha A =

 1/2 0 0
0 1/2 0
0 0 c

 és t = (0, 0, 0.2)
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Fisher információ - klasszikus eset

Szép eloszláscsalád θ ∈ Rn paraméterrel, p(x , θ) sűrűségi
függvényekkel

Fisher információ

Fisher információs mátrixa: g (F ) ∈ Mn

g
(F )
i ,j =

∫
R

1

p(x , θ)
∂θi p(x , θ)∂θj p(x , θ)dx

Tulajdonságok:

Cramer-Rao: kinyerhető információ

Az entrópia második deriváltja (×− 1)

Pozit́ıv, szimmetrikus mátrix: skalárszorzás

Bisztochasztikus leképzés: csökken az információ
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Fisher információ, monoton metrikák

Kvantum eset: monoton metrikák

Sn: sokaság, n × n sűrűségi mátrixok

Érintőtér: TDSn ≡ {ρ ∈ Mn|Trρ = 0, ρ = ρ∗}
Gn metrika család: TSn × TSn → R

Monoton metrikák családja

Gn monoton, ha ∀T : Mn → Mm nyomtartó, egységtartó, CP
leképzésre, ∀D ∈ Sn, ∀X ∈ TDSn:

GD(X ,X ) ≥ GT (D) (T (X ),T (X ))
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Petz osztályozási tétele

Jelölések:

f operátormonoton: A ≤ B ⇒ f (A) ≤ f (B) ∀A,B ∈ SAn

RD(A) = AD illetve LD(A) = DA

Petz tétele: a monoton metrikák karakterizációja

Monoton metrikák pontosan a következő alakban állnak elő:

KD(X ,Y ) = Tr

(
X
[
R

1/2
D f

(
LDR−1

D

)
R

1/2
D

]−1
(Y )

)
f (x) = xf ( 1

x ), f operátormonoton, f pozit́ıv

f (x) = 1+x
2 : Bures-metrika

f (x) = x−1
log(x) : Kubo–Mori-metrika
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Példa: klasszikus eset, normális eloszlás

Normális eloszlások paraméterezése: (µ, σ) ∈ R× R+

p(x , µ, σ) =
1√
πσ2

exp

{
−(x − µ)2

σ2

}
A Fisher metrika:

g (F ) =

(
2
σ2 0
0 2

σ2

)
Geodetikus: félkör
Bolyai-Lobacsevszkij
geometria
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Stratégia

Állpottér, csatornák

Sztochasztikus állpotváltozások
Kvantumos eset: teljes pozitivitás

Fisher információs mátrixa

Klasszikus eset
Kvantum eset

Metrika az állapottéren: geometria
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