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BEVEZETES

ELOZMENYEK

MIVEL FOGLALKOZIK A KVANTUM-INFORMACIOGEOMETRIA?

o Differencidlgeometriai eszkzdkkel vizsgal nemkommutativ
valészinliségelméleti objektumokat.

o Megfeleltetést Iétesit a Riemann-geometria és a
nemkommutativ valdszintiségszamitas fogalmai kozott.
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o Differencidlgeometriai eszkzdkkel vizsgal nemkommutativ
valészinliségelméleti objektumokat.

o Megfeleltetést Iétesit a Riemann-geometria és a
nemkommutativ valdszintiségszamitas fogalmai kozott.

KORABBI EREDMENYEINK [3] (2012)

o Cov*(A, B) = (A, B) 1iac
2

o Hatérozatlansagi relaciék «~» Metrikak
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

A KVANTUMMECHANIKAI ALLAPOTTER

DEFINiCIO
Legyen H, egy régzitett n-dimenziés Hilbert-tér.
Jelélés: M, := Lin(Hp).

@ Kvantummechanikai allapottér

MW, :={D|D e M,, D>0,Tr(D)=1}.

@ A fizikai mennyiségek 6sszessége

Mpss = {A|AE M, A= A"}
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

SIMA STRUKTURA AZ ALLAPOTTEREN

Legyen D € Mg,lgj egy allapot és {e;}/_; a H, n-dimenziés
Hilbert-tér egy bazisa.

(Eij) ki := 0ixc0ji

1 ; 1
exVe = E(Ekl + E/k) es e Ne = E(Ekl — E/k) (1)

(1<k<I<n)
¢: MUF R D ¢(D) (2)

#(D) := (Tx(DE11),. .., Tr(DEp—1,n-1), Tr(D(e1 V &)), ..., Tr(D(e1 V e,)),
.., Tr(D(en—1 V €n)), Tr(D(e1 A €)), ..., Tr(D(e1 A en)), ..., Tr(D(en—1 A €5)))

(3)

LOVAS ATTILA RICCI-GORBULET A KVANTUMMECHANIKAI ALLAPOTTEREN 5 / 29



AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

OPERATORMONOTON FUGGVENYEK 1.

DEFINiCIO

Egy f : RT — R fiiggvény operatormonoton (névekvs), ha
V(n S N) V(A, B e Mn,sa) A<B= f(A) < f(B)

Egy f operdtormonoton fliggvény szimmetrikus, ha

W(x € RY) f(x) —x.f(1>,

X

és normalt, ha f(1) = 1.

Jelolés: Fop, a szimmetrikus, normélt operatormonoton fiiggvények
halmaza.
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

OPERATORMONOTON FUGGVENYEK II.

TETEL

Minden f € F,, fiiggvény analitikusan kiterjed a C\ {0} pontozott
komplex sikra.

Bizonyitas. Lasd: [1]. Q.E.D.

KOVETKEZMENY
(L) = F(x) = xf'(x) F(1) =1
" (%) = x3f"(x) =
Fim (%) _ —3x4f”(x) _ X5f“/(X) F(1) = —%f”(l)

= f € Fop pdros rendii derivaltjai meghatarozzak az f dsszes
derivaltjat.
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

KVvANTUM FISHER INFORMACIOK

DEFINICIO
Az f € Fop fiiggvényhez rendelt Cenzov—Morozova-fiiggvény:

1
cr:RT xRT =R (x,y) = cr(x,y) = W (4)

y

DEFINicIO

Legyen D € MS}QJ és X,Y e TDMgg:, ekkor

B(D)X.Y) = Trzs f f erle.pX(e= D) ¥(n—D) ey

T 72
(5)
metrikat ad meg. Az ilyen alaki metrikdk a kvantummechanikai

Fisher-informacidk.
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

Az (M, sa, &) SZEMI-RIEMANN SOKASAG

Ezentdl ¢ : C x C — C tetszéleges holomorf fliggvény.

G: Mpss — Lin(M,)

GD)(Y) = gz f f clele = D) 1Y (o= D)2y (6)

7172
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7172

Ekkor
g(D)(X,Y) = Tr (XG(D)(Y))

szemi-Riemann metrika az M, 5, sokasagon.
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

Az (M, sa, &) SZEMI-RIEMANN SOKASAG

Ezentdl ¢ : C x C — C tetszéleges holomorf fliggvény.
G: Mpss — Lin(M,)
1 _ _
GD)(Y) = oz § § (e D) ¥ (n — D) dgan (6)
7172

Ekkor
g(D)(X,Y) = Tr (XG(D)(Y))

szemi-Riemann metrika az M, 5, sokasagon.

A TpMpsa = M sa érintdtér altalunk tekintett bazisa:

Fi = Ex + Ei (1<k<I<n)
Hy = —i(Ek/ — E/k) (1 <k<I< n).
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

TOVABBI HASZNOS JELOLESEK

Szimmetrizacié és antiszimmetrizacié
{Kifejezés(X, Y)}x y := Kifejezés(X, Y) + Kifejezés( Y, X)

(7)
[Kifejezés(X, Y)]x y := Kifejezés(X, Y) — Kifejezés( Y, X)
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Az M, s sokaséag tekintett pontja

D e Mn,sa D= diag@\l, cee >\n> (8)
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AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

TOVABBI HASZNOS JELOLESEK
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{Kifejezés(X, Y)}x y := Kifejezés(X, Y) + Kifejezés( Y, X)

(7)
[Kifejezés(X, Y)]x y := Kifejezés(X, Y) — Kifejezés( Y, X)

Az M, s sokaséag tekintett pontja

D e Mn,sa D= diag@\l, cee >\n> (8)

ittt encm "= (273,')2 3 755 (& 71 (€ = X)) " I e(n — A) 1t dédn
(9)
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RICCI-GORBULET

KOVARIANS DERIVALAS

DEFINICIO
Egy V :T(M, TM) x (M, TM) — ['(M, TM) leképezés kovarians
derivdlds az M sokasagon, ha
L Vix4r)U=VxU+VyU, ha X, Y, U € T(M, TM).
2. Vx(U+V)=VxU+VxV, ha X, U,V el(M, TM).
3. VexU=¢-VxU, haX,UecTl(M,TM) és ¢ € C>*(M,C).
4. Vx(¢-U) = (X¢)- U+ ¢VxU, ha X,U e T(M, TM) és
¢ € C®(M,C).
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RICCI-GORBULET
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ALLiTAS
3T (2,1)-tipusi tenzormezé az M, s, sokasagon, hogy

VxY = dY(X)+T(X,Y). (10)

v
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RICCI-GORBULET

KOVARIANS DERIVALAS GORBULETI TENZORA ES

TORZIOTENZORA

DEFINicIO

Az M sima sokasag V derivalasra vonatkozé Riemann-féle
gorblileti tenzora a

R(X,Y,Z) = VxVyZ - VxVxZ - VixyiZ
(3,1)-tipust tenzormezd, torziétenzora pedig

T(X,Y)=VxY — VyX — [X, Y]

formuldval megadott (2,1)-tipusd tenzormezd.
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Riccr ULET

A LEVI-CIVITA KOVARIANS DERIVALAS

DEFINICIO

Egy (M, g) szemi-Riemann sokasagon adott NV kovarians derivalast
metrikus, ha

v

TETEL

Egy (M, g) szemi-Riemann sokasdgon 3! metrikus és torziémentes
kovarians derivalas.
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RICCI-GORBULET

A LEVI-CIVITA KOVARIANS DERIVALAS

DEFINICIO

Egy (M, g) szemi-Riemann sokasagon adott NV kovarians derivalast
metrikus, ha

v

TETEL

Egy (M, g) szemi-Riemann sokasdgon 3! metrikus és torziémentes
kovarians derivalas.

Ez a Levi—Civita kovaridns derivalas.

g(M(X,Y),2) = %(dg(X)(Y, Z) +dg(Y)(X,Z) — dg(Z)(X,Y))
(11)

v
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RICCI-GORBULET

Az (M,sa, 8) SOKASAG LEVI-CIVITA KOVARIANS

DERIVALASA

GLOBALIS ALAK

r(X,Y) = 567 ({d6O0(Y) ~ AKX V)ixy)  (12)

LOKALIS ALAK

14 Coa: 1 —Cpl: g+ Cri;g— Ckg;
[(Ew, Epg) = 2 (wcé;—cf}/w(gkqu/ + W(SP/Ekq)
(13)
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Ric

KOVARIANS DERIVALAS GORBULETI TENZORA

GLOBALIS ALAK

KX, ¥,2) = 367 [ GOZ)(Y) ~ {AACO(Y 2}z

~{MX (Y. 2D)xrv.z) — MG, Dxrv)] o,

(14)

LOKALIS ALAK

1 Cij:lg + Ci »'/—(C'.' 1 + Cij ./) Ck:lg + Ckl:q — Ckqg:l Cij:q + Cig:j — Ci:j
ijilq T Cigsj isjq ija; ilq i @i Cijiq T Cigij — Cija | 5 <

R(Ej, Ent, Epq) = 5 - 0jk0ip Eig+

2 Ci 2¢ G

ihq kiq iq
Chilgj + kiisg — (Cuigij + Ckaiit) ([ Chiig + Ckiig — Ckait Chiaj + Ckisa — Ckaij

+ — —

Ck;j 2Ck;q Ck;j
_ Cpai ¥ g = Cpiia Shd F K kil ) 5 5 E

2¢y:j Ck:j IpOai =l
P kij
+ paili + Cpjsgl = (Cpatij + Cpljvq) _ Cpigl + Cpgil — Cplig Spijt + Cpjil — Cplij Sok0iEy
: - qkO1i Epj
Cpij 261 Cpij (i)t

(15)
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Ricc BT

A RICCI-TENZOR LOKALIS ALAKJA

DEFINICIO
Ric(Y,Z) = Tr(X = R(X, Y, 2)) (16)
AvLLiTAS
%1C(Ek/, pq) Rkp(sk/(qu -+ ZSklsélpékq (17)
s=1

C;kpp + Ckkpip — (Ckkipp T Ckpikp) . CkippChip

R k L=
P 2
Ckip 2Ck;,r.)

2
S+ — 4 Cskitk — Csiklk — Cok + Chlks n (Cr.sk + Cik:s — Cis;k)
s - — -
Ck;s Ack,sCris

 2Csk;k — Cs;kk 2Ckiik — Ckk;l}
Cs;k 2Ck;k k.|

(18)
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RICCI-GORBULET

A RICCI-TENZOR ES A METRIKA SZERKEZETE

RI1CCI-TENZOR

S)‘{ic(Fk,, qu) = 4Rkp5kl5pq + 2(1 + 5kl) Z Sklsékpélq
s=1

‘ - 19
D%w(Hk,, Hpq) =2 ZSk,sékpcS,q ( )

s=1

fRiC(Fk/, Hpq) =0

METRIKA

&(Futs Foq) = 2(1 + 041) Ck:10kp0iq
g(Hui, Hpg) = 2¢k:10kp01q (20)
g(Fui, Hpg) =0
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SPECIALIS ESETEK

A RICCI-GORBULET LOKALIS VISELKEDESE

ALLiTAS
Az R és S fliggvények masodrendii kézelitései.

_3(8f"(1) +1) n 3(8f"(1) +1)

Rip = (/\ - /\k)f
g 8\ 8} ’
80F()(1) — 288f"(1)? — 120f"(1) + 27 2 3
_ Mo = M)+ 0 (0 — k)
96\ P (0o )
C3(8f"(1)+1) | 2f"(1) —1
Skks = 8 + E3S] (As = M)+
207(*)(1) — 81f"(1)? — 108f”(1) 2 3
+ As = M)Z+ O ((As — k)
240} ° (8 )
3(8f"(1)+1) 3(8f"(1)+1)
- - A=A
Skik 8)\,2( 8/\?( ( / k) +
807(4)(1) — 432f"(1)% — 138"(1) + 27
k

(21)
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SPECIALIS ESETEK

EINSTEIN SOKASAGOK ESETE 1.

DEFINICIO
Egy (M, g) szemi-Riemann sokasag Einstein-sokasag, ha

A e C®°(M,C) Ric=X\-g. (22)

v

TETEL

Ha (M, g) Einstein-sokasag, dimM > 3, akkor a sokasag skaldr
gorbiilete (Scal) konstans, és

. Scal

v
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SPECIALIS ESETEK

EINSTEIN SOKASAGOK ESETE II.

TETEL

Ha az (M sa, g) Riemann sokasag metrikdjat egy f € Fop
fliggvény szarmaztatja, akkor az nem lehet Einstein-sokasag.

Bizonyitas. Ricci-tenzor és a metrika lokalis alakja a legkevertebb
allapotban ~~

3n2(1 +8f"(1))

=0

2
(24)
3 "
3n’(L+8F"(1) _
4
=n=0 Q.E.D
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SPECIALIS ESETEK

SZIMULACIOK AZ My, TEREN (EGY PELDA) I.

A TpMo s, érintétér egy bazisa:

(x1, x%,x3,x%) = (3 F11, 3 Fo2, 1 Fio, 2 Hpo)

a_(1 o) L _(00) s (01} ,_ (o0
0 0 0 1 10 ~i 0

A Ricci-tenzor matrixa a fenti bazisban:

S112 Ri2 0 0
. Ri2 Som 0 0
Ric = 0 S121+812 0 (25)
2
0 0 0 3121455212
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SPECIALIS ESETEK

SZIMULACIOK AZ My, TEREN (EGY PELDA) II.

Ha D = diag(A1, A2), akkor a tenzorkomponensek alakja:

3
Rip=—-——""3
2 ()\1 =+ )\2)
9N} + 48023 — 100302 + )]
S112 =

3204 (A1 + Ao)?

Sont Sy 1) ( (A;ijf) +3(A\1+ ) + 3) 8

2 ()\1 + )\2)3

(26)
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SPECIALIS ESETEK

SZIMULACIOK AZ My, TEREN (EGY PELDA) III.

A legkisebb metrikat generalé operatormonoton fiiggvény:

1+ x
f(x) = >

Ri2(A1, A2) S112( A1, A2) 8121(/\1’/\2);5122(/\1’/\2)

1. abra. Ricci-tenzor fliggetlen komponensei
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(OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

EDDIGI EREDMENYEINK

@ A tovabblépéshez szitkséges mennyiségeket (I, 2R, Ric, stb.)
kiszamoltuk.

Q f € Fop = (Mpsa, cr) nem Einsten sokasag.

@ A Ricci tenzornak nem lehet nemkommutativ kovariancia
jelentése. (legalabbis nem D-ben)

@ Sejtés(ek) arra vonatkozéan, hogy mi fRic
informaciégeometria jelentése.
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(OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

NYITOTT KERDESEK

@ Az n x n-es sarokminor milyen jelentést hordoz?

© Van-e olyan bazis, amelyben fRic és g egyarant diagonalis
Vf € Fop-re?

@ Tekintheto-e Ric egy D — D mértékeserélt kvantum
kovariancianak?

@ Két metrika kozott fennallé egyenlétlenség indukal-e (és ha
igen, akkot milyen irdnyit) egyenlStlenséget a metrikakbdl
szarmazé Ricci-tenzorokon?

@ Van-e az Einstein-egyenlethez hasonlé PDE, ami barmilyen
f € Fop fliggvénybdl szarmazé metrika és Ricci-tenzor teljesit?
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Koszonom a figyelmet!




A BELSO BIRALO KERDESE

A kapott informaciégeometriai eredmények értelmezhetdk-e a
klasszikus (kommutativ) informéaciégeometria keretein beliil?
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A KULSO BIRALO KERDESEI

1. A dolgozat matematikai és formula-manipulaciés eredményeibdl
levonhaté-e kovetkeztetés valamilyen fizikai jelenségre
vonatkozdan?

2. Van-e lehet8ség C*-algebra feletti nyom-forma Altal
meghatarozott , kvantummechanikai allapottér” feletti nem
trividlis (példaul Cenzov—Morozova tipusi) Riemann-metrikak
értelmezésére és azok érdemi vizsgalatara? (Esetleg speciélis

tipusid, de nem véges dimenzids C*-algebrak esetében.)
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