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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Előzmények

Mivel foglalkozik a kvantum-információgeometria?

Differenciálgeometriai eszközökkel vizsgál nemkommutatív
valószínűségelméleti objektumokat.

Megfeleltetést létesít a Riemann-geometria és a
nemkommutatív valószínűségszámítás fogalmai között.

Korábbi eredményeink [3] (2012)

Covs(A,B) = 〈A,B〉 1+idC
2

Határozatlansági relációk! Metrikák
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

A kvantummechanikai állapottér

Definíció

Legyen Hn egy rögzített n-dimenziós Hilbert-tér.

Jelölés: Mn := Lin(Hn).

1 Kvantummechanikai állapottér

M(1)
n,sa := {D |D ∈Mn, D ≥ 0, Tr(D) = 1} .

2 A fizikai mennyiségek összessége

Mn,sa := {A |A ∈Mn, A = A∗ } .
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Sima struktúra az állapottéren

Legyen D ∈M(1)+
n,sa egy állapot és {ei}ni=1 a Hn n-dimenziós

Hilbert-tér egy bázisa.

(Eij)kl := δikδjl

ek ∨ el =
1
2(Ekl + Elk) és ek ∧ el =

1
2i (Ekl − Elk) (1)

(1 ≤ k < l ≤ n)

φ :M(1)+
n,sa → Rn2−1 D 7→ φ(D) (2)

φ(D) := (Tr(DE11), . . . ,Tr(DEn−1,n−1),Tr(D(e1 ∨ e2)), . . . ,Tr(D(e1 ∨ en)),

. . . ,Tr(D(en−1 ∨ en)),Tr(D(e1 ∧ e2)), . . . ,Tr(D(e1 ∧ en)), . . . ,Tr(D(en−1 ∧ en)))

(3)
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Operátormonoton függvények I.

Definíció
Egy f : R+ → R függvény operátormonoton (növekvő), ha

∀(n ∈ N) ∀(A,B ∈Mn,sa) A ≤ B ⇒ f (A) ≤ f (B).

Egy f operátormonoton függvény szimmetrikus, ha

∀(x ∈ R+) f (x) = x · f
(1
x

)
,

és normált, ha f (1) = 1.

Jelölés: Fop a szimmetrikus, normált operátormonoton függvények
halmaza.
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Operátormonoton függvények II.

Tétel
Minden f ∈ Fop függvény analitikusan kiterjed a C \ {0} pontozott
komplex síkra.

Bizonyítás. Lásd: [1]. Q.E.D.

Következmény

f ′
(

1
x

)
= f (x)− xf ′(x) f ′(1) = 1

2

f ′′
(

1
x

)
= x3f ′′(x) ⇒

f ′′′
(

1
x

)
= −3x4f ′′(x)− x5f ′′′(x) f ′′′(1) = −3

2 f
′′(1)

⇒ f ∈ Fop páros rendű deriváltjai meghatározzák az f összes
deriváltját.
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Kvantum Fisher információk

Definíció
Az f ∈ Fop függvényhez rendelt Cenzov–Morozova-függvény:

cf : R+ × R+ → R (x , y) 7→ cf (x , y) :=
1

x · f
( y

x
) . (4)

Definíció

Legyen D ∈M(1)+
n,sa , és X ,Y ∈ TDM

(1)+
n,sa , ekkor

g(D)(X ,Y ) = Tr 1
(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

cf (ξ, η)X (ξ−D)−1Y (η−D)−1 dξdη

(5)
metrikát ad meg. Az ilyen alakú metrikák a kvantummechanikai
Fisher-információk.
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Az (Mn,sa, g) szemi-Riemann sokaság

Ezentúl c : C× C→ C tetszőleges holomorf függvény.

G :Mn,sa → Lin(Mn)

G(D)(Y ) =
1

(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2

c(ξ, η)(ξ − D)−1Y (η − D)−1 dξdη (6)

Ekkor
g(D)(X ,Y ) = Tr (XG(D)(Y ))

szemi-Riemann metrika azMn,sa sokaságon.

A TDMn,sa ∼=Mn,sa érintőtér általunk tekintett bázisa:

Fkl = Ekl + Elk (1 ≤ k ≤ l ≤ n)

Hkl = −i(Ekl − Elk) (1 ≤ k < l ≤ n).
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További hasznos jelölések

Szimmetrizáció és antiszimmetrizáció

{Kifejezés(X ,Y )}X ,Y := Kifejezés(X ,Y ) + Kifejezés(Y ,X )

[Kifejezés(X ,Y )]X ,Y := Kifejezés(X ,Y )−Kifejezés(Y ,X )
(7)

AzMn,sa sokaság tekintett pontja

D ∈Mn,sa D = diag〈λ1, . . . , λn〉 (8)

ci1...in;j1...jm := 1
(2πi)2

∮
γ1

∮
γ2
c(ξ, η)

∏n
r=1(ξ − λir )−1∏m

s=1(η − λjs )−1 dξdη

(9)
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Kovariáns deriválás

Definíció
Egy ∇ : Γ(M,TM)× Γ(M,TM)→ Γ(M,TM) leképezés kovariáns
deriválás az M sokaságon, ha
1. ∇(X+Y )U = ∇XU +∇YU, ha X ,Y ,U ∈ Γ(M,TM).
2. ∇X (U + V ) = ∇XU +∇XV , ha X ,U,V ∈ Γ(M,TM).
3. ∇φ·XU = φ · ∇XU, ha X ,U ∈ Γ(M,TM) és φ ∈ C∞(M,C).
4. ∇X (φ · U) = (Xφ) · U + φ∇XU, ha X ,U ∈ Γ(M,TM) és

φ ∈ C∞(M,C).

Állítás
∃ Γ (2,1)-típusú tenzormező azMn,sa sokaságon, hogy

∇XY = dY (X ) + Γ(X ,Y ). (10)
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Kovariáns deriválás görbületi tenzora és
torziótenzora

Definíció
Az M sima sokaság ∇ deriválásra vonatkozó Riemann-féle
görbületi tenzora a

R(X ,Y ,Z ) = ∇X∇YZ −∇X∇XZ −∇[X ,Y ]Z

(3,1)-típusú tenzormező, torziótenzora pedig

T(X ,Y ) = ∇XY −∇YX − [X ,Y ]

formulával megadott (2,1)-típusú tenzormező.
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A Levi–Civita kovariáns deriválás

Definíció
Egy (M, g) szemi-Riemann sokaságon adott ∇ kovariáns deriválást
metrikus, ha

(∀X ,Y ,Z ∈ Γ(M,TM)) Zg(X ,Y ) = g(∇ZX ,Y ) + g(X ,∇ZY ).

Tétel
Egy (M, g) szemi-Riemann sokaságon ∃! metrikus és torziómentes
kovariáns deriválás.

Ez a Levi–Civita kovariáns deriválás.

g(Γ(X ,Y ),Z ) =
1
2 (d g(X )(Y ,Z ) + d g(Y )(X ,Z )− d g(Z )(X ,Y ))

(11)
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Az (Mn,sa, g) sokaság Levi–Civita kovariáns
deriválása

Globális alak

Γ(X ,Y ) =
1
2G
−1
(
{dG(X )(Y )− Λ(X ,Y )}X ,Y

)
(12)

Lokális alak

Γ(Ekl ,Epq) = 1
2

( cp;ql +cpq;l−cpl ;q
cp;l

δkqEpl +
ck;lq+ckl ;q−ckq;l

ck;q
δplEkq

)
(13)
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Kovariáns deriválás görbületi tenzora

Globális alak

R(X ,Y ,Z ) =
1
2G
−1
[
d2 G(X )(Z )(Y )− {d Λ(X )(Y ,Z )}Y ,Z−

−{Λ(X , Γ(Y ,Z ))}X ,Γ(Y ,Z) − [dG(X )(Γ(Y ,Z ))]X ,Γ(Y ,Z)

]
X ,Y
(14)

Lokális alak

R(Eij ,Ekl ,Epq) =
1
2

[(
cij;lq + ciq;jl − (ci ;jql + cijq;l )

ci ;q
− ck;lq + ckl ;q − ckq;l

2ck;q

cij;q + ciq;j − ci ;jq
ci ;q

)
δjkδlpEiq+

+

(
ck;lqj + cklj;q − (cklq;j + ckqj;l )

ck;j
−
(
ck;lq + ckl ;q − ckq;l

2ck;q

ck;qj + ckj;q − ckq;j
ck;j

−

− cp;qj + cpq;j − cpj;q
2cp;j

cl ;kj + ckl ;j − ck;lj
ck;j

))
δlpδqiEkj+

+

(
cpq;lj + cpj;ql − (cpql ;j + cplj;q)

cp;j
− cp;ql + cpq;l − cpl ;q

2cp;l

cp;jl + cpj;l − cpl ;j
cp;j

)
δqkδliEpj

]
(ik)(jl)

(15)
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A Ricci-tenzor lokális alakja

Definíció
Ric(Y ,Z ) := Tr (X 7→ R(X ,Y ,Z )) (16)

Állítás

Ric(Ekl ,Epq) = Rkpδklδpq +
n∑

s=1
Sklsδlpδkq (17)

Rkp : =
ck;kpp + ckkp;p − (ckk;pp + ckp;kp)

ck;p
+

ck;ppckk;p
2c2

k;p

Skls : =

{
csk;lk − cs;klk − cskk;l + ck;lks

ck;s
+

(cl ;sk + clk;s − cls;k)2

4ck;scl ;s
−

− 2csk;k − cs;kk
cs;k

2ckl ;k − ckk;l
2ck;k

}
k,l

(18)
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A Ricci-tenzor és a metrika szerkezete

Ricci-tenzor

Ric(Fkl ,Fpq) = 4Rkpδklδpq + 2(1 + δkl )
n∑

s=1
Sklsδkpδlq

Ric(Hkl ,Hpq) = 2
n∑

s=1
Sklsδkpδlq

Ric(Fkl ,Hpq) = 0

(19)

Metrika

g(Fkl ,Fpq) = 2(1 + δkl )ck;lδkpδlq

g(Hkl ,Hpq) = 2ck;lδkpδlq

g(Fkl ,Hpq) = 0
(20)

Rajzol!
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A Ricci-görbület lokális viselkedése

Állítás
Az R és S függvények másodrendű közelítései.

Rkp = −3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

+
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ3
k

(λp − λk)−

− 80f (4)(1)− 288f ′′(1)2 − 120f ′′(1) + 27
96λ4

k
(λp − λk)2 +O

(
(λp − λk)3

)

Skks =
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

+
2f ′′(1)− 1

8λ3
k

(λs − λk) +

+
20f (4)(1)− 81f ′′(1)2 − 108f ′′(1)

24λ4
k

(λs − λk)2 +O
(

(λs − λk)3
)

Sklk =
3 (8f ′′(1) + 1)

8λ2
k

− 3 (8f ′′(1) + 1)

8λ3
k

(λl − λk) +

+
80f (4)(1)− 432f ′′(1)2 − 138f ′′(1) + 27

96λ4
k

(λl − λk)2 +O
(

(λl − λk)3
)

(21)
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Einstein sokaságok esete I.

Definíció
Egy (M, g) szemi-Riemann sokaság Einstein-sokaság, ha

∃λ ∈ C∞(M,C) Ric = λ · g . (22)

Tétel

Ha (M, g) Einstein-sokaság, dimM ≥ 3, akkor a sokaság skalár
görbülete (Scal) konstans, és

Ric =
Scal

Dim(M)
· g . (23)
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Einstein sokaságok esete II.

Tétel
Ha az (Mn,sa, g) Riemann sokaság metrikáját egy f ∈ Fop
függvény származtatja, akkor az nem lehet Einstein-sokaság.

Bizonyítás. Ricci-tenzor és a metrika lokális alakja a legkevertebb
állapotban  

3n2(1 + 8f ′′(1))

2 = 0

3n3(1 + 8f ′′(1))

4 = 2n
(24)

⇒ n = 0 Q.E.D.
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Szimulációk az M2,sa téren (egy példa) I.

A TDM2,sa érintőtér egy bázisa:

(x1, x2, x3, x4) = (1
2F11,

1
2F22,

1
2F12,

1
2H12)

x1 =

(
1 0
0 0

)
x2 =

(
0 0
0 1

)
x3 =

(
0 1
1 0

)
x4 =

(
0 i
−i 0

)

A Ricci-tenzor mátrixa a fenti bázisban:

Ric =


S112 R12 0 0
R12 S221 0 0
0 0 S121+S212

2 0
0 0 0 S121+S212

2

 (25)
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Szimulációk az M2,sa téren (egy példa) II.

Ha D = diag〈λ1, λ2〉, akkor a tenzorkomponensek alakja:

R12 = − 3
2 (λ1 + λ2)2

S112 =
9λ4

1 + 48λ2λ
3
1 − 10λ2

2λ
2
1 + λ4

2
32λ4

1 (λ1 + λ2)2

S121 + S212
2 =

(λ1 + λ2)

(
− (λ1+λ2)3

λ2
1λ

2
2

+ 3 (λ1 + λ2) + 3
)
− 8

4 (λ1 + λ2)3

(26)
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Szimulációk az M2,sa téren (egy példa) III.

A legkisebb metrikát generáló operátormonoton függvény:

f (x) =
1 + x
2 .

R12(λ1, λ2) S112(λ1, λ2) S121(λ1,λ2)+S122(λ1,λ2)
2

1. ábra. Ricci-tenzor független komponensei
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Eddigi eredményeink

1 A továbblépéshez szükséges mennyiségeket (Γ,R,Ric, stb.)
kiszámoltuk.

2 f ∈ Fop ⇒ (Mn,sa, cf ) nem Einsten sokaság.

3 A Ricci tenzornak nem lehet nemkommutativ kovariancia
jelentése. (legalábbis nem D-ben)

4 Sejtés(ek) arra vonatkozóan, hogy mi Ric

információgeometria jelentése.
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

Nyitott kérdések

1 Az n × n-es sarokminor milyen jelentést hordoz?

2 Van-e olyan bázis, amelyben Ric és g egyaránt diagonális
∀f ∈ Fop-re?

3 Tekinthető-e Ric egy D 7→ D̃ mértékcserélt kvantum
kovarianciának?

4 Két metrika között fennálló egyenlőtlenség indukál-e (és ha
igen, akkot milyen irányút) egyenlőtlenséget a metrikákból
származó Ricci-tenzorokon?

5 Van-e az Einstein-egyenlethez hasonló PDE, ami bármilyen
f ∈ Fop függvényből származó metrika és Ricci-tenzor teljesít?
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Köszönöm a figyelmet!
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

A belső bíráló kérdése

A kapott információgeometriai eredmények értelmezhetők-e a
klasszikus (kommutatív) információgeometria keretein belül?
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Bevezetés Az állapottér geometriája Ricci-görbület Speciális esetek Összefoglalás és kitekintés

A külső bíráló kérdései

1. A dolgozat matematikai és formula-manipulációs eredményeiből
levonható-e következtetés valamilyen fizikai jelenségre
vonatkozóan?

2. Van-e lehetőség C∗-algebra feletti nyom-forma által
meghatározott „kvantummechanikai állapottér” feletti nem
triviális (például Cenzov–Morozova típusú) Riemann-metrikák
értelmezésére és azok érdemi vizsgálatára? (Esetleg speciális
típusú, de nem véges dimenziós C∗-algebrák esetében.)
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