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1. Bevezetés

A kvantum informaciégeometria egy viszonylag fiatal tu-
doményteriilet, mely az 1990-es évek elején a kvantumme-
chanikabol — ezen beliil is a kvantum informaciéelméletbsl —
és a klasszikus informaciogeometriabol fejlédott ki. Targyat
tekintve — a klasszikus informaciégeometridhoz hasonldéan —
a (kvantum) valoszintiségi eloszlasok terét Riemann-sokaséag
strukturaval ruhazza fel és kapcsolatokat keres a modell diffe-
rencidlgeometriai jellemzGi és a megfigyelhets fizikai mennyi-
ségek (kvantum valoszintségi valtozok) kozott. A kvantum
informacidgeometria eredményeit tobbek koézott a kvantum
informacioelmélet és a kvantum statisztikus fizika hasznalja
fel. Eszkoztarat tekintve elmondhato, hogy eréGteljesen épit
a funkcionalanalizis és differencialgeometria eredményeire. A
klasszikus valoszintiségszamitassal szemben lényeges kiilonb-
ség az, hogy a kvantum eseményalgebra — a klasszikus ese-
ményalgebraval ellentétben — egy tipikusan nemdisztributiv,
csupéan ortomoduléris halé strukturaval rendelkezik [12]. En-
nek a ténynek szamos igen fontos hozadéka van a kvantum
informacioelméletre és kvantum informaciégeometriara vonat-
kozolag. Ilyen példaul a hatarozatlansagi relaciok és az Gssze-
fonodott allapotok létezése, tovabba az, hogy a klasszikus
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Fisher-féle informécié a kvantumos esetre rendkiviil sokféle-
képpen éltalanosithaté. A kvantum eseményalgebra szokésos
modellje egy szeparabilis Hilbert-tér projektorhéaldja. Glea-
son tétele kimondja, hogy ha a leir6 Hilbert-tér dimenzidja
ketténél nagyobb, akkor a projekciok altal generalt kvantum
eseményalgebra éllapotaihoz bijektiven egységnyomi pozitiv
operatorok rendelhet6k. A kvantummechanikai éllapottér ez-
altal a pozitiv operatorok kupjanak és az egységnyomi ope-
ratorok hipersikjanak metszeteként elGallo kompakt konvex
sokasaggal azonosul. Ezt a sokasédgot a Petz-féle osztalyozasi
tétel altal jellemzett monoton metrikdkkal ellatva kiilonbo6zé
kvantum statisztikai sokasagokat kapunk, melyek vizsgaloda-
saink targyat képezik. Az érdekl6dd Olvaso figyelmébe to-
vabbi tanulméanyozas céljabol Amari [6] konyvét és Petz [14]
cikkét ajanljuk, melyek a téméban alapmiinek szdmitanak.

2. A dolgozat tematikaja

Az elsé fejezetet el6készits jellegi fejezetnek széanom, mely-
ben a kvantum valdszintiségszamitas haloelméleti vonatkozéa-
saibol kiindulva ismertetem a kvantum informaciégeometria
alapvetd objektumat, az allapotteret mint differencialhaté so-
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kasagot. Ugyanitt ejtek szot a Fisher-féle informacio lehet-
séges kvantumos &ltalanositasairol és a Petz-féle osztalyozasi
tételrsl.

Az els6 fejezetet kdvets harom, jol elkiiloniils fejezetben a
kvantum informaciégeometria bizonyos teriiletein elért ijabb
eredményeimet mutatom be. A méasodik fejezetben hatarozat-
lansagi relaciokat vizsgalok. Rovid torténeti attekintés utan
sajat eredményeim ismertetésére térek ra. Megmutatom, hogy
a hatarozatlansagi relaciok egy igen tag csalddja, mely ma-
gaban foglalja az tin. dinamikai hatarozatlansagi relaciokat
és ezen beliil a Heisenberg-féle hatérozatlansagi-elv Robert-
son altali altalanositasat, lényegében a kvantummechanikai
allapottéren értelmezett kiilonb6z6 Riemann-metrikak (és az
ezeket indukald operatormonoton fiiggvények) kozotti rende-
zésre vezethet§ vissza. Bevezetem az antiszimmetrikus és a
szimmetrikus kvantum kovariancidkat és megmutatom, hogy
a kozonséges — mar Schrodinger altal is vizsgalt — kvantum
kovariancia ezen utobbi kovariancia csaladba sorolhaté. Meg-
mutatom, hogy a szimmetrikus kovariancia csalad tagjaival
az antiszimmetrikus csalad feliilr6l becsiilhets és bizonyitom
azt is, hogy a szamtani kozéphez és a harmonikus kozéphez
tartozo operatormonoton fiiggvények szémtani kozepe altal
indukélt monoton metrika szolgaltatja a leheté legélesebb di-
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namikai hatarozatlansagi relaciot.

A harmadik fejezetben Osszetett kvantummechanikai rend-
szereket vizsgalok. Itt mutatom be a dolgozat legf6bb ered-
ményét: a 4 x 4-es valos allapotokra vonatkozo szeparabilitasi
valoszintiség meghatarozasat a kozonséges Lebesgue-mértékre
vonatkozolag. Bizonyitom Milz és Strunz sejtését, mely a
4 x 4-es stirtiségmatrixokkal leirhat6é kvantummechanikai rend-
szerekre a szeparabilitasi valoszintiség redukalt allapottol va-
16 fliggetlenségét mondja ki. Eredményeiket &ltalanositom
arra az informéciégeometriai szempontbdl relevans esetre is,
amikor az allapottér a négyzetgyok fliggvény altal szarmazta-
tott monoton metrikaval van ellatva. Megmutatom tovabba,
hogy a 2n X 2n-es strtiségmatrixok alkotta allapottér el6all az
n X n-es stirtiségmatrixok alkotta allapottér, az n x n-es on-
adjungalt matrixokbol allo [—1I, I] operéator intervallum és az
n X n-es méatrixok operatornorméra vonatkozo egységgdmb-
jének a direkt szorzataként. FEzt az egyébként messze nem
linearis felbontast hasznalom fel arra, hogy geometriai leira-
sat adjam a 4 X 4-es szeparabilis allapotoknak. Kideriil, hogy
4 x 4-es szeparabilis kvantumallapotok pereme egy, a 2 X 2-es
matrixok egységgdmbjén értelmezett fiiggvény grafikonjaként
elsallo sokasag feletti trividlis nyalabként all el6. Ezek utan
bevezetek egy kongruencia transzforméciokra nézve invaridns
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tavolsagfogalmat az allapottéren, amire nézve meghatarozom
egy tetszoleges Osszefonddott allapot tavolsagat a szeparabilis
allapotoktol.

A negyedik fejezetet qubit-qubit kvantum csatornak ta-
nulméanyozésanak szentelem. Ezek a csatornak egy qubit ids-
fejlédését, valamint a minden kvantumos szamitasi eljaras
alapjat képez6 egy qubiten végrehajthaté miiveleteket irjak
le. A Choi-féle reprezentacioban a qubit-qubit kvantum csa-
torndk R'? egy kompakt, konvex részsokasagaként jelennek
meg. FErre a sokasagra mint qubit csatorndk terére hivat-
kozok. Bevezetem a qubit csatorna klasszikus nyoméat mint
a qubit csatorna klasszikus (diagonéalis) allapotokra torténd
megszoritottjat. Ennek egy 2 x 2-es sztochasztikus matrix fe-
leltethetd meg. Ezek utan meghatarozom egy, a qubit csator-
nak terén egyenletes eloszlasu csatorna klasszikus nyoméanak
az eloszlasat. Ezeket az eredményeket felhasznalva fliggetlen
véletlen qubit csatorna sorozat qubitekre gyakorolt hatasaval
a dekoherenciat el6idéz6 zajt modellezem. FEnnek a gyakor-
lati jelentGsége abban all, hogy a kvantumszamitogépekben
alkalmazott kvantumkapuk sebessége a dekoherencia idejénél
gyorsabb kell, hogy legyen, ezért a dekoherencia sebességé-
nek mérése a kvantumszamitogépek megvalositasanak szem-
sz0gébdl nézve kulcsfontossidgi. A dekoherencia utani allapot
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informacio tartalmat a legkevertebb allapotra vonatkozo rela-
tiv entropiaval, a dekoherencia el6tti allapothoz képesti infor-
maci6 veszteséget pedig a kezdeti allapot dekoherencia utani
allapotra vonatkozo relativ entropidjaval jellemezem. A feje-
zetet és egyben a dolgozatot a legkevertebb allapothoz tartéas
konvergencia sebességének meghatarozasaval zarom.

3. Uj tudoméanyos eredmények

Az alabbiakban szerepls (tételekre, egyenletekre és pél-
dékra vonatkozo) hivatkozasok a doktori értekezésben talél-
hatok meg.

1/a. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi-elv Schrodin-
ger-féle preciz megfogalmazasat [16] 1934-ben Robertson
tetszGlegesen sok fizikai mennyiségre altalanositotta [15].
Robertson tétele értelmében fizikai mennyiségek tetszdleges
(Ak)k=1,.n C M rendszerére fenndll a

det ([Covy(Ax, Al oy, ) = det ([E, (34w AD)],

,,,,,

determinans egyenlGtlenség.  Ennek legf6bb hianyosséaga,
hogy pératlan szamu fizikai mennyiséget véve a jobb oldalon
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nulla szerepel, tehat semmivel sem kapunk tobbet, mint
klasszikus esetben. A Gibilisco és Isola altal megsejtett
[8] és Andai &ltal bizonyitott dinamikai hatdrozatlansdgi
reldciok ezt kikiiszobolik, s6t mi tobb, a jobb oldalon vilagos
geometriai tartalommal biré mennyiség szerepel.

Megmutatom, hogy a dinamikai hatarozatlansagi
relaciok az allapottéren Riemann metrikat defnialo,
operatormonoton fiiggvények kozotti pontonknéti ren-
dezésre vezethetsk vissza (2.2.2. tétel).

1/b. Gibilisco, Hiai és Petz tanulmanyoztdk elGszor a
klasszikus kovariancia Schrédinger-altal bevezetett kvantum
kovarianciatol eltéré lehetséges &ltalanositasait statisztikai
sokasagok esetére [9)].

Definidlom a szimmetrizalt kvantum f-kovarian-
cidkat (2.3.1. definicid), melyek a Schrodinger-féle
kovariancia altalanositasai. ElSnyiik, hogy a bel6liik
szarmazo6 kovariancia matrixok vilagos geometriai je-
lentéssel birnak. A Brunn—Minkowski determinans
egyenlGtlenség felhasznilasaval az (ijonnan bevezetett
kovariancia csaladra dinamikai hatarozatlansagi rela-
cidkat bizonyitok (2.4.1. tétel), melyek mind éleseb-
bek, mint a Gibilisco altal tanulmanyozott dinamikai
hatarozatlansagi relacié (2.4.1. kévetkezmény).
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1/c. Megmutatom, hogy tetszéleges fix f € F,,
fiiggvényhez tartozo szimmetrikus kovarianciabol szar-
mazé kovariancia matrix determinansa mindig majo-
ralja az ugyanazon fiiggvénynek megfelelé antiszim-
metrikus kovarianciabél szarmazé kovarianciamatrix
determinansat. A szdéban forgé determinansok kozti
hézag pedig az fr4 fliggvényhez tartoz6 Petz-féle ko-
variancia matrix determinansaval becsiilhets (2.4.2.
tétel).

1/d. Meghatarozom azt az f,, fliggvényt, melyre
obszervabilisek tetszéleges A = (Ay)k=1,..n, rendszeré-
re minden p € D, x allapotban a

det (Covj}opt @)(A)) > det (Covi(p)(A))  Vf € Fop
egyenlGtlenség teljesiil (2.4.3. tétel).

2/a. Az osszetett rendszerek allapottere szeparalt (vagy
klasszikusan korrelalt) és osszefonodott allapotok diszjunkt
unidjaként all els. Altalanos esetben annak eldontése, hogy
egy Osszetett rendszer valamely éllapota 0sszefonodott-e vagy
sem, egy NP nehéz probléma. Amennyiben Borel mértéket de-
finidlunk az allapottéren, vizsgalhatjuk a szeparalt allapotok
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térfogatanak és az allapottér térfogatanak a hanyadosat, me-
lyet szeparabilitasi valoszintiségnek neveziink. A szeparébili-
tasi valoszintiséggel kapcsolatos vizsgalodasok a tudoményte-
riilet életkorahoz képest igen hosszi, mintegy 20 éves idétavra
tekintenek vissza. A kérdést elGszor Zyczkowski, Horodecki,
Sanpera ¢és Lewenstein vizsgalta [10]. Slater numerikus tton
a rebit-rebit rendszerbeli szeparabilitasi valoszintiségére g—i—et
kapott [17]. A szeparabilitasi valoszintiséggel kapcsolatban a
szamunkra kulcsfontossagu el6relépést Milz és Strunz sejtése
jelentette [11], mely kimondja, hogy a szeparabilitasi valoszi-
ntiség a Hilbert—Schmidt-metrikabol szarmazo térfogati forma
mellett a redukalt allapottol fiiggetlen és egy rogzitett redu-
kalt allapot feletti szeparabilis allapotok térfogata a szdban
forgd redukalt allapot Bloch-sugaranak egyszerii polinomialis
kifejezéseként adodik.

Igazolom Milz és Strunz sejtését a rebit-rebit és
qubit-qubit rendszerekre vonatkozoélag (3.2.1. tétel és
3.2.1. kovetkezmény).

2/b. Bevezetem a x,; d = 1,2 szeparabilitasi fligg-
vényeket, melyek segitségével explicit integral alak-
ba tudtam irni a Lebesgue-mértékre vonatkozd sze-
parabilitasi valészintiséget a 4 x 4-es val6s és komplex
matrixok alkotta allapottereken (3.2.1. tétel és 3.2.2.

9



kévetkezmény).

2/c. A valds 2 x 2-es matrixok egy specialis, félcso-
port tulajdonsagot tiikr6z6 paraméterezését felhasz-
nalva a y; szeparabilitasi fiiggvényt meghatarozom
(3.2.1. lemma). A kapott eredményt felhasznalva
meghatarozom a rebit-rebit rendszerben a szepara-
bilitasi valoszintiséget (3.2.2. tétel), mely egybeesik a
Slater altal josolt értékkel.

3/a. Megmutatom, hogy Milz és Strunz szeparabi-
litasi valészintiség redukalt allapottol valé fiiggetlensé-
gére vonatkozo sejtése a geometriai k6zépbdl szarma-
z6 monoton metrikaval ellatott 4 x 4-es stirtiségmat-
rixok alkotta kvantum statisztikai sokasagon is igaz
(3.2.3. tétel és 3.2.3. kovetkezmény).

3/b. Igazolom a y; és 7; szeparabilitasi fliggvé-
nyek egyenlGségét (3.2.2. lemma) és kiszamitom a
valés esetre vonatkozoé szeparabilitasi valoszintiséget
a geometriai kozépbdl szarmazé monoton metrikara
vonatkozolag (3.2.3. kovetkezmény és 3.2.4. tétel).

4/a. Igazolom, hogy a 2n-dimenziés Hilbert-
térrel leirt kvantummechanikai rendszer allapottere
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diffeomorf egy D,, x kvantummechanikai allapottér, az
n x n-es 6nadjungalt matrixok alkotta [—I, /| operator
intervallum (&) és az n x n-es matrixok operator
norma egységgémbjének a direkt szorzataval (3.3.1.
definicio és 3.3.1. tétel).

4/b. Megmutatom, hogy egy n darab kvantum
bitb6l (rebit, ha K = R és qubit, ha K = C) &llo
osszetett kvantummechanikai rendszer allapotterének

belseje a
n—1

[T (53, ()

k=0
szorzat sokasaggal diffeomorf (3.3.1. kdvetkezmény).

4/c. Kiszamitom egy tetszdleges f € F,, opera-
tor monoton fiiggvénnyel indexelt metrikabol szarma-
z6 térfogati forma Il, x = D, x x &,k x B; (K"*") soka-
sagra valo visszahuzottjat (3.3.2. tétel). A Hilbert—
Schmidt-metrika, valamint a geometriai k6zéphez tar-
toz6 metrika esetén a visszahuzott térfogati forma a
redukalt allapot és a & x komponens determinéansai-
nak egyszerii fiiggvénye (3.3.2. kévetkezmény).

5/a. Megmutatom, hogy a D,, x allapottér pozitiv
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parcialis transzponalasi feltételt teljesité (PPT) alla-

potai altal alkotott sokasag a
(/) (VD))

sokasaggal diffeomorf, ahol X (, /T Z) diagonalis mat-

IR = Dy x x {(Z7 X) €& g x By (K™™) |1 >

rix, mely f6atléjaban az > () matrix sajatértékeit

I+Z
tartalmazza csokkend sorrendben (3.3.3. tétel). En-
nek egyik fontos kovetkezménye, hogy Milz és Strunz
sejtése a Dy, x allapottereken sokkal er6sebb formaban
igaz (3.3.3. kovetkezmény).

5/b. Bizonyitom, hogy a PPT allapotok altal
alkotott Dy 'y C D,k részsokasag diffeomorf egy D, x x
Fl, x x R*-nyalabbal melynek bazis sokasaga az

T An—l:Z X 8B1 (Knxn) — [0, ]_]

szeparabilitasi fiiggvény nyilt epigrafja. Itt Fl,x =
UK™) /UK)" az Gn. zaszlo sokasag (flag manifold)
(3.3.4. tétel). Ennek felhasznalasaval explicit integ-
ral alakban megadom a PPT allapotok geometriai va-
l6szintiségét a D, allapottéren a Hilbert—Schmidt-
metrikdbol és a gs,,, monoton metrikabdl szarmazo6
térfogati formara egyarant (3.3.5. tétel).
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5/c. Egy Osszefonodott allapot szeparabilitasanak mérté-
két az allapot szeparabilis dllapotoktol mért tavolsagaval jelle-
mezhetjiik. Attol fiiggden, hogy milyen tavolsag fogalommal
dolgozunk, kiilonb6z6 0sszefonddottsagot méré mennyisége-
ket (angolul entanglement measures) kapunk.

A pozitiv matrixokon a Thompson-metrika kong-
ruencia invarians tavolsidgot hataroz meg. Ennek a
segitségével definidlom az Gsszefonodott kvantumalla-
potok Thompson-féle Gsszefonddasi mértékét (3.3.3.
definicio). Meghatarozom egy p = ¢(D, Z, X ) alaka al-
lapot Thompson-féle 6sszefon6dasi mértékét, ami a D
redukalt allapottol fiiggetlennek bizonyult (3.3.6. té-
tel).

6/a. A kvantum csatornak a kvantum informaécio6 feldolgo-
zésban és tovabbitasban kulcsszerepet jatszanak, hiszen min-
den qubiteken végezhet§ miiveletnek kvantum csatornak fe-
leltehet6 meg.

A Choi reprezentécio révén az altalanos (egységorzd) qubit
csatorndk tere az R'? (RY) vektortér egy kompakt konvex
részsokasagaval azonosithato, ez pedig lehetévé teszi a qubit
csatornék informacidgeometriai tanulmanyozasat.

Definidlom egy tetszdleges kvantumcsatorna klasz-
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szikus nyomat (4.1.2. definici6) és meghatarozom egy
egyenletes eloszlast altalanos qubit csatorna klasszi-
kus nyomanak eloszlasat, tovabba az altalanos qubit
csatornak terének a térfogatat a Lebesgue-mértékre
vonatkozoan (4.2.1. tétel).

6/b. Az egységbrzé kvantum csatornak a duplan szto-
chasztikus méatrixok kvantumos megfelelgi. A Birkhoff—von
Neumann-tétel szerint az n x n-es duplan sztochasztikus mat-
rixok az n x n-es permutéiciématrixok konvex kombinécioiként
allnak elg, ami egy sokdimenziés politop, és amit Birkhoff-
politépként tartanak szamon. Az n x n-es duplan sztochasz-
tikus matrixok alkotta Birkhoff-politop térfogata csupan n =
1,2,...,10 esetén ismert, altalanos n-re eddig csak kozelitd
formulat publikaltak [13].

Meghatarozom egyenletes eloszlast unitalis qubit
csatorna klasszikus nyomanak eloszlasat és az uni-
talis qubit csatornak terének térfogatat a Lebesgue-
meértékre vonatkozoan (4.2.2. tétel).

7/a. A véletlen qubit csatornak vizsgalata t6bb szempont-
bol is érdekes feladat. Egy kvantum algoritmus lényegében
kvantum csatornék egy sorozata, ahol az egyes lépések hibai
a végeredményben jelennek meg. Az egyes lépéseket terhels
hibakat véletlen kvantum csatornak segitségével modellezhet-
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jiik, ezen keresztiil pedig az eredmény hibaja kontrollalhato.
Ugyancsak véletlen kvantum csatornak segitségével modellez-
het§ a kvantum regisztereket terhel6 kiilsé zaj is, mely végss
soron dekoherencidhoz és a regiszterben téarolt informécio el-
vesztéséhez vezet. Véletlen kvantum csatorndk spektralis jel-
lemzdinek vizsgalataval Bruzda, Cappellini, Sommers és Zycz-
kowski 7] foglalkozott. Igazoltak a linearis algebrabol ismert
Perron-Frobenius-tétel kvantumos altaldnositéasat és numeri-
kusan vizsgélték specialis kvantum csatornéak iteraltjainak ha-
tasat véletlen allapotokon.

Igazolom, hogy tetszdleges qubit véletlen, egyenle-
tes eloszlasti qubit csatorna altali képe gombszimmet-
rikus eloszlasi, a kapott eloszlas pedig csak a kiindu-
16 qubit Bloch-sugaratol fiigg (4.3.1. lemma). Meg-
mutatom, hogy tetszdleges qubit véletlen, egyenletes
eloszlasi unitalis qubit csatorna altali képének Bloch-
sugara az eredeti Bloch-sugar /Y szorosa, ahol Y egy
15} (%,4) eloszlasa valdszintiségi valtozo (4.3.1. tétel és
4.3.1. kovetkeznény).

7/b. Meghatarozom a legkevertebb qubit kvantum
adllapot egyenletes eloszlasti véletlen qubit csatorna
altali képének eloszlasat. Azt kaptam, hogy a véletlen
klasszikus csatornakkal ellentétben a véletlen qubit
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csatornak a legkevertebb allapotot egy tipikus r > 0
sugarra képezik le (4.3.2. tétel).

7/c. A qubitet terheld kiils6 zajt fiiggetlen egyen-
letes eloszlasti qubit csatorna sorozattal modelleztem.
Az informacié veszteség mérésére bevezetem a qubit
maradék informaci6éjat és a kezdeti allapothoz kép-
esti informaci6 veszteséget (4.4.2. definicid), tovabba
megmutatom, hogy a maradék informaci6 az alkalma-
zott qubit csatornidk szamaval exponenciilisan csok-
ken. Az iteralt logaritmus tételt felhasznala megha-
tarozom a csokkenési ratat is.
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