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Bevezetés

Harom térdimenzidig a Galilei-csoport gyenge kohomologiajanak jellem-
zése mar ismert. Jelen szakdolgozattal magasabb térdimenzios esetekben is
meghatarozzuk a Galilei-csoport gyenge kohomologidinak jellemzésére alkal-
mas paramétereket, s6t egy Maple 18 programkédot is kozliink amit arra

irtunk, hogy segitségével meghatarozhassuk tetszéleges Galilei-csoport gyen-

c sz

s sz

diink alapvets tulajdonsagaival. Definidljuk a témakor targyalasahoz sziik-
séges alapfogalmakat, valamint meghatarozzuk a Lie-algebrat. Tovabba be-
vezetiink a Galilei-csoport megértéséhez sziikséges fogalmakat. Megismerke-
diink a félcsoportokkal, az egyparaméteres részcsoportokkal, a kommutator
kociklusokkal, s majd a specialis linearis csoporton keresztiil szemléltetjiik
Gket.

A 2. fejezetben a legfeljebb harom térdimenziés Galilei-csoportok kommu-
tator kociklusainak gyenge kohomologiait meghatarozo paramétereket szé-
mitjuk ki. A 3. fejezetben pedig bemutatjuk az imént mar emlitett szami-

togépes programot, aminek segitségével 10 tér dimenzi6éig meghatarozzuk a

sz
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1. A Galilei-csoportok alapfogalmai

Ebben a fejezetben a Galilei-csoportokkal és azokhoz kapcsolodd alapfo-
galmakkal fogunk megismerkedni, melyek elengedhetetleniil sziikségesek tar-
gyaldsukhoz, mint példaul a topoldgiaval, a Lie-algebraval, a féldirekt szor-
zattal, a kommutator kociklusokkal vagy éppen azok gyenge kohomologiajé-

val.

1.1. Topologikus csoportok és Lie-csoportok

El6szor a topologidval kezdjiik ismerkedésiinket, ugyanis latni fogjuk,
hogy a Galilei-csoportok természetes modon azonosithatok egy topologikus

csoporttal.

1. Definicié. A (T, 7)-t topologikus térnek nevezzik, ahol T egy nemiires
halmaz, T pedig T' részhalmazainak egqy rendszere ugy, hogy a kévetkezdk tel-

jestilnek.
1. A 7 tartalmazza T-t €s az tires halmazt,
2. 7 barmely két elemének metszete is T-ban van,
3. T tetszdlegesen sok elemének unidja is T-beli.

A 7 elemeit nyilt halmazoknak, az egész T halmazt topologiinak nevezzik. A
nyilt halmazok T'-re vonatkozo komplementerei a zdrt halmazok. Azt mond-
Juk, hogy a V- C T halmaz kérnyezete az x € T pontnak, ha létezik olyan
U C T nyilt halmaz, melyre x € U C 'V teljestil.

A féldirekt szorzat bevezethet&ségéhez sziikségiink lesz a topologikus

téren értelmezett fliggvények folytonossaganak definialasdhoz.

2. Definicié. Ha (T1,7) és (Ty,72) topologikus terek, akkor az f : Ty — Ty
figguényt folytonosnak mevezziik, ha minden To-beli halmaz dsképe T1-beli,

azaz nyilt halmaz dsképe nyilt.
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Topologikus bazisokat a topologikus terek szorzata miatt fogjuk definial-

ni.

3. Definicio. A (T, 1) topologikus téren B-t topologikus bdzisnak nevezziik,
ha teljesiti a kovetkezd feltételeket.

1. Minden X € B esetén X € 7,

2. valamint minden X € T-hoz létezik olyan {X;}icr € B!, hogy
X =U,er X

A topologikus terek szorzata a Galilei-csoportok definiciojanak egyik leg-
fontosabb kelléke. A Galilei-csoportokat kiilénboz6 topologikus terek szorza-

taként, és azokon haté miveletekkel definidljuk.
1. Tétel. Legyen (T1,71) és (Ty, 72) topologikus tér, valamint pr, (i = 1,2)
gelolje a Ty x Ty — T; kanonikus projekciot. Ha
B:={pr; " (U)N pry*(V): U €1,V € 1},
akkor
olyan topologidat definidl a Ty X'Ty halmazon, melynek B eqy topologikus bdzisa.

4. Definicié. A (Ty, 1), (Tz, 12) topologikus terek topologikus szorzatdn azt a
(T, 7) topologikus teret értjik, melyre T = Ty X Ty, valamint T a fenti tételben
megadott topologia.

A topologikus terek lokalis kompaktsaganak definiciojat szempontunkbol

a specialisan lokalisan kompakt féldirekt szorzatok meghatarozasa motivalja.
5. Definicid. Legyen (T, T) topologikus tér.

1. A K C T részhalmazt kompaktnak hivjuk, ha minden nyilt fedésének
van véges befedd rendszere is. A K = T esetben a T teret nevezzik

kompaktnak.
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2. Azt mondjuk, hogy a T tér lokdlisan kompakt, ha minden pontjanak

léteztk kompakt kornyezete.

kelléke, és igy nélkiilozhetetlen a Galilei-csoportok targyalasaban.

6. Definicid. (Lie-algebra) Adott eqy V vektortér valamely | test felett és
eqy kétvdltozos mivelet [.,.] 1igy, hogy

[,.]: VXV =V,

melyet kommutdatornak vagy Lie-zdrojelnek is neveznek és eleget tesz a kévet-
kezd tulajdonsdagoknak:

Bilinedris, ha
[0z + by, 2] = al, 2] + bly, 2], 2, az + by] = alz, 2] + bz,

minden a, b skaldrra és minden x, vy, z vektorra.

Antikommutativ vagy ferdén szimmetrikus, ha

[x7y] = _[yax]

minden x, y vektorra.
Ha F karakterisztikdja kettd, akkor eqy szigorubb feltételre is sziikség van,
azaz akkor sziikséges., hogy [x,x] = 0 minden x € V wvektorra teljesiiljon.

Zart vagyis teljesitt a Jacobi-azonossdgot, ha

[ZB, [y>z]] + [y> [z’x“ + [Za [x,y]] =0

minden x, y, z vektorra.

1.2. Féldirekt szorzat

A féldirekt szorzéasra azért van sziikségilink, mert ezzel a Galilei-csoport

szerkezete jellemezhetd, ugyanis mint latni fogjuk, a Galilei-csoport féldirekt
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szorzat szerkezeti csoport. Valamint a haromdimenziés 0sszefiiggs euklideszi
csoport definiciojaban lesz még sziikségiink ra, mely a teljes Galilei-csoport

egy fundamentalis részcsoportja.

7. Definicio. Legyen A és H csoport, és tovdbbd legyen
t:H — Aut(A) h —ty,

csoporthomomorfizmus. A H és A csoport féldirekt szorzata a t leképezésre
nézve a G = H x4 A csoport, melynek elemei (h,a) pdarokbdl dllnak, és a

csoportmiveletet a

(h,a)(h',a") = (bl atp(a'))

osszefliggés adja meg. Ha A és H topologikus csoportok, és
t € Hom(H, Aut(A)) olyan, hogy

' HxA— A (h,a) — tp(a)

leképezés folytonos a H x A szorzattopologiaban, akkor a H x; A féldirekt
szorzatot a szorzattopologidval elldtva topologikus féldirekt szorzatnak nevez-
ztik.

Ha A és H szepardlt, lokdlisan kompakt, mdsodik megszamldlhatdsdgi axi-
omdnak eleget tevd topologikus csoport, valamint A kommutativ, akkor speci-

dalis lokdlisan kompakt féldirekt szorzatrol beszélink.

1.3. Galilei-csoportok

A teljes Galilei-csoport megismerése el6tt bevezetiink néhany egyszertibb,
specialisabb csoportot, mely egy fajta felvezetést ad a Galilei-csoportok

targyalasanak.

8. Definicié. 1. A Gy specidlis Galilei-csoport izomorf és homeomorf az
R3 csoporttal. Elemeit "sebességként" interpretdljuk, és a T3(R) jelolést

haszndljuk rd.
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2. Legyen ET := SO3 x.R3, ahol k : SO3 — Aut(R®), valamint, ha min-
den R € SOj3 esetén teljesiil, hogy kg : u — Ru, akkor ET csoportot
haromdimenzios 0sszefiiggd euklideszi csoportnak hivjuk, ahol a csoport

szorzds a kbovetkezd:

(R, u)(R,u) := (R'R, v + R'u).

3. A G egyszeriti Galilei-csoport alaphalmaza SO x Gy XR3, és a rajta

értelmezett szorzds

(R, v, u)(R,v,u) := (RR,v + R'v,u + R'u).

4. A G teljes Galilei-csoport alaphalmaza SOz xR x G XR3, a szorzds
pedig:

(R, m,v,u)(R, 7, v, u) = (RR, 7+ 7, RV + v, Ru' + u+ 7'v).

Ezzel bevezettiik a teljes Galilei-csoportot, melyre a kovetkezGekben, mint

ahogy eddig is tettiik, csupan Galilei-csoportként fogunk hivatkozni.

1. Megjegyzés. A teljes Galilei-csoport részcsoportjaként tartalmazza az
egyszerd Galilei-csoportot, valamint T1(R)-et, T3(R)-at, Gs-et és SO3-at; ezt
a négy csoportot a teljes Galilei-csoport fundamentdlis részcsoportjanak ne-

vezzik.

2. Megjegyzés. A teljes Galilei-csoport (R, T, v, u) elemét felfoghatjuk Rx R3

olyan transzformdcidjaként, amely
t—t+71 (1)

x— Rx+tv+u (2)

formdn hat. Valojiban ez a transzformdcio vezetett a Galilei-csoportok defi-

nicidjihoz, ahol Rx R? a fizikai idét és teret jelképezik. T3(R) és SOs elemeit,
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mint R térbeli eltoldsainak illetve térbeli forgatdsoknak szokds nevezni. G
elemei olyan transzformdcioknak tekinthetdek, amelyek R3-ben eqymdshoz ké-
pest dllando sebességgel mozgo koordindta-rendszereket viszonyitanak

egymdshoz, és T1(R) mint Gy részcsoportja az iddeltolds csoportja.

A kovetkezd fejezetben az n = 1; 2 és a 3 térdimenzids Galilei-csoportokkal

fogunk mélyebben foglalkozni, ahol

G 2SO, xR x R* x R™.

A szorzasi szabaly pedig R, R’ € SO,,, azaz R és R a kétdimenzios térbeli
esetben egy sikbeli forgatast, a haromdimenzios esetben pedig egy térbeli
forgatast reprezental, az egydimenzios esetben ilyen nincs, valamint 7,7 € R
egy idgbeli eltolast, tovabba v, v/ € T,,(R) adott sebességi inerciarendszerek
kozotti transzforméciot, mig u, u’ € R™ pedig egy térbeli/sikbeli/egyenesbeli

eltolast reprezentél, melyek esetén
(R,7,v,u)(R, 7" v u)=(RR, 7+ 7 RV +v,Ru +u+1'v)
alaki. A csoport egy (R, 7,v,u) elemének az inverze
(R,7,v,u) ' = (R, —7,—R'v, R"}(tv —u))

lesz. A csoport féldirekt szorzat szerkezetd; legyen A = {(1,7,0,u)} C G
és H={(R,0,v,0)} C G. Ekkor ¢t : H — Aut(A) a H csoporthatésa az A
csoporton

t(rov0)(1,7,0,u) = (1,7,0, Ru + 7V)

alakt lesz.

A csoport felirhato egy (n+2) X (n+2) matrix-csoport részcsoportjaként.
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Ugyanis, ha R € SO,,, 7T € R, v € R" és u € R", akkor ezeket

R
0 (3)
0

o~ 4
e ]

modon maéatrixba rendezve, és ezt ellatva a szokasos méatrixszorzassal éppen
a Galilei-csoporttal izomorf és homeomorf csoportot kapunk. Az igy felirt
maétrixszal pedig mar konnyen lathatoak, az el6zGekben mar felirt tér-idé

transzformaciok, ahol ¢t € R és x € R™ esetén (4) az Gket reprezentalo

t (4)

vektorral valo jobbrol szorzassal. Mely vektoron az iménti (3) matrixszal valo

szorzas a kovetkezSképpen hat:

Rx+vt+u
t+71
1

Tehat az (1) és (2) valoban fennall.

A Galilei-csoport topologikus csoport, hiszen topoldgiat ad meg rajta az
RF, ahol k = (}) +n+n+ 1, azaz egy dimenzioban R?, kétdimenzios esetben
RS, a haromdimenziés esetben pedig R'? szokasos topologiaja. Tovabbé Lie-

csoport is, hiszen a szorzas és az inverz-képzés is differencialhato.

1.4. Egyparameéteres részcsoportok

Ebben az alfejezetben az egyparaméteres részcsoportokat ismertetjiik, és

néhany egyszert példaval szemléltetjiik Sket.
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9. Definici6. Legyen T > 0 tetszdlegesen vdlasztott valds szam. FEgy
RO (-T,T) - NCG, t—r(t), r0)=e
leképezést a csoport e egységelemén dthalado gorbének nevezzik, ha

pi=¢or
differencidlhato. A gorbe eqyparaméteres részcsoport, ha
r(t)r(s) =r(t+s),
illetve
F(p(t), p(s)) = p(t + 5)
(-T <t,s,t+s<T).

A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor G' Lie-csoport. Ekkor az
egységelemnek létezik olyan U nyilt kérnyezete, mely homeomorf az R™ tér
egy ) nyilt részhalmazaval. Jelolje ¢ az U — ) homeomorfizmust. Az r

egyparaméteres részcsoport p-érintGjének az

el
dt t=0

mennyiséget hivjuk. Jelolje g az egyparaméteres részcsoportok érintGinek a

halmazat. A g halmazon az alabbi mtiveleteket vezetjiik be.

1. Haa,b € g az r és s egyparaméteres részcsoport p-érintéi, akkor legyen

d o(r(t)s(t))

b:=
a + T

t=0

2. Ha a € g az r egyparaméteres részcsoport p-érintdje és A € R, akkor

legyen
L d ()
dt

t=0
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Ezekkel a miveletekkel g vektortér.

Megmutathato, hogy ha r és s egyparaméteres részcsoport, akkor létezik

i ()3 (1)r(6) ™ 5(6) )

t—0

hatarérték, melyet egy tjabb mtvelet, a kommutator bevezetéséhez haszné-
lunk.

3. Haa,b € g az r és s egyparaméteres részcsoport p-érintéi, akkor legyen

.8] = lim o r()s(1)r(1)5(6)).
Igazolhato, hogy g a fenti miiveletekkel ellatva Lie-algebra, melyet a G
Lie-csoport Lie-algebrajanak neveziink.
Az eléz6ekben felirt (3) matrixos alak segit hozza, hogy konnyen megta-
lalhassuk a csoport Lie-algebrajanak egy bézisat és azoknak kommutéatorait.
Szemléltetésképpen felirjuk a 241 dimenzios Galilei-csoport egyparaméteres

részcsoportjait.

cost —sint 0 O 1 0 ¢t O 1 0 00

sint cost 0 O 01 00 01 ¢t 0
n=1 o 10l 001 o™ 0 01 0
0 0 01 000 1 000 1
100 ¢ 100 0 1000
0100 010 ¢ 0100

'r’t: Tt: T’t: 5

4()00105<>00106()001t (5)
000 1 000 1 000 1

Amik pedig teljesitik az r(t; + to) = r(t1)r(ts) feltételt.

Innen pedig konnyen megadhatok az egyparaméteres részcsoportok érin-
t6i. Tehat a tovabbiakban legyen Ay (a sikbeli esetben (kK = 1) a térbeli
esetben pedig (k = 1,2,3)) az SO,,, valamint By, (k € [n]) a T,, tengelyiranya
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egyparaméteres részcsoportjanak érintGje. Jelolje Dy (k € [n]) ugyanarra a
koordinata-rendszerre vonatkoztatva Gy tengelyiranytu egyparaméteres rész-
csoportjainak érintéit, és legyen végiil ' a T részcsoport érintGje; minden
esetben a paraméterezést természetes modon valaszthatjuk.

Tehat az érinték, azaz a generatorok a 2+1 dimenzids esetben a kdvetke-

78k lesznek:

0 -1 00 0010 0000
1 0 00 0000 0010
A = Bl == BQ == (6)
0 0 00 0000 0000
0 00 0000 0000
0001 0000 0000
0000 0001 0000
D1 - D2 - F == (7)
0000 0000 0001
0000 0000 0000

1.5. Kommutator kociklusok és gyenge kohomolégiajuk

Most a kommutator kociklusokat és a koztiik hatoé gyenge kohomologiat

fogjuk bemutatni.

10. Definicié. Legyen g egy R feletti Lie-algebra a [.,.] kommutdtorral. Egy
kg XxXg — R bilinedris, antiszimmetrikus zdrt figgvényt a g Lie-algebra
kommutdtor-kociklusdinak neveziink. A k és k' kommutdtor-kociklusok koho-

mologok egymdssal, ha létezik olyan n : g — R linedris fligguény, mellyel
() =k(,.)+nol,.]

A két kommutdtor-kociklus gyengén kohomoldg, ha k és k' vagy —k €s K/

kohomolog egymdssal.

Kommutétor tablazatnak neveziink egy olyan tablazatot, melynek elemei
a csoport generdtoraink kommutéatorai, szamszorosai vagy linearis kombi-

naciéi. Mindezt oly modon, hogy az ij-edik helyre az i-edik és a j-edik
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generator kommutatora altal kapott generatort, vagy azok linearis kombi-
nacioit irjuk. Innen méar konnyen felirhatjuk egy tetszéleges k kommuta-
tor kociklus paraméteres tablazatat, mely teljesiti az antiszimmetriat (tehat
k(a,b) = —k(b,a)), a bilinearitast (azaz mindkét valtozojaban lineéris), és a

zartsagot, vagyis a Jacobi-azonossagot, azaz
k(la, b, ¢) + k([c, a], b) + k([b,c],a) = 0

minden a, b, ¢ generatorra.

1.6. Specialis linearis csoportok

Ebben a részben némi kitekintést tesziink a Galilei-csoportok elméletétél.
Azaz egyfajta bevezetésképpen vizsgélat ala vetjiikk egy masik Lie-csoport
kohomologia osztalyait. Méghozza a specidlis lineéaris csoportot, melyet a

kovetkezs definicidval vezetiink be.

b
11. Definici6. Az SL(2,R) := {M = ( ¢ J ) cdet M =1;a,b,¢c,d € [R}
c
halmazt specidlis linedris csoportnak nevezziik.

Ez valéban csoportot alkot, hiszen, ha det A = 1 és det B = 1, akkor
det AB =det A-det B=1-1=1. Egységeleme pedig az egységméatrix. Es
mivel determinansuk nem 0, létezik inverziik, melyre det A~' = (det A)~! =
17! =1, igy az inverziik is SL(2, R)-beli.

Tovabbé egyparaméteres részcsoportjai:

1 ¢ 10 t 0
T = To (= rs ‘= 1 .
01 t 1 01

Ezek valoban SL(2, R) elemei, hiszen mindegyikiik determinansa 1, tovab-
bé fiiggetlenek is, és egy 3 dimenzios alteret generalnak a 4 dimenzios 2 x 2-es
valos matrixok terén, tehat valoban kifeszitik SL(2, R)-t, hiszen ha SL(2, R)
4 dimenzi6s lenne, akkor minden 2 x 2-es matrix determinansa 1 lenne, ami

nyilvan valéan nem igaz.
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Az egyparaméteres részcsoportokbol szamitott bazis pedig:

() (2)

Ezeket az egyparaméteres részcsoportok origoban vett derivaltjaibol sza-

mitottunk. Tovabba a kommutator tablazatuk a kovetkezének adodik,

0 ¢  —2a
—c 0 2b
2a —=2b 0

Egy tetsz6leges k kommutétor kociklusuk paraméteres tablazata pedig a

kovetkezd lesz:

0 my Mo
—my 0 ms

—MmMo —Ms3 0

Most pedig megnézziik, hogy a zéartsagi kritériummal/Jacobi-azonossag-
gal egyszertsithetG-e az el6bbi paraméteres tablazat. Mivel egy elég kicsi
maéatrix-szal rendelkeziink, ezt most szemléltetésként, kézileg fogjuk végigsza-
molni. Vagyis végig fogjuk nézni, hogy minden esetere tejesiil-e a zartsag.
Osszesen 3-3-3, azaz 27 eset van. Ha két azonos elem is szerepel azok kozott,

melyekre a Jacobi-azonossagot felirtuk, akkor

5[z, z],y) + K([y, 2], ) + k([z, 9], ¥) = £(0,y) — k([z,y],7) + K([z,y],2) = 0.

Tehat csak azokat az eseteket kell megvizsgalnunk, ahol mind a 3 elem
kiilénboz6, ilyen pedig 3 - 2 - 1, azaz 6 eset van, s6t mivel ezek koziil 3-3
egymas permutécidja, igy csak az alabb részletezett 2 eset marad. Ahol
pedig felhasznaltuk, hogy k antiszimmetrikus, tehat k(z,z) = 0 és k(a,b) +
k(b,a) = 0.
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k([a,b],c) + K([c,a],b) + k([b, c],a) = k(c, ¢) + 2k(a, b) + 2k(b,a) = 0

k([b, a], c) + K([c, b], a) + k([a, ¢],b) = —k(c,¢) — 2k(b, a) — 2K(a,b) =0

Tehét a valtozok tablaja nem véltozik. Igy pedig a k kommutator kociklus

gyengén kohomolog egy «'-vel, melyet a kovetkezSképpen adhatunk meg:

k'(a,b) = k(a,b) + n(c) = m1 +n(c) = n(c) := —my

#(a,¢) = w(a, ) +n(=2a) = my — 2n(a) = n(a) = =
K (b,¢) = K(b, ¢) + n(2b) = mg + 25(b) = n(b) := _%.

Azaz létezik olyan x' kommutator kociklus, melynek valtozoiban nem
marad paraméter. Pontosabban olyan ', hogy r’(x,y) = 0 minden z, y-

ra.



2. ALACSONY DIMENZIOS GALILEI-CSOPORTOK 15

2. Alacsony dimenzi6s Galilei-csoportok

Ebben a fejezetben olyan kis dimenzi6s Galilei-csoportokkal fogunk fog-

lalkozni, mint az 1 4+ 1, 2+ 1 és a 3 + 1 dimenzioés Galilei-csoportok.

2.1. Galilei-csoport 1+1 dimenziés téridén

Ebben a részben el6szor néhany kisebb Galilei-csoport kohomolégia osz-
talyait fogjuk megvizsgalni, melyek eleinte még akar kézileg is szamolhatoak,
de a dimenzié novekedtével egyre nagyobb sziikségiink lesz gépi programok
alkalmazasara is. Kezdjiik tehat az 1+1 dimenziés Galilei-csoporttal.

Tehat most néhany egyszert szamolast fogunk bemutatni. Az 1+1 di-
menzids esetben egyetlen forgatas létezik, ami a helyben hagyas, igy ez a

csoport a kovetkezd matrixszal reprezentélhato:

o o =
o =
e

ahol v, u és 7 valoés paraméter értékek. Az egyparaméteres részcsoportjai

pedig a kovetkezdk:

ri(v) == ro(u) =

o O =
S =
_ o O
o O =
o = O
— o g

1
r3(t) == | 0
0

o = O
=)

Az egyparaméteres részcsoportok érintéi, melyek a csoport generatorai

o o O
S = O

Az itt felirt bazisok kommutéatorait egy tablazatba foglaltuk, melyet

Mapel 18 programmal szamoltunk ki, és az alapjan ifrtuk fel, hogy a tab-
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lazatba az (i, j)-edik helyre 0-t irtunk, ha a kommutatoruk nullméatrix volt, k-
t, ha a kommutatoruk a k-adik baziselem volt, és —k-t, ha a k-adik baziselem
—1-szerese volt a kommutatoruk, és igy a kovetkezé (8) tablazat adodott,
melyet a kovetkez6ben kommutétor tablanak fogunk hivni. A kommutatoraik
[B,D] =0, [B,F]| = D valamint [D, F] = 0 voltak, ahonnan a kommutétor
tablazatuk pedig

0
0
-2

(8)

o o O
o O N

ahol a béazis elemeket az "abc" szerinti sorrendjiik alapjan indexeltiik, tehat
e1 = B, ey := D, e3 := F megfeleltetést alkalmaztuk. Az e; elemekre pedig
az 1 indexszel hivatkoztunk.

Tovabba a k paraméter tablazata (9), ahol egyelére azt hasznaltuk ki,
hogy a k antiszimmetrikus, igy (7,4) helyen szerepls elem éppen —1-szerese

az (i, j)-ediknek, tovabba éppen emiatt a fGatlobeli elemek mind nullak.

—Qaq 0 as (9)

Innen pedig az as-es elem konnyen kiejthetd (10) modon. Mely egy a

k-val gyengén kohomolog ' megadasaval tehetd meg.

(B, F) = k(B, F) +n(D) = ay + (D) = n(D) := —ay (10)

Most definidlhatunk egy x’ paraméter tablazatot ugy, hogy

0 mq 0
-y 0 my : (11)
0 —Mmy 0

Melyre a Jacobi-azonossiag minden tényezGje azonosan 0 lesz. Tehat az

igy kapott &’ teljesiti a kommutator kociklusok minden tulajdonsagat. Es
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nem adhaté meg méas olyan kommutéator kociklus, mely x-val gyengén koho-
molog és kevesebb paramétert hasznél x'-nél. Azaz az 1+1 dimenzios Galilei-

csoportnal 2 paraméteriink fog megmaradni.

2.2. Galilei-csoport 2-+1 dimenziés téridén

A 241 dimenziés Galilei-csoport egyparaméteres részcsoportjait (5) méar
megadtuk egyfajta szemléltetésképp az egyparaméteres részcsoportokrol szo-
16 fejezetben. Valamint a generatorokat is megadtuk, melyek (6) és (7) voltak.
A kommutator tablazatat Maple segitségével hataroztuk meg a generatorok
mechanikus felirasaval, majd ezeket két for ciklusba tettiik, és a kommutato-
rok eredményeit egy matrixba taroltuk el az el6z6 fejezethez hasonlé moédon.

Igy pedig a (12) matrixot kaptuk.

0 3 =25 -40
-3 0 0 0 0 4
2 0 0 0 0 5 (12)
-5 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 O
0 -4 =50 0 0

A bazis elemeket az "abc" szerinti sorrendjiik, és az indexeik alapjan allitot-
tuk sorba, azaz e; = A, ey := By, €3 := By, ey := Dy, e5 := Dy, ¢g := F
megfeleltetést alkalmaztuk. Az e; elemekre pedig az ¢ indexszel hivatkoztunk.

Az imént mar felvazolt kommutator tablabol Maple segitségével felirtuk
egy tetszbleges xk kommutator kociklusanak paraméteres tablazatat, mely

teljesiti az antiszimmetriat, a bilinearitast és a zartsagot, igy az alabbi tulaj-
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donsagokkal biro, tablazatot kaptuk.

0 a; ay az a4 A
—a; O ag ay 0 —ay
—ay —ag 0 0 ar a3
—a3 —ay; 0 0 0 0
—ay 0 —a; 0 0 O

—as a4 —asz 0 O 0

Tovabbé a 2+ 1 dimenzioban a kovetkezGekben megadunk egy ' kommu-
tator kociklust, mely gyengén kohomolog a k-val, melyet a kdvetkezképpen

tehetiink meg.

K'(e1,e2) = Kk(er, ea) +nles) = a; +n(ez) = 0= nle3) := —ay (13)

K'(e1,e3) = k(er, e3) +n(—e2) = az —n(e2) = 0= n(es) == ay

K'(e1, ea) = K(e1, eq) +1m(es) = az +1n(es) = 0= n(es) = —az

K (e1, e5) = R(er, es) + 1(—ea) = as — n(ea) = 0 = n(ea) = aa
K'(e2,e6) = K(ea, e6) +1(es) = —as +nles) =0 v
K'(e3, es) = K(es, eq) +n(es) = az +nles) =0 v

Az igy definidlt n-k mellett, ha a tobbi definidlatlan béaziselemhez 0-t
rendeliink, az igy kapott ' valoban gyengén kohomolog lesz x-val és csupan

az as, ag és az ay paraméterektsl fog fiiggni.

2.3. Galilei-csoport 3-+1 dimenziés téridén

A 3+1 dimenzio6s eset nagysaga tokéletes példa arra, hogy mér egy ilyen
kis dimenzios esetben is mekkora sziikségiink van a Maple-re. A dimenzio

novekedtével pedig egyre nagyobb sziikségiink lesz szamitogépes programok
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hasznalatara, mivel kézileg egyre szamolhatatlanabb lesz a Galilei-csoport.

Most pedig felvazoljuk a 3+1 dimenziés Galilei-csoport generatorait, me-

lyek a kovetkezdek.

0 0100
0 0000
-1 0 0 00

0 0000
0 0000

A2 =

00 0 00O

0 0

-1 0 0

0

00 0 00
00 0 00O

Al =

00010

000O0O0
000O0®O0
000O0O0
000O0O0

B1 =

-1 0 0 0

0
1

0 000

0 0 000
0 0 000
0 0 000

A3 =

0 00O0T1
000O0O
000O0O
00 0O0O
000O0®O

000O0O0
000O0O0

000 1O0]|D:=
000O0O
000O0O0

Bg =

00 0O0O
0001O0
000O0O
000O0O
00 0O0O

BQ =

000O0O
000O0O
00 0O0O
000O01
000O0O

F =

00 00O
000O0O
000O01
00 00O
00 00O

D3 =

000O0O
00001
000O0O0
000O0O0
000O0O0

D2 =

A 3+ 1 dimenzi6s Galilei-csoport kommutéator tablazata:
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0
-3
2
0
—6
d
0
-9
8
0

3
0
-1
6
0
—4
9
0
-7
0

-2 0 6
1 -6 0
0 5 —4
-5 0 0
4 0 O
0O 0 0
-8 0 0
7 0 0
0O 0 0
0 -7 =8

|
- O

o O O O O o O

o ©

-8

|
-3

o O O O o o o

7
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
7
8
9
0
0
0
0

A k paraméter tablazata, a zartsag figyelembe vételével:

0
—ay
—ay

0
—ay
—as

0
—ay
—ag

0

ai
0
—aio

Qg

—ai13

a7

—a16

0

a2
a0
0
as
a3
0
as
16
0
0

—Qa7
0
0

—Qi6

—ai3

—aoy
0

ag

Qs

@13

o O O O O

—agy

Qo7

o O O o o o

a7

0

—Qi6

Qa7

o O O O O

as

Q16

e}

Q27

o O O O

Anal6g modon a (13) szamoléssal kaptunk (34 1) dimenzioéban olyan x'-t,

mely gyengén kohomolog a k-val, ahol

n(es) == —a1, nlez) := ag, nles) := —aq, nles) = as, nley) == —ar

77(68) = ag, 77(61) ‘= —a0, 77(64) = —ays, 77(69) ‘= —ar, 7](@7) = —daie-

A t6bbi definialatlan bazis elemre pedig n 0-t rendel, ekkor (341)-ben csupan

egyetlen paraméter marad as7, ami pedig a fizikai tomeg az 1] alapjan.
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3. Kohomolégiaosztalyok meghatarozasa

Maple 18 program hasznalataval

Ebben a fejezetben be fogunk mutatni egy programot, amit azért irtunk,
hogy segitségével megtudjuk hatarozni magasabb dimenzids esetekben is a
Galilei-csoportok gyenge kohomologidit meghatarozé paraméterek szamat,
oly esetekben is, amikor a kézi szdmolas mar nem kovetheté modszer. S
mindehhez csupan a tér dimenzivjanak megadéséara lesz sziikségiink.

Az alabbi programrészlettel megalkotjuk a generéatorait a k& + 1 térid6
dimenziés Galilei-csoportnak, melynek bemenete egy k szam, azaz a tér di-
menzidja, kimenete pedig a generatorok egy listdja. Melyet ugy oldottunk
meg, hogy irtunk egy procedurat az el6bbi bemeneti paraméterrel és a ko-
vetkez6 lokélis valtozokkal: tt, ee, ff, e, ret.

Az els6 két for ciklussal a forgatasok altal generalt métrixokat adjuk meg.
Olyan moédon, hogy a bal felsé sarokban egy n X n-es antiszimmetrikus mét-
rixot toltiink ki, ugyhogy a f6atlo felett egy darab egyes van vagy egy darab
minusz egyes, és ezt antiszimmetrikus modon tiikrozziik a f6atlora, igy meg-
kapva egy-egy generatort.

Ezeket a generatorokat abban a sorrendben alkotjuk meg, hogy a f6atlo
mellsl az elss sorbol indulva, (azaz az (1,2) indexrdl) és arra egy —1-est irva
balrol jobbra haladunk a blokk matrix hatardig generatoronként tgy, hogy az
egymést kovets generatorokon a —1 és a +1 alternalva koveti egymést, majd
a blokk matrix hatardhoz érve a kovetkezd sorbol, a f6atlo melldl folytatjuk
a procedurat, egészen addig, amig végig nem ériink a teljes blokk matrixon.

A harmadik for ciklussal a térbeli eltolasok altal generalt bazisokat adjuk
meg, a szokasos sorrendben (fentrdl lefelé haladva az indexeken). A negye-
dik for ciklussal pedig az inercia rendszerek kozti transzformacio és az idé
eltolasbol szarmazd generatort adtuk meg, szintén a szokasos sorrendben. S

ezeket az e vektorban tarolunk el. Majd pedig a ret-ben egy listat csinalunk
e-bdl.

> with(LinearAlgebra):

> create:=proc (K::integer)
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local tt, ee, ff, e, ret:
tt:=1:

for ee to K-1 do

for ff from ee+l to K do
e[tt] :=Matrix(K+2,K+2,0):
el[tt] [ee,ff] :=(-1) " (ee+ff):
e[tt] [ff,ee] :=-e[tt] [ee,ff]:
tt:=tt+1:

end do:

end do:

for ee to K do

el[tt] :=Matrix(K+2,K+2,0):
el[tt] [ee,K+1]:=1:
tt:=tt+1:

end do:

for ee to K+1 do

e[tt] :=Matrix(K+2,K+2,0):
e[tt] [ee,K+2] :=1:
tt:=tt+1:

end do:
dim:=(1/2)*K~2+(3/2) *K+1:
ret:=[seq(e[i],i=1..dim)]:
return(ret) :

vV V. V vV V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

end proc:

Ebben a programrészletben a k+1 tér-idé dimenzios Galilei-csoport kom-
mutator tablazatat fogjuk kiszamitani. Ahol a bemenetiink a tér dimenzio-
ja k és a generatorok listaja lesz, kimenetiink pedig a kommutator métrix.
Melyre szintén procedirat irtunk, az el6bbi bementi paraméterrel és a dimv,
komm, ee, e, ff, kom, kk lokalis valtozokkal. Ahol dimv a generatorok
dimenzidjat adja meg.

Az els6 for ciklusban az e valtozoval felvessziik a ret listabol a gene-
ratorokat. A mésodik két for ciklusban pedig kiszamitjuk a generatorok
kommutatorait, azaz a kommutéator tablazatukat.

Ennek a kommutator tablazatnak a kiszamitasaban érdekesség volt, hogy

mivel a Maple nem tud matrixot méatrixszal 6sszehasonlitani, ki kellett talal-
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ni egy modszert, amivel konnyen és gyorsan Ossze tudjuk hasonlitani, hogy
két matrix egyenlé-e. A legegyszeriibb otletként az adddott, hogy kivonjuk

egymasbol a két matrixot és kiszamitjuk az igy kapott matrix Frobenius-

c s

ha a matrix a nullméatrix, tehat a két matrix megegyezik.

Egyébirant ismeretes, hogy

m

1A% = ZZ |a;;| = Trace(AAT).

i=1 j=1
Tovabba tudjuk, hogy a bazisok kommutatorai csakis bazisbeli elemek,
vagy azok —l-szeresei vagy 0-k lehetnek a Galilei-csoportok esetén. Igy tehat,
ha az [e;, e;] = e, akkor a tablazat (i, j)-edik elemét k-nak definialjuk, ha
le;, e;] = —ey, akkor pedig —k-nak; egyébirant viszont 0-nak.
> commmatrix:=proc(K,ret)
local dimv,komm,ee,e,ff,kom,kk:
dimv:=(1/2)*K~2+(3/2)*K+1:
komm:=Matrix(dimv,dimv,k):
for ee to nops(ret) do
elee] :=ret[ee]:
end do:
for ee to dimv do
for ff to dimv do
kom:=e[ee] .e[ff]-e[ff].e[ee]:
if 0 < Trace(kom.Transpose(kom)) then
for kk to dimv do
if Trace((kom-e[kk]).Transpose(kom-e[kk]))=0 then
komm[ee, ff] :=kk:
kk:=dimv:
end if:
if Trace((kom+e[kk]).Transpose(kom+e[kk]))=0 then
komm[ee, ff] :=-kk:
kk:=dimv:
end if:
end do:
else komm[ee,ff]:=0:

vV V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V
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end if:
end do:
end do:
return(komm) :

vV V. V V V

end proc:

Az alabbiakban egy valos paraméterekkel paraméterezett matrixot de-
finidlunk, mely teljesiti az antiszimmetriai tulajdonsigat, bilinearitasat a
Galilei-csoport egy tetszdleges k kommutéator kociklusanak. FElGszor csak
az antiszimmetriat adjuk meg, és azt, hogy a f6atloban csak csupa 0 lehet,
mely az antiszimmetria kovetkezménye. A bemenet a tér dimenzi6, a kimenet
pedig az el6bbi matrix, és a paraméterek listaja.

A k paraméter tablazatanak meg hatarozéasahoz még a Jacobi-azonossag
teljesiilésére is sziikségiink lesz, 4&m ezt masik procedurakkal fogjuk megolda-
ni.

Mcreate:=proc(k)

local dimv, numofparameters, alist, M, tt, ee, ff:
dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) xk+1:
numofparameters:=(1/2)*dimv*(dimv-1):
alist:=[seq(ali],i=1..numofparameters)]:
M:=Matrix(dimv,dimv,0) :

tt:=1:

for ee to dimv do

for ff from ee+l to dimv do
Mlee,ff]:=alist[tt]:

tt:=tt+1:

M[ff,ee] :=-M[ee,ff]:

end do:

end do:

vV V. .V V V V V VvV V V V V V V V

return alist, M:

\Y

end proc:

A zerocohom procedira bemeneti értékei a tér dimenzié, a kommutéator
tabla, az el6bbi antiszimmetrikus méatrix és a valtozok listdja. Mely azt
csindlja, hogy végig megy egy a generatoroknak megfeleltethets szamok listé-
jan és a kommutator matrix elemein, majd Osszehasonlitja azok abszolit

értékét. (Az elgbbi megfeleltetést ugy kell érteni, hogy a generatorokat egy
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szammal indexeltiik, és a kommutator tablazatban ezek a szamok szerepeltek
a generatorok helyett.)

Ha egyezést talal, akkor ahol az egyezés tortént, annak a paraméternek
az indexét eltarolja a zeroplace-ben, a matrixban elfoglalt helyét pedig a
zeroplaceinmatriz-ban, majd pedig dimv-re allitja a méatrix elemeken futé
indexet. Igy biztositva azt, hogy minden generatorhoz legfeljebb egy kinul-
lazhato index tarsuljon. Az igy eltarolt indexek pedig a kimeneti értékek lesz-
nek, azaz a kimeneti értékeink azt adjak meg, hogy a x kommutator kociklus
mely paraméterei nullazhatoak ki egy megfelel6en megadott «' kommutator
kociklussal, mely gyengén kohomolog r-val.

> zerocohom:=proc(k,comm,MM,alist)
local alistv, numofp, MMv, dimv, zeroplace,
zeroplaceinmatrix, e, aa, bb:
alistv:=alist:
numofp:=nops(alistv):
MMv : =MM:
dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) *k+1:
zeroplace:={}:
zeroplaceinmatrix:={}:
for e to dimv do
for aa to dimv do
for bb to dimv do
if abs(comm[aa,bb])=e then
zeroplace:=‘union‘ (zeroplace,{op(1,MM[aa,bb])}):
zeroplaceinmatrix:=‘union‘(zeroplaceinmatrix,{[aa,bb]}):
aa:=dimv:
bb:=dimv:
end if:
end do:
end do:
end do:
return zeroplace, zeroplaceinmatrix:

vV V V. V V vV V vV V V V V V V V V V V V V V V

end proc:

Az M Mecreate procedura bemeneti értékei a tér dimenzid és a zero-

placesinmatriz, azaz a matrix el6bb megadott nullhelyei, melyek kinulléz-
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hatéak egy megfelel6en megadott k' gyengén kohomol6g kommutator kocik-
lussal. A procedura ujraindexeli a valtozok halmazéat gy, hogy ujra irja a
valtozokat 1-t6l egészen az eredeti paraméter szam, minusz a nullparaméte-
rek szama. Majd definidlunk egy n x n-es nullmatrixot, amit tjra feltoltiink
valtozokkal, de ugy, hogy azokat a helyeket kihagyjuk a feltoltéskor, amik az
el6bb meghatarozott kinullazhaté paraméterek voltak. Tovabba figyelembe
vesszilk a k' antiszimmetriajat. Majd visszatériink a valtozok 1j listajaval és
az ujradefinialt £’ paraméter tablazataval.

> MMcreate:=proc(k,zeroplacesinmatrix)
local dimv, numofp, zeroplaceinmatrix, zeronum, alistv,
MMv, tt, ee, ff:
dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) *k+1:
numofp:=(1/2)*dimv* (dimv-1) :
zeroplaceinmatrix:=zeroplacesinmatrix:
zeronum: =nops (zeroplaceinmatrix) :
alistv:=[seq(ali],i=1..numofp-zeronum)]:
MMv:=Matrix(dimv,dimv,0):
tt:=1:
for ee to dimv do
for ff from ee+l to dimv do
if member([ee,ff],zeroplaceinmatrix) then
else MMv[ee,ff]:=alistv[tt]:
MMv [ff,ee] :=-MMv [ee, ff]:
tt:=tt+1:
end if:
end do:
end do:

vV V. V. V V vV V V V V V V V V V V V V V

return alistv, MMv:

V

end proc:

A most kovetkezd zerosinM procediura bemenete a tér dimenzid, egy
maétrix, és nullindexek egy listaja, melyben egy dupla for ciklussal megnézziik,
hogy a matrix elemek koziil melyek szerepelnek a nullindex listdban. Ha egy
matrix elem megtaldlhatd a zeroindex-ben, akkor eltaroljuk a zeroinmat

listaban, mely a kimeneti értékiink is lesz.
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vV V. V V V V V V V V V V V

zerosinM:=proc(k,Mn,zeroindex)

local dimv, zeroinmat, ee, ff:
dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) ¥k+1:
zeroinmat:={}:

for ee to dimv do

for ff from ee+l to dimv do

if member (op(1,Mn[ee,ff]),zeroindex) then
zeroinmat:=‘union‘ (zeroinmat, [ee,ff]):
end if:

end do:

end do:

return zeroinmat:

end proc:

Most pedig egyenletrendszerek egy halmazat definialjuk az el6bbi tablazat

paramétereire, mellyel célunk, hogy teljesitsék a Jacobi-azonossagot. Ezt ugy

tessziik meg, hogy egymasba agyazunk 3 db for ciklust, és a ciklus elején

mindig kinullazunk egy S paramétert, mely az 1Gj egyenletek hozzavételében

fog minket segiteni. Es azt mondjuk, hogy ha az ij-edik kommutator nem

nulla, akkor az S értékét noveljik x([e;, e;], ex)-val, mindezt tekintve a Jacobi-

azonossag szerinti 3 db k-val, azaz az ijk, jki, kij indexekre megvizsgalt

Kk-kra.

Ha pedig az igy kapott S és annak minusz egyszerese sem szerepel az

egyenletrendszeriinkben a ciklus végén, akkor S-t felvessziik az egyenletrend-

szerbe és folytatjuk tovabb a ciklust. Igy pedig a procedira visszatérési értéke

a Jacobi-azonossdgbdl szarmazo egyenletek listaja lesz.

>

vV V. V V V V V V V

setofeq:=proc(k,komm,M)

local dimv, eqgset, ee, ff, kk, S:
dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) *k+1:

egset:=:

for ee to dimv do

for ff from ee+l to dimv do

for kk from ff+1 to dimv do

S:=0:

if komm[ee,ff]<>0 then
S:=S+signum(komm[ee,ff])*M[abs (komm[ee,ff]) ,kk]:
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end if:

if komm[ff,kk]<>0 then
S:=S+signum(komm [ff, kk])*M[abs (komm[ff, kk]) ,ee]:
end if:

if komm[kk,ee]<>0 then
S:=S+signum(komm[kk,ee])*M[abs (komm[kk,ee]) ,ff]:
end if:

if S<>0 then

if member(S,eqset) or member(-S,eqgset) then
else egset:=‘union‘(eqgset,S = 0):

end if:

end if:

end do:

end do:

end do:

return egset:

vV V. V. V V V V V vV V V V V V V V V

end proc:

Az M Mecreate k' paramétereire a Jacobi-azonossagot alkalmazva egy
olyan egyenletrendszert kapunk, melyben minden egyenlet esetében x’-nek
egy, kettd vagy harom paramétere lesz nullaval egyenls, méghozza gy, hogy
a paraméterek a bal oldalon helyezkednek el, a jobb oldal pedig nulla lesz.

A simpegset proceduraval azokat a paramétereket fogjuk megadni, ahol
az egyenlet csupan egy paraméterbdl éallt, azaz +a; = 0 alaki. A procedura
egyetlen bemenete egy egyenletrendszer lesz. Els6 1épésben, ha az egyenlet-
rendszeriinkben t6bbszor szerepel egy egyenlet vagy annak konstansszorosa,
mely esetiinkben csak minusz egyszerese lehet, akkor a feleslegesen megjelené
tobbszoros egyenletektsl megszabadulunk.

Ezt kovetSen egy for ciklus segitségével végig megyiink az igy kapott
egyenletek listdjan, és leellendrizziik, hogy az egyenlet jobb oldala valoban
nulla, és hogy a baloldal hossza egy, tehat a;, = 0 alakd, akkor az ¢ inde-
xet eltaroljuk a templnull-ban, majd toroljiik az egyenletet az egyenletek
listajarol. Valamint még azt az esetet vizsgaljuk meg, hogy ha a baloldal
hossza kettd, azaz —a; = 0 alaka az egyenletiink (mivel a Maple az elGjelet,

miiveleteket, mint az Osszeadas, szorzés is az egyenlet hosszanak szamolja),
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akkor hasonléan elmentjiik az adott ¢ indexét a paraméternek, majd toroljiik

az egyenletek kozil.

A visszatérési értékeink az igy elmentett paraméterek indexeinek listaja,

valamint ezen egyenletek elhagyésaval kapott egyméstol fliggetlen egyenle-

tekbdl allo egyenletrendszer lesz.

>

vV V. V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

\Y

simpeqgset:=proc(egset)

local egsetv, cce, tempcc, templnull, lengthrightside,
lengthleftside, leftindex:

egsetv:=eqgset:

for cce in eqgsetv do

if rhs(cce)=0 and member(-lhs(cce)=0,eqsetv) then
eqsetv:=‘minus‘(eqsetv,cce) end if end do:
tempcc:=eqsetv:

templnull:={}:

for cce in tempcc do
lengthrightside:=nops(rhs(cce)):
lengthleftside:=nops(lhs(cce)):

if rhs(cce)=0 and lengthleftside=1 then
leftindex:=op(1,lhs(cce)):
templnull:=‘union‘(templnull,leftindex):
tempcc:=‘minus‘ (tempcc,cce) end if:

if rhs(cce)=0 and lengthleftside=2 and op(1l,lhs(cce))=-1
then

leftindex:=op(1,op(2,lhs(cce))):
templnull:=‘union‘(templnull,leftindex):
tempcc:=‘minus‘ (tempcc,cce)

end if:

end do:

return templnull, tempcc:

end proc:

A dimker egy olyan matrixot reprezental, melynek soraiban az egyenlet-

rendszerek, oszlopaiban a valtozok allnak, ez L L, melyet Ggy reprezentaltunk,

hogy el6szor 1étre hoztunk egy nullméatrixot, melynek annyi sora van, ahany

egyenlet, és annyi oszlopa, ahany valtozo. Ezt kdvetGen pedig leellendriztiik,

hogy az egyenletrendszeriink valo6ban nem volt hibasan kitiizve, azaz a jobb
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oldalon valéban minden nulla, ha mégsem volt helyes a kittizés, akkor hiba
iizenettel tériink vissza.

Aztén egy for ciklus segitségével feltoltottiik a matrixot gy, hogy a meg-
felels indexek helyére a megfelels konstans keriiljon az egyenletek és a val-
tozok Osszefiiggésében. Tovabba ez teljesiti, hogy LL -z = 0. A dimenzio

tételbdl pedig tudjuk, hogy

dim(Ker(LL)) + dim(Ran(LL)) = p,

ahol p a valtozok, azaz a paraméterek szama. Tehat

dim(Ker(LL)) = p — dim(Ran(LL)).

Igy pedig dim(Ker(LL))-lel azt kaptuk meg, hogy a ' kommutator ko-
ciklusban hany fiiggé paraméteriink lesz. Azaz, hogy az n tér dimenzids
Galilei-csoport gyenge kohomologia osztalyai kozott hany fiiggd paraméter

van.
dimker:=proc(eqgset,varset)

local egsetfinal, numofeq, numofparameters, LL, tt, cce,
e, dimensionofker:

eqsetfinal:=eqgset:
numofeq:=nops(eqsetfinal):
numofparameters:=nops(varset) :
LL:=Matrix(numofeq,numofparameters,0) :
tt:=1:

for cce in egsetfinal do

if rhs(cce)<>0 then print(hiba)

end if:

for e to numofparameters do

LL[tt,e] :=coeff(lhs(cce),ale]):

end do:

tt:=tt+1:

end do:
dimensionofker:=numofparameters-Rank(LL) :
return dimensionofker:

vV V. V. V V V V VvV V VvV V V V V V V V V V

end proc:
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Ezek utan méar pedig csak le kell futtatnunk a programunkat a pro-
ceduraknak az iméntiekben vazolt egymas utan torténd végrehajtasukkal,
melynek hasznalata az alabbiakban figyelhet6 meg a 2 + 1 tér-id6 dimen-

zi6s Galilei-csoport kommutator kociklusaihoz tartoz6 gyenge kohomologia

osztalyok végig szamolasaval.

>

vV V.V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

k:=2:

dimv:=(1/2)*k~2+3*k*(1/2)+1:
numofparameters:=(1/2)*dimv* (dimv-1) :
generators:=create(k):
comm:=commmatrix(k,generators):

print("Az MM matrix elso megalkotésa,

és a paraméterek listaja."):

cc:=Mcreate(k):

alist:=cc[1]:

MM:=cc[2]:

print("A null kohomoldgia a kovetkezd paramétereket
adja O-nak."):

cc:=zerocohom(k,comm,MM,alist) :
zeroplacesinmatrix:=cc[2]:

print("A mdédositott paraméterkészlet és az MM matrix,
az elozdekkel."):
cc:=MMcreate(k,zeroplacesinmatrix) :

alist:=cc[1]:

MM:=cc[2]:

print("A Jacobi-azonossag a kovetkezo egyenleteket
adja"):

eqset:=setofeq(k, comm,MM) :

print ("A null paraméterek és a null paraméterekkel
egyszeriisitett egyenletek."):
cc:=simpeqset(eqgset):

zeroindex:=cc[1]:
newzeroplacesinmatrix:=zerosinM(k,MM,zeroindex) :
allzeros:=‘union‘(zeroplacesinmatrix,
newzeroplacesinmatrix):

print ("A mdédositott paraméterkészlet és az MM matrix,
az eddigiekbol."):
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vV V. V. vV V VvV V V V V V V V V V V

cc:=MMcreate(k,allzeros):
alist:=cc[1]:
MM:=cc[2]:
print ("A Jacobi-azonossagbdl adddd egyenletek."):
egset:=setofeq(k, comm,MM) :
cc:=simpeqset(eqgset):
trivialzeros:=cc[1]:
eqsetfinal:=cc[2]:
print ("Az egyenletek és a paraméterek szédma."):
numofeq:=nops(eqsetfinal):
numofparameters:=nops(alist):
print ("A mitrix magterének dimenzidja
az egyenletek halmaza altal."):
kohom:=dimker (eqsetfinal,alist):
print("Ez az a szam, mely a kommutator kociklusok
gyenge kohomoldgidajat jellemzi."):
k=2
dimv := 6
numofparameters = 15
0 -1.00 0010 000
1 00 0000 001
generators = | , ,
0 00 0000 0 0O
0 00 0000 000
0001 0000 0000
0000 0001 0000
0000 | loooo||ooo1]
0000 0000 0000

o O O O
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comm =

4 0 0 0 0 O

0 -4 -50 0 O

Az MM matrix elsé megalkotasa, és a paraméterek listdja.”

alist := [ah az, ag, a4, as, Ae, A7, ag, A9, @10, @11, 12, A13, A14, CL15]

0 aq ao as Q4 as

—a; O ag ar as Qg

—Qz —ag 0 aio a1; Q12

MM =

—a3 —ay —daio 0 @13 Q14

—a4 —ag —aijx; —ais 0 15

—as —ag —aiz —ais —ajs 0

,A null kohomolégia a kévetkezd paramétereket adja 0-nak.”
cc = {1,2,3,4}, {[1,2],[1,3],[1,4], [1,5]}
zeroplacesinmatriz == {[1,2],[1,3],[1,4],[1,5]}

A modositott paraméterkészlet és az MM métrix, az el6zGekkel.”
alist = |ay, as, as, aq, as, ag, ar, as, ag, G1g, a11)

0 0 0 0 0 ax

0 0 ao as as Qs

0 —a2 0 ag ary as
MM =

0 —a3 —Aag 0 ag aio

0 —a4 —a7 —Qg 0 a1

—ay —as —ag —ayp —a;; 0
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A Jacobi-azonossag a kovetkezd egyenleteket adja.”

GQSGt = {ag = 0, ag = 0, agl = 0, —a5 = 0, —ag = 0, —a10 = O, —a4 + ag = 0,

—a6—a4:O,a6+a4:0,a7—a3z()}

,A null paraméterek és a null paraméterekkel egyszertisitett egyenletek.”
cc = {5,8,9,10,11}, {—a4 + ag = 0,a6 + a4 = 0,a7 — a3 = 0}
zeroinder = {5,8,9,10,11}
newzeroplacesinmatriz = {[2,6],[3,6],[4,5], [4, 6], [5, 6]}
allzeros = {[1,2],[1,3],[1,4], [1,5],[2,6],[3,6],[4,5], [4,6],[5,6]}

A modositott paraméterkészlet és az MM matrix, az eddigiekbdl.”

alist == [ay, ag, as, aq, as, ag)

0 0 0 0 0 a
0 0 as ag ag O
0 —ay 0 a5 ag O
0O —a3 —as 0 0 O

0O —as —ag 0 0 O

—a 0 0 0 0 O

A Jacobi-azonossaghol ad6do egyenletek.”
eqset == {—as+a5=0,—as —ay = 0,a5 + a4y = 0,a6 — a3 = 0}
trivialzeros == {}
egsetfinal = {—a4 + a5 =0,a5 + a4 = 0,a6 — a3 = 0}
Az egyenletek és a paraméterek szama.”
numofeq == 3
numofparameters := 6
A matrix magterének dimenzidja az egyenletek halmaza éltal.”
kohom := 3
Bz az a szam, mely a kommutator kociklusok gyenge kohomologidjat

jellemzi.”
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Majd pedig lefuttattuk még a 4 + 1 tér-idé dimenzios esetben is, 4&m ugy
dontottiink, hogy csak a legfontosabb adatokat kozoljlik, mivel ennek terje-
delme mar szinte egy masik szakdolgozatot is kitenne. Igy tehat a kovetkezok
adodtak a 4 tér térdimenziosra.

LA tér dimenzidja és a kezdeti paraméterek szama:” 4,105
A Jacobi-azonossag a kivetkezd paraméterek szamat adja 0-nak.”, 84
Az egyenletek és paraméterek szama:”, 10,7
A szabad paraméterek szama, melyek a kommutator kociklusok gyenge
kohomologiajat jellemzik:”, 1

Végiil pedig irtunk egy procedurat, ami az el6bbi procedirak hasznéla-
taval, csupan a tér dimenzié megadésaval képes megadni nekiink az adott tér
dimenzidhoz tartozé Galilei-csoport szabad paramétereinek szaméat, azaz azt

Tovabba érdekességképpen kiirattuk vele a kévetkezéket is rendre: a tér
dimenzidjat, a kezdeti paraméterek szaméat, a gyenge kohomoldgia altal kinul-
lazott paraméterek szamat, a Jacobi-azonossag null paramétereinek szamat,
az egyenletek és az 1j paraméterek szamat, legvégiil pedig a gyenge kohomo-

logia jellemzésére hasznélatos szamot.
> cohom:=proc (kk)

local k, dimv, numofinitialparameters, generators, comm,
cc, alist, MM, zeroplacesinmatrix, firstzeros, eqgset,
zeroindex, numofparameters, newzeroplacesinmatrix,
secondzeros, allzeros, trivialzeros, eqsetfinal, numofeq,
kohom:

k:=kk:

dimv:=(1/2)*k~2+(3/2) *xk+1:
numofinitialparameters:=(1/2)*dimv*(dimv-1):
generators:=create(k):
comm:=commmatrix(k,generators):
cc:=Mcreate(k):

alist:=cc[1]:

MM:=cc[2]:

cc:=zerocohom(k,comm,MM,alist):

vV V V. VvV V V V V V V V V V V
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vV V. V. V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V V

zeroplacesinmatrix:=cc[2]:
firstzeros:=nops(zeroplacesinmatrix) :
cc:=MMcreate (k,zeroplacesinmatrix):
alist:=cc[1]:

MM:=cc[2]:

eqset:=setofeq(k, comm,MM) :
cc:=simpeqset(egset):

zeroindex:=cc[1]:
secondzeros:=nops(zeroindex) :
newzeroplacesinmatrix:=zerosinM(k,MM,zeroindex) :
allzeros:=‘union‘(zeroplacesinmatrix,
newzeroplacesinmatrix):
cc:=MMcreate(k,allzeros):

alist:=cc[1]:

MM:=cc[2]:

eqset:=setofeq(k, comm,MM) :
cc:=simpeqgset(egset):

trivialzeros:=cc[1]:

eqsetfinal:=cc[2]:

numofeq:=nops(eqsetfinal):
numofparameters:=nops(alist):

kohom:=dimker (eqsetfinal,alist):

return k, numofinitialparameters, firstzeros,
secondzeros, numofeq, numofparameters, kohom:
end proc:

Legvégiil pedig egy for ciklus hasznalatéval lefuttattuk és kifrattuk az

el6bb részletezett cohom procedurat 1-t61 10-ig.

>

>

for e to 10 do print(cohom(e))
end do:

1,3,1,0,0,2,2
2,15, 4, 5,3, 6,3
3,45, 9, 30, 6, 6, 1
4,105, 14, 84, 10, 7, 1
5, 210, 20, 185, 10, 5, 1
6, 378, 27, 345, 15, 6, 1
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7, 630, 35, 588, 21, 7, 1
8, 990, 44, 938, 28, 8, 1
9, 1485, 54, 1422, 36, 9, 1
10, 2145, 65, 2070, 45, 10, 1
Ezekbdl pedig az latszik, hogy a tér dimenzié névelésével nagyon gyorsan
nd a kezdeti paraméterek szama, melyekbdl a legtobb a Jacobi-azonossag null
paramétereinek meghatarozasakor esik ki. Valamint megfigyelhets, hogy a
legalabb 3 tér dimenzios Galilei-csoportok esetében a kommutator kociklusok

gyenge kohomologiai mar csupan egyetlen paramétertsl fliggnek.
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4. Osszefoglald

c s

jellemzése méar ismert volt. Jelen szakdolgozattal az volt a célunk, hogy
magasabb térdimenzios esetekben is megadjuk a Galilei-csoport gyenge ko-
homologiainak jellemzésére alkalmas paramétereket.

kedtiink néhany alaptulajdonsagaval [1] és [5] konyvek, valamint a [6] szak-
dolgozat segitségével. Definidltuk a témakor targyalasahoz sziikséges alapfo-
galmakat a [3] alapjan, valamint meghataroztuk a Lie-algebrat a [4] szocikk
felhasznalasaval. Tovabba a Galilei-csoport megértéséhez sziikséges fogal-
makat vezettiink be [5] és [6] alapjan. Megismerkedtiink a félecsoportokkal,
az egyparaméteres részcsoportokkal, a kommutéator kociklusokkal. Ezeket
a fogalmakat egy egyszerd példan, a specialis lineéaris csoporton keresztiil
szemléltettiik a [2| konyv alapjan.

A 2. fejezetben a legfeljebb harom térdimenziés Galilei-csoport kommu-
tator kociklusainak gyenge kohomolégiait szamitottuk végig. A 3. fejezetben
pedig egy szamitogépes programot prezentaltunk, amit arra irtunk, hogy ma-
gasabb tér dimenzios esetekben is megallapithassuk a Galilei-csoport gyenge
kohomoloégiainak jellemzésére alkalmas paramétereket, melyeket a program
segitségével 10 tér dimenzidig kiszamitottunk. Lattuk, hogy a legaldbb 3

térdimenzios esetekben a fliggd paraméterek szama 1 volt.
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