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Bevezetés

Az indukalt reprezentacié fogalma F.G. Frobeniustdl szarmazik, aki véges csoportok
esetén vezette be az alabbi konstrukciot. Legyen G egy véges csoport és H C G egy
részcsoport. Tegyiik fel tovabbd, hogy adott a H részcsoportnak egy o : H — Aut(X)
linearis reprezentaci6ja valamely Xx véges dimenziés vektortér felett. Tekintsiik a ko-
vetkez6 halmazt.

FO={fe F(GX)|VeeGVyeH: f(zn) = o(n ") f(z)}
Ezen a linearis téren
L:G—AutZ%g— Ly = (f = Lg(f))

a G csoportnak egy linedris reprezentdcidja, ahol € G esetén L,(f)(x) = f(g 'z).
Koénnyen meggy6zodhetiik réla, hogy az L leképezés joldefinidlt és valoban egy line-
aris reprezentici6jat létesiti a G csoportnak az Z#° tér felett. Frobenius ezt az L
reprezentaciot nevezte a H részcsoport o reprezentacidja dltal indukadlt reprezentdcio-
nak. Kideriil, hogy hatékonyan elemezhetok G azon linedris reprezentaciéi, amelyek
valamely H C G részcsoport o reprezentacidjabdl indukalédnak, igy fontossa valik
a kovetkez6 kérdés. Hogyan jellemezheték G indukélt reprezentaciéi? Egyik leheto-
ség az imprimitivitas-redszerek bevezetése. A fenti jeloléseknél maradva, legyen m :
G — Aut(F) a G csoportnak egy linedris reprezentacidja az F' vektortér felett, vala-
mint legyen p : G x M — M csoporthatas az M halmaz felett. Tegyiik fel tovab-

bé, hogy létezik egy @) F, (Frn # {0}) direktosszeg felbontdsa az F térnek, melyre
meM
Vo € G,Vm € M esetén m(x)(F,) C Fyum). Egy iyen altér-felbontést a 7 reprezentéci-

6hoz tartozé, p feletti imprimitivitds-rendszernek neveziink. Kideril, hogy a G csoport
alis imprimitivitas-rendszer, illetve, hogy lényegileg csak ezen reprezentaciokhoz tartozik
ilyen imprimitivitas-rendszer (imprimitivitds-tétel).

A kvantumfizika és a reprezenticidelmélet szoros kapcsolata az egyik f6 motivacidja
a fenti konstrukciok és tételek atiltetésének lokalisan kompakt topologikus csoportok
folytonos, unitér reprezentacidinak elméletébe. Ebben a vonatkozasban G.W.Mackey
munkéssidga az egyik legmeghatérozobb, aki az 6tvenes években bevezette az indukdlt
folytonos unitér reprezentdciokat és tobbek kozott bizonyitott egy, az elobb ismertetett
imprimitivitas-tétellel analog allitast is. Mackey allitdsai M2 csoportokra vonatkoztak
azonban a hatvanas évek elején, Lynn Loomis és Robert J. Blattner munkassaga révén,



ezen feltevéstol sikeril ,,megszabadulni”.

Jelen dolgozat célkitilizése ismertetni az indukalt folytonos unitér reprezentacié fogal-
mat és egy 6nallo bizonyitast adni az imprimitivitas-tétel egzisztencia részére. A dolgozat
harom fejezetre tagolodik, melyek tartalat az alabbiakban réviden ismertetjiik.

Az els6 fejezet a matematika kiillonbozé teriileteirél (dltaldanos topoldgia, topologikus
vektorterek elmélete, normalt algebrak elmélete, illetve topologikus integralelmélet) fel-
hasznalt fogalmak és allitasok gytijteményét képezi. A bizonyitas nélkiil kozolt allitasok
hivatkozéssal ellatva szerepelnek. (Ez a dolgozat egészére is vonatkozik.) Az elsé fejezet
egyik legfontosabb 6nallé eredménye a allitas, amely kulcsfontossagi a harmadik
fejezetben szereplo lemma bizonyitasaban.

A masodik fejezetben topologikus csoportok reprezentaciéelméletével kapcsolatos alap-
vetd allitasok és fogalmak szerepelnek. Az itt bemutatott allitasok kozil kiemelendd
a allitas, mely a dolgozat késobbi részeiben gyakran felhasznalasra keriil foly-
tonossaggal kapcsolatos érvelésekben. Kulcsfontossagiak tovabba a és a
allitasok az indukalt folytonos unitér reprezentaciok bevezetésénél. Ezen allitasok bizo-
nyitasainak meg nem hivatkozott részei szintén sajat észrevételeken alapszanak.

A harmadik fejezet elso alfejezetében definidljuk az indukalt folytonos unitér abrézola-
sokat. Lathato, hogy a Frobenius altal megadott kostrukcié altalanositasanak legnehe-
zebb része a megfelel6 fiiggvénytér kivalasztasa, illetve ennek ellatasa egy pre-Hilbert-tér
strukturaval. Az itt bemutatott realizdcidja az indukélt reprezentdcioknak Robert J.
Blattnertél szarmazik. A allitas jellemzést ad az indukalt reprezentacio alapteré-
re melyet a késébbiekben felhasznalunk az el6bb emlitett lemma bizonyitasaban.
Az allitasban szerepld leképezés és sziirjektivitdsanak bizonyitdsa [Folldl, 6, No.6.1]-bél
szarmazik, a tobbi tulajdonsag, illetve azok igazolasa 6néllé megfontoldsok alapjan tor-
tént.

A harmadik fejezet masodik alfejezetében vezetjiikk be az imprimitivitas-rendszer fogal-
mat, illetve itt bizonyitjuk az imprimitivitas-tételt is. Imprimitivitas-rendszerekkel kap-
csolatos fontos 6nallé eredmény a allitas, melyet az imprimitivitas-tétel bizonyi-
tasdban felhaszndlunk. Ez utébbi tétel bizonyitdsa a |[Ors79] cikkben leirt gondolatme-
netet koveti, azonban, foleg a bizonyitas utolsd lépésében, nemtrivialis médositasokra
volt sziikség az indukalt reprezentaciok altalunk hasznalt realizdcidja és a cikkben hasz-
nalt realizaci6 eltérése miatt. Itt jatszik kulcsfontossagn szerepet a mar sokat emlegetett

(3.2.8)) lemma.



1. fejezet

Alapismeretek, fogalmak

1.1. Meglallapodasok, jelolések

A kovetkezdkben osszefoglaljuk a dolgozatban hasznalt jeloléseket és konvencidkat.
Ry ={teR|t>0},R; :=R, U{+o0},R:=RU{+0c0, —00}

- Ha X, Y halmazok, akkor valahdnyszor amikor tekintiink egy f : X — Y fliggvényt
feltessziik, hogy Dom f = X.

- A dolgozatban tekintett vektorterek mind K € {R,C} felettiek, valamint a trividlis
esetek targyalasanak mell6zése céljabdl feltessziik, hogy nem nulla dimenzidsak. A te-
kintett pre-Hilbert- illetve Hilbert-terek C felettiek.

- Vektorterekre, csoportokra, topologikus terekre csak az alaphalmazaik bettiivel hivat-
kozunk. Ha egy X vektortér esetén ki szeretnénk hangsilyozni, hogy mely test felett
tekintjiik, akkor az Xk jelolést hasznéljuk.

- A dolgozatban szerepld csoportok egységelemeit, amennyiben ez nem okoz félreértést,
1 jeloli.

pont esetén Jx(x) jeloli az x pont kérnyezetszir6jét. Ha (X, ||-||) normalt tér akkor Tx
helyett a 7. jelolést hasznaljuk. Amennyiben (z;);c;r C X egy altalanositott sorozat,

ugy a x; £ g jelolés azt fejezi ki, hogy az (x;);c; dltalanositott sorozat konvergdl az
x € X elemhez a Jx topologia szerint.

- Ha X egy topologikus tér és A C X tetszOleges részhalmaz, akkor Jx [ A jeloli az A
részhalmazon a Jx szerinti altértopoldgiat.

- Ha X # () halmaz és o, B C P(X) két halmazrendszer X felett, Ggy az o < A
jelolés azt fejezi ki, hogy a % halmazrendszer finomabb, mint az &/ halmazrendszer,
azaz VA € o/ : AB € # : B C A.



- Egy X vektortér algebrai dualisat X™ jeloli illetve amennyiben X topologikus vektor-
tér, gy a topologikus dudlisat, azaz a folytonos linedris funkcionaljainak osszeségét, X’
jeloli.

- Ha XY vektorterek, akkor Lin(X,Y) (X = Y esetén egyszeriien Lin(X)) jeloli az
X — Y linearis operatorok Osszességét. Amennyiben X, Y topologikus vektorterek, gy
Z(X,Y) (X =Y esetén egyszertien .Z (X)) jeloli az X — Y folytonos linearis operato-
rok Osszeségét.

- Ha (X, |-||) normalt tér, akkor z € X,r > 0 esetén Bl'l(z) .= {y € X | |l —y|| < r}
tovabba Eﬂ' (x) jeloli az = kézéppontid, r sugart zart gombot.

- Ha X,Y # 0 halmazok és f : X — Y fiiggvény, valamint y € Y tetszdleges, akkor

[f=vy] = fl({y}) ([f #v] = fl(Y \ {y})). Ha Y =R, akkor hasonléan értelmezziik az

[f >yl If <, lf =yl [f <y] halmazokat. Amennyiben X topologikus tér, valamint

Y vektortér és f: X — Y fuggvény, ugy hasznéljuk a supp f := [f # 0] jelolést.

- Ha X, Y két halmaz, akkor . (X;Y') jeloli az X — Y fliggvények 6sszeségét. Amennyi-

ben Y = R, (R,), dgy az ., (X) jelélést haszndljuk. Amennyiben X,Y topologikus

terek, gy C'(X;Y) jeloli az X — Y folytonos fiiggvények Osszességét.

- Ha X # 0 halmaz, és H C .#(X;R) nemiires halmaz, A f, \/ f € Z(X;R) jelolik
€H feH

azokat a fiiggvényeket, melyekre z € X esetén ! !

(A H@):=inf f(2),(V f)(z):=sup f(z)
feH feHd feH feH

teljesiil.

- Legyen (X;);e; nem tires halmazok egy rendszere. Ekkor i € I esetén jelolje pr; az i
indexhez tartoz6 projekciét, azaz pr; : HXZ- — X5 (T)ier — @ Ha x = (2;)er € HXi

iel icl
és ig € I tetszdleges, akkor jelolje in;, x az i indexhez tartozo, x elemre vald inkluziot,
azaz
in, x : X, — HXZ-; a+— a,
iel

ahol pr; (a) = a, illetve ¢ € I : i # iy esetén pr;(a) = x;.

1.2. Altaldnos topolégia

Az alabbi éllitasok megtaldlhatok [Ja96l Fiiggelék, No.3]-ban.

1.2.1 Definicié. Legyen X topologikus tér. AmennyibenVz € X : AK € Ix(x) kompakt
kornyezet, gy az X teret lokdlisan kompaktnak mondjuk.
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1.2.2 Megjegyzés. A tovdbbiakban az ,LCH” kifejezés a ,lokdlisan kompakt Hausdorff”
kifejezést roviditi.

1.2.3 Allitas. Legyen X LCH tér, K C X kompakt halmaz, valamint U € Tx olyan,
melyre K C U. Ekkor 3V € Ix : K C V,V C U, valamint V kompakt halmasz..

1.2.4 Allitas. (Uriszon-lemma LCH terekre) Legyen X LCH tér, K C X kompakt
halmaz, valamint U € Jx olyan, melyre K C U. FEkkor 3f € A, (X) : 0 < f <
L,supp f C U, valamint K C [f = 1].

1.2.5 Allitas. (Egységosztéis-tétel LCH terekre) Legyen X LCH tér, K C X kom-
pakt halmaz, valamint Uy,... U, € Jx nyilt halmazok olyan véges rendszere, melyre

K C |J Uy. Ekkor 3¢, ..., 00 € Ho(X):Vk € {l,...,n}:0 < ¢ <1, supp ) C Uy,

k=1
valamint K C |>_ ¢r = 1] és > o < 1.
k=1 =1

1.2.6 Allitas. (Tietze kiterjesztési tétel LCH terekre) Legyen X LCH tér, K C X
kompakt halmaz és U € Ix olyan, melyre K C U. Ekkor, ha a,b € R : a < b és
feC(K,Ix | K);la,b]), akkor 3f € # (X;]a,b]) : supp f C U, valamint f | K = f.

1.3. Topologikus vektorterek

1.3.1 Definicié. Legyen X egy topologikus tér.

(i) Ha az X halmazon adott eqy csoportstruktira, melynek csoportszorzdsat illetve in-
vertdlasat rendre p : X x X — X i : X — X jeloli, akkor amennyiben ezen leképezések
(Ix x Tx, Tx)-illetve (Tx, Tx)-folytonosak, gy az X teret topologikus csoportnak ne-
vezziik.

(ii) Ha az X halmazon adott egqy vektortér struktira gy, hogy az alulfekvd csoport-
struktirdval X topologikus csoport, valamint o« K x X — X;(\,x) — Az leképezés
(T x Ix, Ix)-folytonos, akkor az X teret topologikus vektortérnek nevezziik.

1.3.2 Definicié. Legyen X vektortér K felett és A C X tetszdleges részhalmaz.
(i) Az A részhalmazt kiegyensilyozottnak mondjuk, ha B1(0)A C A.

(ii) Az A részhalmazt elnyelének mondjuk, amennyiben Vx € X : Jc > 0 dgy, hogy
VAeK: |\ >c=a2 e A



1.3.3 Definicié. (Lokalisan konvex topologikus vektortér) Egy X topologikus vek-
torteret lokdlisan konvexnek neveziink, ha létezik a 0 € X pontnak konvex halmazokbol
allo kornyezetbdzisa. Ekkor az X feletti topologiat lokdlisan konvex topologianak mond-
Juk.

1.3.4 Allitas. Legyen X vektortér tovdbbd legyen (X))ier lokdlisan konvex terek illetve
(wi)ier : Vi € I : u; € Lin(X;, X) linedris operdtorok rendszere. Ekkor létezik X felett
leghdvebb lokdlisan konvex Tx topoldgia, melyre Vi € I esetén az u; operdtor (Tx,, Ix)
folytonos. Ekkor a Tx topolégiat az (X, u;)ier rendszer dltal induktivan eldallitott lokd-
lisan konvex topologianak nevezzik.

1.3.5 Megjegyzés.

(i) Fontos specidlis eset az, amikor ¥i € I esetén X; C X linedris altér és u; az X;
altérnek az X térbe valo kanonikus bedgyazdisa. FEkkor azt mondjuk, hogy (X, Ix) az
(Xi)ier altér-rendszer induktiv limesze.

(ii) A kovetkezdképpen megadhatjuk az (X, Ix) térben a 0 pontnak egy kornyezetbazisdt:
legyen € = {A C X | A konvez, kiegyensilyozott, elnyelé}. Ekkor B .={V € € | Vi €

I: ﬂ;(V) € Ix,(0)} kiornyezetbizisa a 0 pontnak az X térben. Specidlisan: ha ¥i € I
esetéen X; C X linedris altér és u; az X; térnek az X térbe valo kanonikus bedgyazdsa
akkor ={V € € |Vie I :VNX, € Ix,(0)}. Ezért ebben az esetben eqy V C X
pontosan akkor kérnyezete a O pontnak ha IW € € : (W C V)ANNMi el - WNX; €
Ix,(0)). A részletek megtaldlhatok [Jd98, XIV, §3]-ban.

(iii) Amennyiben ZuZ(XZ) = X gy a kovetkezéképpen is megadhatjuk az X térben

el

a 0 pontnak egy kirnyezetbdzisat: Vi € I esetén legyen B; C Tx,(0) kiegyensilyozott
halmazokbol dllo kornyezetbazis. Ekkor

B = {co (Uuim)> |Viel: Ve %Z}

icl

kérnyezetbazisa a O pontnak, ugyanis: eldszor megmutatjuk, hogy B C B (A a (ii)
pontban megadott kornyezetbdzis). Legyen B € B, © € B és |\| < 1. FEkkor Vi €

I : 3V, e B, : B=co UuZ(Vz) , valamint In € N : dxq,..., 2, € UuZ(V,) és
icl i€l

ey, ... e, €0,1] Z cp,=1,0= Z cx. Ekkor \x = Z ck(Azy) € B mivel U u; (V;)
k=1 k=1 k=1 il
kiegyensilyozott, igy Vk € {1,...,n} : Azy € | w;(Vi), tehdt B kiegyensilyozott. Legyen
iel



most x € X = Y w(X;) = In € N: Jiy,...,4, € [ : Jzy, € uy(Xy,),..., 3, €

il A
ui, (Xi,) t @ =Y xy,. Mivel Vi € {1,...,n} : u;, (V) C w;, (X;,) elnyeld igy Ie >
k=1

0:VAEK:|N>c=Vke{l,...,n}:x, € M (Vi) = X lay, € u, (Vi) =

(nA\) o = Zn_l()\_lmik) € B = x € nAB tehdt cn megfeleld kiiszob igy B elnyeld
k=1
és definicidja szerint konvex, tehdt B € €. Tovdbbd Yi € I :V; C ﬂll-(B) = B e A
Masodszor ha V€ B =Vie Il :3V,e€ B, :V, C ﬂ%(V) = Uul(‘/;) C V ami konvex
iel
igy B > B := co (U uz(V;)> C V vagyis B < B tehdt utcbbi is kornyezetbizisa a 0
icl

pontnak. (Ezen dllitas [Bou87, II, §4, No./[-bél szarmazik.)

1.3.6 Allitas. Legyen X vektortér, (X,)ier lokdlisan konvex terek egy rendszere ésVi € 1
esetén legyen u; € Lin (X;, X). Ldssuk el az X teret az (X, u;)ie; rendszer dltal induk-
tivan elddllitott topologidval és legyen Y lokdlisan konvex tér. Ekkor Yu € Lin (X,Y) :
ve Z(X)Y)eViel:uou € Z(X,,Y).

1.4. #(X;F) terek specialis tulajdonsagai

1.4.1 Jelolés. Legyen X LCH tér, A C X tetszoleges részhalmaz, Fx Banach-tér.
H(X;F):={feC(X;F) | supp f C X kompakt}
H(X;FA) ={f e A (X;F) | supp f C A}

A pontonkénti miiveletekkel ellitva 2 (X; F) K-vektortér amelyen a f — |/ f]| =
sup || f(z)|| leképezés normat definidl és melynek VK C X kompakt halmaz esetén
zeX

H(X; F; K) zart altere, s6t, ezek a ||-||  normaval ellitva Banach-terek. Jel6lje ing

a A (X;F;K) térnek a J#(X;F) térbe valé kanonikus bedgyazdsit és jelolje Fing

a (J(X;F; K),ing)kcx kompakt altér-rendszer altal eléallitott induktiv topolégiat a
(X F) téren. Ismert, hogy ezzel a topoldgiaval ellatva % (X; F') hordés lokélisan kon-
vex topologikus vektortér (vagyis olyan lokélisan konvex topologikus vektortér, amelyben
barmely kiegyensilyozott, zart, konvex, elnyel$ halmaz (hordd) a 0 pontnak kornyeze-
te),valamint Hausdorff topologikus tér is (ez utobbi azért igaz, mert Fnq = 7. _). To-
vabba, az is igaz, hogy VK C X kompakt halmazra Znq [ £ (S; F; K) = J (K (S; F; K)).
Ezek az allitasok megtalalhatok [Ja98, XTIV, §3]-ban.



A tovébbiakban, amennyiben az ettdl vald eltérést nem hangsilyozzuk ki, a £ (X; F)
tereket a Zi,q topoldgiaval ellatva tekintjuk.

1.4.2 Megjegyzés. Az (iii) allitds szerint a 0 pontnak

B = {co( U BMOO(O) ﬂ%(X;F;K)) | VK C X kompakt halmazra : ex > O}

KcX
Kkompakt

eqy kornyezetbazisa a A (X; F) térben.

Sziikségiink lesz a kovetkezd, £ (X; F') tereken értelmezett illetve ilyen terekbe képzé
leképezések folytonossdganak jellemzéseire (1d. [Follbl 6, No.6.3]).

1.4.3 Allitas. Legyen X,Y LCH tér és Fx Banach-tér. Ekkor az aldbbi dllitdsok telje-
sulnek.

(i) Ha e H(X;F)*, akkor p € #(X;F) < VK C X kompakt halmazra o o ing €
H (X, FK) .

(ii) Legyen T € Lin (A (X; F), # (Y; F)). Ha YK C X kompakt halmazhoz 3L C'Y
kompakt halmaz igy, hogy T o ing : JH(X;F; K) — (Y F; L) folytonos, akkor T
folytonos.

(iii) Legyen B : K (X, F) x A (Y F) — JH (X x Y; F) bilinedris operdtor. Ha VK C
X,VK' CY kompakt halmazhoz 3L C X xY kompakt halmaz, gy, hogy

Bo (ing,ing) : H(X; F; K) x K (Y; F; K') —» (X X Y; F; L)

folytonos, akkor B folytonos.

(iv) Legyen ® : X — A (Y F) egy leképezés. Ha VK C X kompakt halmazhoz 3L C'Y
kompakt halmaz gy, hogy ® | K : K — (Y F; L) folytonos, akkor ® folytonos.

1.4.4 Megjegyzés. Legyen X ésY LCH tér. Ekkor Vf € # (X;K),Vg € #(Y;K)
esetén az f @ g : X XY — K;(z,y) — f(x)g(y) leképezés folytonos, hiszen f @ g =
(f o pry)(g o pry), valamint Idthatd, hogy supp f ® g = supp f X suppg igy f ® g €
H (X x Y;K). Igy definidlhatjuk a

H(X;K)@ Z(YV;K) :=span{f®gec (X xY;K) | fe #(X;K),ge #(Y;K)}

halmazt, mely linedris altere a # (X x Y;K) térnek. Ldathaté tovdbbd, hogy a & :
H(X;K) x Z(YV;K) — (X x YV;K);(f,9) — f® g leképezés bilinedris, sét, az
is igaz, hogy a ( (X;K) @ #(Y;K),®) par rendelkezik a tenzorszorzattol megkovetelt
univerzdlis tulajdonsdggal (Id. [Tre67, 111]), tehdt ,jogos” a @ jelélés.
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1.4.5 Kovetkezmény. A @ : #(X;K) x Z(V;K) - (X xY;K);(f,9) — f®yg
leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C X és K' C Y kompakt halmaz. Ekkor a fentiek alapjan
A (XK K) x (VK K)) ¢ (X xY;K K x K'). Mivel f € #(X;K),g €
H(Y;K) esetén || f @ gl < Ifllo ll9lly, gy alkalmazhatd (iii). pontja ami mu-
tatja ® folytonossagat. M

1.4.6 Kovetkezmény. Legyen X LCH tér, Fx Banach-tér, ¢ € C(X;K) illetve ¢ :
X — X homeomorfizmus. Ekkor f € (X F) esetén a f > ¢f, f — f o1 leképezések
folytonos linedris operatorai a & (X; F') térnek.

Bizonyitds. A linearitds mindkét esetben vilagos. Legyen K C X kompakt halmaz
és f € H(X;F;K) tetszéleges. Ekkor suppyf C supp f C K illetve supp fot =

¢ (supp f) € v (K), valamint [ foll,, < Ll Il és 117 0 ¢l = 1], fey (C23)
(ii). pontjabdl kovetkezik mindkét leképezés folytonossaga. M

A kovetkezd allitds bizonyitasdhoz sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

1.4.7 Lemma. Legyen X topologikus tér, ¥ C P (X) tetszdleges rendszer, melyre
UY = X. Ha A C X olyan, melyre VS € 7 esetén AN S siri az (S, Tx | S)
altérben, akkor A stri az X térben.

Bizonyitds. Legyen © € X,V € Jx(x) tetszéleges. Ekkor 35 € & : z € S illetve a
feltevés szerint dy € ANS pont, melyre y € SNV. Ekkor persze y € V is teljesiil amibdl
kovetkezik az allitas. B

1.4.8 Allitas. Legyen X LCH tér és Fx Banach-tér. Legyen of C #(X;F) olyan
linedris altér, melyre teljesilnek a kovetkezok:

() A (XK ={of | pe A (X;K), fed}Co;
(ii) Vo € X esetén o (x) :={f(z)| fe A} =F.
Ekkor of = (X F), vagyis & siirti a # (X; F) térben.

Bizonyitds. Mivel # (X;F) = U{F (X;F;U) | U € Jx,U kompakt} ezért a lemma
alapjan elég latni, hogy YU € Jy esetén, melyre U kompakt, & N # (X; F;U) sii-
ri a 4 (X; F;U) altérben, amelyen a Z,q [ J (X; F;U) altértopologia megegyezik a
|, topoldgidval, mivel ez a bévebb J# (X; F :U) altér esetén is fennall. Ehhez le-
gyen U € Jx : U kompakt, g € #(X;F;U) illetve ¢ > 0 tetsz6leges. Ha z €
supp g akkor (ii) alapjan 3f, € & melyre ||f.(x) — g(x)|| < e tovabba legyen U, :=



NIl fe — gl < €] € Fna. Ekkor suppg C U U, igy supp g kompaktsiaga miatt

TESUPP g

dxy,..., 2, €Esuppg :suppg C U Us,,. Valasszunk a supp g kompakt halmazhoz egy, az
k=1
Ugys- -, Uy, lefedésnek alarendelt folytonos egységosztast: iy, ..., ¢, € H(X;][0,1]) :

Vk € {1,...,n} : suppyy C U,,, valamint suppg C |>_ ¢p = 1| és > ¢ < 1. Legyen

k=1 k=1
n

f =" ¢ifs, amia (ii) pont és &7 altér mivolta miatt eleme az &7 halmaznak. Tovabbd

k=1
supp f C U Uy, C U miatt f € #(X; F;U). Ekkor x € supp g esetén
k=1
1760) = o)l = [ ) o) = 3 lo)| = [ ) (o) - (00|

<290k Ifor(@) —g@I < > wu@) [ fan(@) —g(@)l] <&,

k:xEsupp ¢g

ahol az utolsé 1épés abbdl kovetkezik, hogy ha x € supp ¢, C Uy, , akkor || f,, (x) — g(x)|| <

g, illetve Z o < 1. Masrészt, & supp g esetén
k=1

n

Z ) fuy (2

1f(z) = g(x)]| =

| a@Ia@l= ¥ o i@l <-

k:xz€supp

ahol az utolsé lépés, mint az el6z6 esetben,

z € supp g C U, = || fo (2) = 9(@)]| = || for ()] <,

illetve > ¢ < 1 fennalldsébol kovetkezik. Igy tehét || f — gll, < e ami mutatja, hogy
k=1
o NH(X; F;U) stiri a A (X; F;U) altérben. B

1.5. Normalt algebrak

1.5.1 Definici6é. Legyen A algebra K-felett.

(i)  Ha adott eqgy * : A — A konjugdlt-linedris, anti-multiplikativ (Va,b € A esetén
(ab)* = b*a™), idempotens (**=ida) leképezés, akkor ezzel elldtva az A algebrdt, a kapott
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struktirdt *-algebranak nevezziik, valamint a * leképezést involicionak hivjuk.

(ii) Amennyiben adott egy ||-|| norma az A vektortéren melyre teljesil, hogy Ya,b €
A |lab]| < lal| ||b]] akkor A-t ezzel a normdval elldtva normdlt algebrdnak nevezziik.
Tovabba, ha az A-n adott egy involicio is amely erre a normdra nézve izometria akkor
normdalt *-algebrdardl beszélink. Ezenfelil, ha a ||-|| normdval az A tér teljes, akkor az
elébbi struktirdkat Banach-algebrdnak, illetve Banach *-algebrdnak nevezziik.

(iii) Ha A normdlt *-algebra és teljesiil, hogy Vx € A : ||z*z| = ||z||* akkor A-t pre-C*-
algebranak nevezziik. Tovdbbd, ha az A tér teljes, akkor C*-algebranak nevezziik.

1.5.2 Megjegyzés. Legyen X LCH tér és 7 Hilbert-tér. Legyen
Co(X;C):={feC(X;C) | Ve >0:3K C X kompakt : ¥Vt € X \ K : |f(t)] < e}.

Ismert, hogy # (X;C),Co(X;C) a pontonkénti miveletekkel (az involicié a figguények
pontonkénti konjugdlasa) illetve a ||-||, normdval elldtva kommutativ pre-C*- illetve C*-
algebra, valamint, hogy utobbi az elozének bizonyos értelembeli teljessé tétele, amit itt

e se s

szorzassal, illetve adjungdldsdval mint involicidval elldtva szintén C™-algebra.

1.5.3 Definicié. Legyen A *-algebra ésa € A. Ha a* = a, akkor a-t énadjungdltnak, ha

a* =a™', akkor a-t unitérnek, valamint, ha aa® = a*a, akkor a-t normdlisnak mondjuk.
n

Ha In € N : Jdzq,..., 2, € A, melyekre a = Zas};xk, akkor az a elemet pozitivnak
k=1
mondjuk.

1.5.4 Megjegyzés. Legyen € Hilbert-tér. A késobbiekben szikségink lesz az alabbi
ismert tényre (Id. [Ja98, XVI, §7]): az L () C*-algebra pozitiv elemei éppen a pozitiv
operdtorok, vagyis, az olyan u € L (H) operdtorok, melyekre Vo € H : (u(x),x) > 0.

1.5.5 Definicié. Legyen A és B normdlt *-algebra. Eqy ® : A — B leképezést *-
homomorfizmusnak neveziink, ha olyan folytonos algebra-homomorfizmus, amely meg-
tartja az involicidt, azaz, Ya € A: ®(a*) = ®(a)".

Igaz a kovetkezd, C*-algebrdk kozotti *-homomorfizmusokrdl szolé nevezetes tétel (1d.
[T598, XV1, §6)).

1.5.6 Tétel. Legyen A és B C*-algebra. Ha ® : A — B injektiv *-homomorfizmus,
akkor izometria.
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1.5.7 Definicié. Legyen A Banach *-algebra és ¢ Hilbert-tér. Ekkor eqy ® : A —
L) *-homomorfizmust az A algebra F feletti *-abrazoldsinak neveziink. Amennyi-
ben Vo € J : Va € A: pa)(z) = 0 = = = 0 teljesil ugy a ® dbrdzoldst nem-
elfajultnak mondjuk. Ha ¥ : A — L(H) szintén *-dbrdzoldsa az A algebrinak a
A Hilbert-tér felett, akkor amennyiben IW € L(H, ') unitér operdtor, melyre
Vae A: Wod(a) =V(a)oW gy a ®,V dbrdzoldsokat unitér ekvivalenseknek mondjuk
és ezt a kovetkezoképpen jeloljik: ® ~ V.

1.5.8 Megjegyzés. Legyen A Banach *-algebra, ¢ Hilbert-tér és & : A — L(H)
*-homomorfizmus. FEkkor a nemelfajultsiggal ekvivalens feltétel a span p(A)H C H#
linedris altér sirisége ugyanis, ha x € F olyan, melyre Ya € A esetén p(a)(z) = 0,
akkor persze My € 0 : (p(a)(x),y) = 0, amibél y € (span p(A)H)* kévetkezik. For-
ditva, ha y € (span@(A)S€)*, akkor Ya € ANz € A : {p(a)(z),y) = 0 = Va €
ANz € A (x,0(a*)(y)) = 0 amibdl adédik, hogy Ya € A : @(a)(y) = 0. Igy
(span (A) ) ={y € H# | Ya € A: ¢(a)(y) =0}. Ha ¢ definicié szerint nemelfajult,
akkor kapjuk, hogy (span o(A))*= = {0} amibdl span p(A)HA C I sirisége adddik
illetve ha ez a halmaz sird, akkor kapjuk, hogy {y € F | Ya € A : p(a)(y) = 0} = {0}
ami éppen a nemelfajultsdag definicioja.

1.6. Topologikus integralelmélet elemei

1.6.1 Definicié. Legyen X LCH tér. Ekkor # (X;C)" elemeit Radon-mértéknek neve-
zink. Ha p € #(X;C) és Ran(u | #(X;R)) C R (Ran(u | (X)) C Ry), akkor
p-t valdsnak (pozitivnak) mondjuk.

1.6.2 Megjegyzés. Legyen X LCH tér. A figguények pontonkénti konjugdldsa folyto-
nos, konjugdlt-linedris operdtora a J (X;C) térnek (a folytonossig ugyanigy ldthato,

mint ‘ (ii)-ben). Igy joldefinidlt a
H(X;C) = H(X;C) s = (f = u(f))

leképezés, amelyrol konnyen ldthato, hogy konjugdlt-linedris és idempotens, vagyis Yu €
H(X;C) : 1 = p. Igaz tovdbbd, hogy u € H (X;C)" esetén p valds < p = i, ugyanis
ha f e A(X;R), akkor f = [ igy pu(f) = pu(f) és p(f) = p(f) < p(f) € R. Ezen
leképezés segitségével ldthatjuk, hogy Vu € H (X;C) felirhatd két valés Radon-mérték
komplex egyiitthatos linedris kombindcidjaként

Rep := 'u_gu, Imp = MQ;,H, = Rep+iImpu.
1
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Legyen X LCH tér és p € #(X;C) Radon-mérték. Ekkor V := UW{U € Jx | p |
H(X;C;U) = 0} olyan nyilt halmaz, melyre p | #(X;C;V) = 0, ugyanis ha f €
H(X;C;V) akkor a V' definiciéjaban szereplé U nyilt halmazok lefedik f tartéjét,
melynek kompaktsaga miatt Uy, ..., U, véges sok koztiik, melyek szintén lefedik. Va-
lasszunk a supp f kompakt halmazhoz egy, az Uy, ..., U, lefedésnek alarendelt folytonos
egységosztast: Iy, ... 0, : Vk € {1,... ,n} : Y € H(X), supptp C Uy, valamint
supp f C lzwk = 1]. Ekkor p(f) = p (fZWc) = > u(fin) és Vk € {1,...,n} :
k=1 k=1 =1

supp fir C Uy ezért u(fiy) = 0 és igy u(f) = 0. Ezek szerint értelmes a kovetkezd
definicio:

1.6.3 Definicié. (Radon-mérték tartdja) Legyen X LCH tér és p € #(X;C)
Radon-mérték. Ha V € Tx az a, fentiek szerint létezd, legbdvebb nyilt halmaz, mely-

re u | H(X;C;V) = 0 akkor a suppp := X \'V zdrt halmazt nevezzik a p mérték
tartojanak.

Definici6 szerint, ha f € #(X; C) olyan, melyre supp f Nsupp pu = @), akkor supp f C V
igy p(f) =0, valamint p = 0 < supp p = 0.
Kés6bb szitkségiink lesz az alabbi, élesebb allitasra (1d. [Bou04l III, §2, No.3, Prop.8)):

1.6.4 Allitas. Legyen X LCH tér és u € #(X;C) Radon-mérték. Ha f € #(X;C)
olyan, melyre suppp C [f = 0], akkor u(f) = 0. Koévetkezésképpen, ha az f,g €
H(X;C) fugguényekre supp pu C [f = g| fenndll akkor p(f) = u(g).

1.6.5 Definicié. Legyen X LCH tér és p € #(X;C)" Radon-mérték, valamint ¢ €
C(X;K) dl. o : X — X homeomorfizmus. Ekkor a kordbban ldtottak alapjin a ¢ - :=
f=pulef), valamint (u) == f— p(fop) (f € #(X;C)) leképezések Radon-mértékek,
tovabbd amennyiben ¢ valds (pozitiv), ugy ha p valés (pozitiv), akkor ¢ - p,(p) valds
(pozitiv).

Tovabbd az is igaz, hogy a C(X;C) x # (X;C); (o, p) — ¢ - u leképezéssel # (X ;C)’
C(X; C)-modulus, valamint ha u € #(X;C), f € C(X;C), akkor f-pu = f - mivel
fap).

p € A (X;C) esetén - p(p) = p(fo) = T - il

1.6.6 Allitas. Legyen X LCH tér és p € K (X;C)' Radon-mérték, valamint ¢ €
C(X;K). Ekkor supp ¢ - = supp pN[p # 0] (ld. [Bou04), III, §2, No.3, Prop.10]).

1.6.7 Jelolés. Legyen M (X) :={pu € # (X;C) | suppu kompakt}, ahol X tetszéle-
ges LCH tér.
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1.6.8 Allitas. Legyen X LCH tér. Ekkor M (X) C #(X;C) linedris altér, C(X;C)-
részmodulus és zdrt a Radon-mértékek fent bevezetett konjugdldsdra.

Bizonyitds. Legyenek py, s € M (X),a,b € C tetszélegesek és Vi, Vo € Jx azok a
legb6vebb nyilt halmazok, melyekre p; | 2 (X;C;V;) = 0,(i = 1,2). Ekkor (au; +
bu) | A (X;C;ViNVy) = 0 igy supp (aps +bug) € X \ V1 U X \ V3, ami kompakt
halmaz tehat ap; 4+ bus € M (X). Ha p € M (X), f € C(X;C), akkor alapjan
supp f - C suppp ezért f - p € M.(X) teljesiil, illetve mivel YU € Tx esetén 1 |
H(X;CGU)=0< pu | #(X;C;U) =0 igy supp pu = supp i fennéll amib6l g € M.(X)
adodik. W

A kés6bbiekben felhasznaljuk a kovetkezd nevezetes tételt (1d. [Bou04, III, §4, No.1,
Thm.1-2)).

1.6.9 Tétel. (Radon-mértékek tenzorszorzata és az elemi Fubini-tétel) Legyen
X ésY LCH tér, valamint p € # (X;C) és A€ #(Y;C)'. Ekkor 3 p@ X € (X x
Y;C) melyreVf € #(X;C),g € H(Y;C) esetén (n @ N)(f @ g) = u(f)A(g). Tovdbbd
Ve (X xY;C) esetén (u®@ \)(f) = p(z — A(f oing,)) = Ay — pu(f oingy)).

Az alabbiakban ismertetiink egy eljarast melynek segitségével pozitiv Radon-mértékek
értelmezési tartomanyait ,kibovithetjik” majd az jonnan definidlt tereken bizonyos
specialis operatorokat, tgynevezett integralokat adhatunk meg. Tovabba megnézziik
a szobanforgd terek egy fontos karakterizaciojat, mely a gyakorlatban jol hasznalhaté
annak eldontésére, hogy adott fliggvények hozzatartoznak-e ezekhez a terekhez vagy
sem. A felépités soran leginkabb [Ja21l Fuggelék]-t kovetjiik, valamint a konkrétan meg
nem hivatkozott allitasok is megtaldlhatok ebben.

Legyen X LCH tér. Ekkor J# (X;R) linedris fiiggvényhalé R felett melynek pozitiv
elemeinek Osszességét (X)) jeloli. Legyen

(X = {f e (X)) f= V 90}
e

Beldthato, hogy (X)) elemei éppen az X — R, alulrél félig folytonos fiiggvények,
valamint, hogy ez a halmaz tartalmazza . (X)-t és rendelkezik a kovetkez6 tulajdon-
sagokkal.

(i) Vfige X (X),aeR, = af, f+g,fNg fVgeH(X)
(i) VH C A, (X) = Y f, V fe A (X)

fed feH
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Legyen most a u € #(X;C)" pozitiv Radon-mérték rogzitett és f € A (X) esetén
legyen

po(f) == sup  p(p)
PEHL(X)
p<f

Az gy kapott uy : A (X) — Ry f — pi(f) leképezés lathatéan kiterjesztése p-nek,
valamint £, monoton, pozitiv homogén, additiv illetve teljesiilnek a kévetkezdk:

(i) ha H C . (X) felfele irdnyitott, akkor ué( \/ f) =\ w(f);

fed feHd

(ii) ha H C 7, (X) tetsz6leges, akkor uS(Z f) = > w(f).
feH feH
Most -t tovabb terjesztjitk a bévebb .7, (X) térre: tetszbleges f € Z4(X) esetén (az

inf ) = +o00 megdllapoddssal), legyen

pe(f) == inf _p5(g).
gEHL(X)
f<g

Ekkor a pu* : Z,(X) — Ry; f — u*(f) leképezés kiterjesztése a ju leképezésnek, vala-
mint monoton, pozitiv homogén, szubadditiv és monoton o-folytonos, azaz V(f,)nen C

F(X):Vn e N: f, < fur1 esetén /ﬁ(\/ fn> = \/ & (fa) (egy ilyen leképezést X
neN neN
feletti felsd integrdlnak nevezzik).

1.6.10 Allitas. (Holder egyenlStlenség) Ha a,3 € [0,1] : a4+ 8 = 1, akkor (a
0- 00 :=0 konvencioval)

fr9€ Fo(X) = @ (£29°) < (£)* 1 (9)°
Ezen allitas felhasznalasaval belathato, hogy p > 1 esetén a
— 1
fy o Fu(X) = Rys fe (7 (f7))?

leképezés szintén felsé integral X felett. Legyen most F' normalt tér és p > 1 esetén
definidljuk a kévetkezo halmazt:

Fp(Xspw) ={fe FZ(X;F)| |If

ey = Hp(lLf1]) < oo}

Ekkor igaz a kovetkezo allitas.
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1.6.11 Allitas. Ha p > 1 és F normdlt-tér, akkor F2(X, ") C F(X; F) linedris altér
prp FE(X;u") . p leképezés félnormat definial. Amennyi-
ben az F tér teljes, gy ez a félnormalt tér is teljes.

Ha most F' Banach-tér és f € #(X;R) ® F, akkor f = ) ¢z, alkalmas ¢1,...,¢, €
k=1
H(X:R),z1,..., 2, € F valasztéssal. Igy p, tulajdonsdgai alapjan

11l = 1 (LA < Zup |ox) N2kl = Zu (lul)? Il = Zu [orl?)? [z < 00

= k=1 k=1

amibdl 7 (X;:R) @ F € FA(X; p*) adddik. Igy definialhatjuk az

Lp(X;p') = A (X;R) @ F € Fp(X; )

(ahol a lezdras a ||| ., félnorma szerint értendd) teret, amelyrdl az eddigiek alapjan
konnyen lathato, hogy a ||| - , félnormdval elldtva szintén teljes félnormdlt tér és ezaltal
az LL(X; u*) == LR(X;p ) / Ker [[] -, faktortér a faktornorméval ellitva Banach-tér.

A tovdbbiakban ® : ZA(X; u*) — LY (X p*) jeloli a természetes faktorleképezést, illetve
f*az f e LE(X;u*) elem ezen leképezés altali képét.

Az aldbbiakban utalunk arra, hogy p = 1 esetén az Z2(X;u*) tereken megadhaték
bizonyos kitiintetett folytonos linearis operatorok: belathatd, hogy egyértelmiien léte-
zik olyan I, : ' (X;R) ® F — F linearis operator, melyre Vf € J# (X;R),z € F :
L(f®z) = p(f)z, valamint, hogy g € # (X;R) ® F esetén ||1,(g) 1 Igy mivel
H(X;R)@F C Zp(X; p*) stirtt linedris altér, az ismert kiterjesztési tétel alapjan egyér-
telmfien létezik olyan I, € L (Za(X; u*), F) operdtor, melyre I, | # (X;R) ®@ F = I,.

1.6.12 Definicié. Ha F' Banach-tér, akkor azt az, elébbiek szerint egyértelmiien létezd,
LEHX;u*) — F folytonos linedris operdtort, mely az 1, operdtornak kiterjesztése ju*-

integrdlnak nevezzik és a tovdbbiakban a / dp jelolést hasznaljuk ra.

/////

1.6.13 Allitas. Legyen X LCH tér, F,G Banach-terek, valamint pn € # (X;C)' pozitiv
Radon-mérték. Ha uw € Z(F,G) R-linedris operdtor, valamint p > 1, akkor Vf €
LP(X; ") esetén uo f € LE(X;u") < valamint p = 1

u*p — HuHop|
esetén /uo fdu=mu (/fdu)

w*,p’
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Az aldbbiakban roviden szot ejtink az ZhH(X; u*) terek mérhetdséggel valé karakteri-
zaciojarol. Legyen X LCH tér, u € #(X;C) pozitiv Radon-mérték és tekintsiik a
kovetkezd leképezést: p* : P(X) — Ri; A p*(A) = p*(xa) (Az értelmezési tartoméa-
nyok kiilonb6zosége miatt nem okoz félreértést, hogy ezt a leképezést ugyanugy jeloljik,
mint a p* felsé integralt). Errél a p* felsé integral négy tulajdonsdga alapjan belathato,
hogy Carathéodory-féle kiils§ mérték az X halmazon. Jelolje M(X;pu*) C P(X) a p*
kiils6 mérték szerint Carathéodory-mérhet6 halmazok 6sszességét , valamint definidljuk
a R(X;u") :={A e M(X;pu") | p(A) < oo} halmazt, melynek elemeit p*-integrdlhato
halmazoknak neveziink. Ismert (1d. [HR79, I1I, §11, (11.29)]), hogy M (X; u*) o-algebra
amelyen p* pozitiv o-additiv halmazfiiggvény (mérték), valamint R(X; pu*) d-gytirt. Iga-
zak tovabba az aldbbi tulajdonsagok (1d. [HR79, III, §11, (11.30), (11.32)]):

1.6.14 Allitas. A fenti jeloléseket haszndlva B(X) C M(X;pu*) (ahol B(X) jeloli X
Borel részhalmazainak dsszességét), valamint VK C X kompakt halmazra p*(K) < oo.
Tovdbbd VA C X : p*(A) = inf{p"(U) | A C U € Jx}, valamint VB € R(X;u") :
p*(B) = sup{p*(K) | K C B, K kompakt}. El6bbi tulajdonsdgot széban gy fejezzik
ki, hogy a p* kiilsé mérték kivilrdl nyilt-regqularis, utobbit pedig igy, hogy a p*-integralhato
halmazokon beliilrol kompkat reguldris.

1.6.15 Definicié. Legyen X LCH tér, T topologikus tér és p € # (X;C)" pozitiv Radon-

mérték. Ekkor eqy f € F(X;T) figgvényt p*-mérhetd lépcsdsfigguénynek nevezink,
-1

ha O # Ranf C T wvéges halmaz és Yy € Ranf : f({y}) € M(X;u*). Egy [ €

F(X;T) fugguényt p*-mérhetdnek neveziink, ha VK € R(X;u") : I(on)neny C F(X;T)

p-mérhetd lépcsdsfigguények olyan sorozata, melyre u* m.m. x € K esetén p,(x) —

f(z).
Igaz a kovetkezé mérhetdségi kritérium (1d. [Bou04, IV, §5, No.5, Thm.4]).

1.6.16 Tétel. Legyen X LCH tér, (M,d) metrikus tér és p € # (X;C)" pozitiv Radon-
mérték. Ekkor eqy f € F(X; M) figguény pontosan akkor p*-mérhetd, ha teljesiilnek az
alabbi feltételek

—1 .
(i) Yy e M :Vr >0 esetén f(B,(y)) € M(X;u");
(ii) VK € R(X;p1*) : AN C X : u*(N) =0 és amelyre f(K \ N) C M szepardbilis.

1.6.17 Megjegyzés. Legyen X LCH tér és p € #(X;C) pozitiv Radon-mérték. Az

eddigiekbdl kovetkezik, hogy ha (M,d) metrikus tér, akkor ¥Vf € C(X; M) figguény p*-
— -1 __
mérhetd, ugyanis y € F,r > 0 esetén B,(y) Borel halmaz igy f(B,(y)) € #(X) C
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M(X;p*). Tovabbd ha B € R(X;u*), akkor beldthatd, hogy p* belilrél valo kompakt
reqularitdsa miatt (K, )nen C P(X) kompakt halmazok sorozata, illetve IN C X :

p(N) = 0, melyekre B = | J K, UN. Igy f folytonossiga miatt ¥n € N : f(K,) C
n=0
M kompakt, tehdt szepardbilis és mivel megszamlalhato sok szepardbilis halmaz unicja

szepardbilis igy kapjuk, hogy f (U Kn> C M szepardbilis.
n=0

A kovetkezé tétel a mérhetGség és az integralhatosig kapesolatardl szél (1d. [Bou04, 1V,
§5, No.6, Thm.5]).

1.6.18 Tétel. Legyen X LCH tér, p € # (X;C)" pozitiv Radon-mérték, F Banach-tér,
valamint p > 1. Ekkor f € F(X; F) esetén f € LE(X;u") pontosan akkor teljesil, ha
feFuX;u) és f u*-mérhetd.

1.6.19 Megjegyzés. Legyen X LCH tér és u € 4 (X;C) pozitiv Radon-mérték, F
Banach-tér, valamint p > 1. Az eddigiek alapjin kénnyen belathatjuk, hogy A4 (X; F) C
Lp(X; ") ugyanis, ha f € A (X F), akkor Vo € X @ ||[f(2)|| < || flloe Xsupp s @9y 1,
monotonitasdat és pozitiv homogenitasat kihaszndalva vy < |l 7 (supp f)% < 00
adodik, mivel, ahogy a fenti tétel dllitja, minden kompakt halmaz eleme az R(X; u")
halmaznak. Igy f € FE(X;u"). A folytonos fiigguények p*-mérhetdségét lattuk korabban.

1.6.20 Megjegyzés.

(i) Legyen X LCH tér, F Banach-tér, p € #(X;C)" pozitiv Radon-mérték, p > 1.
Ekkor 9. ey T H (X F) ] Tina teljesiil a kévetkezdk miatt. Legyen € > 0 tetszdleges.

Ekkor BY I ”( YN (X5 F) C (X F) konvex, kiegyensilyozott, elnyeld halmaz (mert

BQ b “P(0) félnorma szerinti gomb). Legyen K C X kompakt és legyen &' =

w*

e p 7 0, ellenkezd esetben legyen pl. g :=1). Ha f € (X )
BL>(0), akkor mivel || f|| < | fll.o xx 7oy

(amenyiben

e S oo Ixicll e < € p =&
tehdt f € J(X;F;K) N B!”‘”*(O) amibdl kovetkezik, hogy H# (X; F; K) N gl 7(0)
kérnyezete a 0 pontnak a A (X; F; K) térben. Igy tehdt (1.3.5 (ii) szerint B| b 7(0) €
Tind(0) vagyis (). 1 H(X;F))(0) < Z5a(0) (a 0-beli kdrnyezetsziird finomabd) igy
a topoldgiak linearitdsa miatt 9“.””* 1 H (X5 F) X Tina 1s fenndll.
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(ii) Az el6z6 megjegyzésbdl kovetkezik, hogy p = 1 esetén a
/du | (X F): H(X,F) = F

leképezés (Fia, Tr)-folytonos linedris operdtor amibdl, alapjan, addédik, hogy
VK C X kompakt halmazhoz ACk > 0 szam, melyre

fee%/(X;F;K)#H/fdu

1.6.21 Megjegyzés. Ha X LCH tér, m : Z,(X) — Ry fels6 integrdal X felett, valamint
Y : X — X homeomorfizmus, akkor kozvetlendil ellenérizhetd, hogy a (m) : F(X) —
R.; f — m(f o) leképezés szintén felsé integrdl X felett. Kordbban ldttuk, hogy ha
p € X (X;C) Radon-mérték, akkor a hasonldan értelmezett 1(u) szintén Radon-mérték
amely pozitiv, ha pu pozitiv. Igaz a kovetkezo dllitds, mely a fenti kétlépcsos kiterjesztés
ezen eljardsokkal valo felcserélhetoségét fejezi ki.

1.6.22 Allitas. Legyen X LCH tér, u € 4 (X;C) pozitiv Radon-mérték, valamint 1 :
X — X homeomorfizmus. Ekkor (u)* = ¥(u*).

Bizonyitds. El6szor azt igazoljuk, hogy v (u)* = ¥ (") a . (X) halmazon. Ehhez meg-
jegyezzik, hogy ha f € # (X),p € A, (X), akkor foyp € H (X)ésp < fE porp <
f o). Emiatt

V) (f) =w(fov)= sup pu(p)= sup p(pot)=1(u)(f)

pEHL(X) PEHY(X)
e< forp e<f

Ha most f € %, (X) tetszblges akkor Vg € . (X): f < g< fo1 < gor) és emiatt
V() (f) =p (foy) = inf p*(9)= inf p*(gov)= inf o (u)"(g) = ()" (f).

gEH+(X) gEHL(X) 9EHL(X)
foy<g f<g f<g

Tehat (p)* =¢(p"). ®

A harmonikus analizis alaptételéhez sziikségiink lesz még a gyenge vektorintegral fogal-
méara és ennek néhany tulajdonsagara (1d. [Foll5, Appendix, No.4]).

1.6.23 Definicié. Legyen X LCH tér, F topologikus vektortér amely felett F' szétvd-
laszt, valamint p € #(X;C)' pozitiv Radon-mérték. Ekkor eqy o € F(X; F) figgvényt
p szerint gyengén integrdlhaténak neveziink, ha Vf € F' esetén fo ¢ € La(X;u*) tel-
jesiil. Ekkor, ha Iy € F amelyre Vf € F': f(y) = /f o@du (az F térre tett megkdtés

miatt y szikségképpen egyértelmii), akkor ezt az y elemet ¢ p szerinti gyenge integraljd-

nak nevezziik és a / wdp jelolést haszndljuk rd a tovabbiakban.
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1.6.24 Allitas. Legyen X LCH tér, F,G topologikus vektorterek amelyek felett a dud-
lisaik szétvdlasztanak, p € H#(X;C) pozitiv Radon-mérték, valamint ¢ € F(X;F) u

szerint gyengén integrdlhatd figguény amelyre EI/ wdp € F. Ekkor w € Z(F, Q) ese-

tén u o @ szintén p szerint gyengén integralhato, valamint 3 / uo pdu € G amelyre

/W wodyu =u (/W @du) teljesil.
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2. fejezet

Topologikus csoportok és elemi
reprezentacioelmélet

2.1. Csoporthatasok, topologikus csoportok abrazola-
sai

A késobbiekben hivatkozas nélkiil hasznaljuk topologikus csoportok alabbi alapveté tu-
lajdonséagait (1d. [Foll5l 2, No.2.1]).

2.1.1 Allitas. Legyen G topologikus csoport.

(i) Ha P C J5(1) kornyezetbazisa az eqységelemnek, akkor YU € B : IV € X amelyre
VV C U teljesiil.

(ii) Létezik B C Tu(1) szimmetrikus halmazokbdl allé kornyezetbdzisa az eqységelemnek
(azaz olyan, melyre YV € % :V = V). Amennyiben G LCH csoport, tgy ezen
kornyezetek kompaktnak is vdlaszthatok.

(iii) Ha A, B C G kompakt halmazok akkor AB C G is kompakt halmaz.

2.1.2 Megjegyzés. Legyen G topologikus csoport, H C G tetszdleges részcsoport. Je-
lolje G/H = {gH | g € G} a H szerinti bal mellékosztilyok halmazdt, valamint q : G —
G/H;g — gH a természetes faktorleképezést. Lassuk el a G/H halmazt a q leképezés
dltal meghatdrozott I g findlis topolégidval, azaz, azzal a legh6vebb topoldgidval, melyre

nézve q folytonos. Ekkor q nyilt leképezés, ugyanis U € T esetén T > UH = Ql(q(U))
igy q(U) € Jg/m, mivel Tg/u a legbbvebb topologia, melyre nézve q folytonos. Erre a
faktortérre igazak az alabbi dllitasok (ld. [Folll, 2, No.2.1, Prop. 2.2]).
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2.1.3 Allitas. Legyen G topologikus csoport, H C G tetszbleges részcsoport. Ekkor
1gazak az alabbiak.

(i) Ha H zart, akkor G/H Hausdorff tér.
(ii) Ha G lokdlisan kompakt csoport, akkor G/H lokdlisan kompakt tér.

2.1.4 Definicié. (Folytonos csoporthatas) Legyen G topologikus csoport, S topolo-
gikus tér. Ekkor eqy p: G X S — S leképezés folytonos csoporthatds, ha (T x Ts, Ts)-
folytonos és (g € G : py := p(g,-) jelélést haszndlva) py = idg illetve Vs € S : Vg, h € G :
pah(8) = pg(pn(s)). A p hatdst tranzitivnak mondjuk, ha Vs,t € S :3g € G : py(s) = t.

2.1.5 Megjegyzés.

(i) MivelVg € G : py : S — S folytonos és py o pg—1 = pgg—1 = p1 = ids (hasonloan
pg-1 0 pg = idg) igy (pg) " = pg-1 és emiatt p, homeomorfizmus.

(ii) Egy G topologikus csoportnak természetes modon definidlhatjuk két folytonos hatdsdt
onmagadn bal és jobb eltoldsok révén:

L:GxG — G;(g,2) = g illetve R: GXG — G;(g,2) = 297" (9,h,x € G : Ry(x) =
z(gh)™ = (zh™ Mg = Ry(zh™") = R,(Ru(x)); a tébbi tulajdonsdg ldthatdan teljesiil
mindkét leképezésre).

2.1.6 Megjegyzés. A tovabbiakban fontosak lesznek a kévetkezd specidlis csoporthata-
sok: legyen G topologikus csoport, H C G tetszdleges részcsoport. Ekkor a H szerinti
bal mellékosztdlyok terén természetes modon értelmezheté a G csoportnak eqy hatdsa:
p: GxG/H — G/H;(x,yH) — (xy)H. Ellendrizhetd, hogy ez a leképezés joldefi-
nidalt (nem figg a mellékosztdlybeli reprezentdns valasztdsatol), valamint ldthaté, hogy
Yy, x1, 20 € G esetén

Paras(YH) = ((2122)y) H = (21(22y)) H = pay (02, (yH))

és py = idg/g. Most belatjuk, hogy ez a leképezés folytonos: jeldlje ¢ : G — G/H a
természetes faktorleképezést illetve p : G x G — G : (g,h) — gh a csoportszorzdst.
Definidljuk a ¢ : G x G — G x G/H : (x,y) — (x,q(y)) leképezést melyrdl lathatd, hogy
folytonos sziirjekcio. Tovdbbd 1 nyilt leképezés is: elég ldtni, hogy a szorzattopoldgia eqy
bdzisanak elemeit nyiltakba képezi viszont ez teljesiil, mivel U,V € T esetén (U X V) =
U x q(V)) ami nyilt a szorzattérben, mivel q nyilt leképezés. Ezenfelil, x,y € G esetén

p(Y(x,y)) = p(z,yH) = (zy)H = q(xvy) = q(p(,y))

. -1 -1 _
igy po = qop és utdbbi folytonos. Igy ha U € T : (pop)(U) = w(pl(U)) nyilt

_ -1
igy mivel ¢ szirjektiv és nyilt: pl(U) =Y(Y(p(U))) nyilt tehdt p folytonos. Ezenfeliil
p tranzitiv hatds, ugyanis tetszéleges v,y € G elemekre: py,—1(vH) = (yz~'2)H = yH.
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2.1.7 Definici6é. (Csoporthatasra invarians Radon-mérték) Legyen G topologikus
csoport, S LCH tér és p: G x S — S folytonos csoporthatds. Ekkor eqgy p € #(S;C)" :
p # 0 p-invaridns, ha Vg € G : py(p) = p. Specidlisan, ha G LCH csoport és j €
K (G;C)' L(R)-invaridns akkor a p mértéket bal(jobb)-invaridnsnak mondjuk.

Igaz a kovetkez6 nevezetes allitas (1d. [Folldl 2, No.2.2]).

2.1.8 Allités. Legyen G LCH csoport. Ekkor 3u € #(G;C) : p # 0 pozitiv, bal-
invaridns Radon-mérték, tovdbbd ha ' € H(G;C) : i/ # 0 is pozitiv, bal-invaridns
Radon-mérték, akkor Ic > 0 : y' = cu. Egy ilyen u mértéket bal oldali Haar-mértéknek
nevezink (felfedezdje, Haar Alfréd utdn). (Hasonléan igaz nem nulla, pozitiv, jobb-
invarians Radon mértékek létezése is a G csoport felett; ekkor jobb oldali Haar-mértékekrol
beszélink.)

A tovabbiakban, valahanyszor tekintiink egy G LCH csoportot azon adottnak tekin-
tiink egy uc bal oldali Haar-mértéket. Az egységesség kedvéért mind az Zp(G; us) (F

Banach-tér) terek feletti integralokat, mind pg-t / dug-vel fogjuk jelolni. Ha ki szeret-

nénk hangsulyozni a ,valtozét ami szerint integralunk” akkor az / f(z)dpe(z) irdasmoédot
alkalmazzuk.

2.1.9 Jelblés. Legyen X halmaz és Perm(X) = {f : X — X | f bijekcic}. Fkkor
(Perm(X); o) csoport.

2.1.10 Definicié. (Topologikus csoportok abrazolasa) Legyen G topologikus cso-
port, X halmaz. Ekkor eqy m : G — Perm(X) csoport-homomorfizmust a G csoport X
feletti dbrdzoldsanak neveziink. Amennyiben X wvektortér (illetve X topologikus tér) és
Vg € G :m(g) € Aut(X) (illetve 7(g) : X — X homeomorfizmus) igy © a G csoportnak
X feletti linedris (topologikus) dbrdzoldsa. Ha (X, (-,-)) Hilbert-tér és m olyan linedris
dbrazolisa a G csoportnak X felett, amelyre Vg € G : 7(g) izometria, akkor a w dbrdzo-
last unitérnek mondjuk. Tovdbbd, ha X topologikus tér és a G x X — X;(g,x) — mw(g)x
leképezés (T x Tx; Tx)-folytonos, akkor a m dbrazoldst folytonosnak mondjuk.

2.1.11 Megjegyzés.

(i) Amennyiben (X, (-,-)) pre-Hilbert-tér abban az esetben is értelmes a fenti definicio;
ekkor pre-Hilbert-tér feletti unitér dbrdzolasrol beszélink.

(ii) Legyen G topologikus csoport, X topologikus tér és p : G x X — X folytonos csoport-
hatds. Ekkor a m : G — Perm(X); g — p, leképezésrdl p tulajdonsdgai alapjdn lathato,
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hogy folytonos topologikus dabrdzolasa a G csoportnak X felett. Forditva, ha adott egy
7 : G — Perm(X) folytonos topologikus dbrazolds akkor p: G x X — X;(g,z) — w(g9)z
folytonos csoporthatds, ugyanis mivel ™ homomorfizmus, igy p1 = 7(1) = idx, valamint
Vg, h € G:Vx € X : pgp(x) = m(gh)zr = w(g)(m(h)x) = py(pn(x)). A hatds folytonossdga
megegyezik az dabrdzolas folytonossdgdval.

2.1.12 Definicié. (Folytonos unitér adbrazolasok unitér ekvivalencidja) Legyen
G topologikus csoport tovdbbd legyenek m; : G — U(5,) (i = 1,2) folytonos unitér
abrazolasai a G csoportnak. Ekkor amennyiben létezik olyan W : 3¢, — ., unitér
leképezés, melyre ¥g € G : W o m(g) = ma(g) o W dgy a m,m dbrdzoldsokat unitér
ekvivalenseknek mondjuk és ezt a kévetkezoképpen jeloljik: m =~ ms.

2.1.13 Allitas. (Pre-Hilbert-tér feletti unitér dbrazolas folytonossaganak jel-
lemzése) Legyen G topologikus csoport és m : G — U(J) unitér dbrdzolisa a G
csoportnak a ¢, pre-Hilbert-tér felett. Ekkor a kévetkezok ekvivalensek.

(i) A m dbrdzolds folytonos a fenti definicio szerint.
(i) A 7w:G — U(S;) leképezés folytonos amennyiben a U(7;,) teret a Ty, erds operd-
tortopologidval latjuk el.
(i) A 7 : G — U(I2;,) leképezés folytonos amennyiben a U(s#;) teret a Fo gyenge
operdtortopologidval ldtjuk el.
Bizonyitas. (i) = (i1) : Legyen (g;)ic; C G &ltalanositott sorozat, melyre g; — g € G.
Ekkor tetszOleges u € 4, esetén a m abrazolas folytonossiga miatt w(g;)u — 7(g)u
vagyis a m : G — U(J%;) leképezés (T, T, )-folytonos.
(11) = (i) : Legyen (g,u) € G x J és € > 0 tetszOleges. A (Tg, T%) folytonos-
sdgot kihasznalva vdlasszunk egy olyan V € Z;(g) kornyezetet, melyre YVh € V
|7(g)u — w(h)ul|,. < e. Ekkor Y(h,v) € V x Blllx(u) € Taun ((g9,u)) esetén

[m(h)v = m(g)ull, < |[w(h)o —m(h)ull, + [[w(h)u —w(g)ull, < |lv—wull, +e<2e

Ez mutatja a m abrazolas folytonossagat.

(11) < (idi) : Ismert, hogy az £ () téren Zo < Jio; most megmutatjuk, hogy Zg, |
U(;) < To | U(52;) fenndll, amibdl adédik az ekvivalencia. Ehhez elég 1atni, hogy
tetsz6leges (u;);er C U(H;) altaldnositott sorozatra ha w; Loy e U(s7;), akkor u; Ze
viszont ez teljesiil, ugyanis: Va € 7% esetén

lui(a) — w(@)l; = Jui(a)ll; + [u(a)ll; — 2Re (ui(a), u(a)), = 2 [lall; - 2Re (ui(a), u(a))

és u; 2% u miatt (ui(a),u(a))r — ||lu(a)||? igy a fenti mennyiség jobb oldala &ltalanositott

numerikus zérussorozat és igy u; =% u adoédik. W
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2.1.14 Megjegyzés. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a dolgozat tovabbi részei-
ben tekintett pre-Hilbert-terek teljes burkaiknak altereik.

2.1.15 Allitas. (Pre-Hilbert-tér feletti folytonos unitér abrazolas kiterjszetése
a teljes burokra) Legyen G topologikus csoport és m: G — U(J) folytonos unitér
abrdzoldsa a G csoportnak a ¢, pre-Hilbert-tér felett. Jeldlje ,%fva ;. pre-Hilbert-
tér teljes burkdt. Ekkor egyértelmien létezik olyan © : G — U(S;) folytonos unitér
dbrazolas, melyre Vg € G : 7(g) | 4 = 7n(g). Ezt a T folytonos unitér dbrdzoldst
nevezziik a ™ dbrdzoldas 7€, teljes burkdra valo kiterjesztésének.

Bizonyitds. Legyen g € G tetszileges: aw(g) : 5 — A, leképezés normalt tér siiri alte-
rén értelmezett, Banach-térbe képezd korldtos linedris operator igy az ismert kiterjesztési
tétel alapjan E|'7r( ) € L(A) : 7(g) | A = 7(g) illetve [|7(g)|| = [In(g)||. Belatjuk,
hogy 7(g) € U(,%” ): legyen z € A tetszbleges és valasszunk egy (Tn)nen C A soroza-
tot melyre x,, — x. Ekkor

17 (g)x]| =

= lm ||lw(g)za| = lim [l || = [lz]|,

n—oo

tehdt 7(g) izometria. Az (z,)nen C H sorozat Cauchy a J; térben, valamint 7(g)~ !

izometria = (7(9) '7,)nen C A is Cauchy-sorozat igy 2 teljessége maitt Jly €
A, w(g) ‘e, — y. Ekkor z,, = 7(g)m(g)” 1:)3n — 7(g)y teljesil 7(g) folytonossaga
miatt igy = = 7(g)y € Ran 7r( ). Mivel z € A tetszbleges volt 1 t igy kapjuk, hogy 7(9)
sziirjektiv amib8l 7 (g) € U(J2,) adédik. Igy tehdt a 7 : G — U(); g — 7(g) leképezés
joldefinidlt. Ha g, h € G, akkor

T(gh) | 7 = m(gh) =7(g) om(h) =7(g) | 5 o7w(h) | Hr = (T(g) o7(h)) | H;

és mivel ezek folytonos fiiggvények, valamint 5%, C 7, stirii linedris altér igy 7(gh) =
7(g) o w(h) vagyis T csoport-homomorfizmus. Végiil belatjuk, hogy a 7 abrézolas foly-
tonos. Legyen h € A rogzitett. Legyen g € G és € > 0 tetszoleges valamint valasszunk
egy u € 5 : ||h — u|| < e elemet. Mivel a 7 dbrdzolds folytonos igy IV € J5(g) : Vg’ €
Vi lm(¢)u — m(g)u|| < e. Ekkor ¢’ € V esetén

17(g ) — 7 (g)hll < |7(g)h — F(g)ull + [|7(g)u — T(g)ull + [|7(g)u — 7(g)h] <
< b —ull + I7(g")u — 7(g)ull + |h —ul| < 3e.

Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ — 7(¢')h leképezés folytonos a g € G pontban és mivel
ezt a pontot tetszolegesen valasztottuk igy folytonos. Tehat eddig azt lattuk be, hogy
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a G x A — Ao (g,u) — 7(g)u leképezés szeparaltan folytonos. Legyen most (g,u) €
G x A, és e > 0 tetszbleges. A ¢ — 7(¢g')u g pontbeli folytonossdgat kihasznalva
valasszunk egy V € J5(g) kornyezetet, melyre Vg’ € V : ||7(¢ )u — 7(g)u|| < . Ha
(¢ u') e V x Bll) e Tz (g9, 1)), akkor

17(g" )" = 7 (g)ull < |7(g")u" = 7(g)ull + 17(g)u = 7(g)ull < llu—u'l|+e < 2¢

ami mutatja 7 egyiittes folytonossagdt igy 7 folytonos unitér dbrazoldsa a G csoportnak
a 7, Hilbert tér felett ami lathatéan kiterjesztése az eredeti m abrazolasnak a fenti érte-
lemben. Az egyértelmiiség adodik abbol, hogy az abrazoléoperatorok értékei el vannak
irva egy stirt linearis altéren, nevezetesen 7,-n. M
A [Ja98, XVII, 3§]-bél kolesonozzik (a teljesség kedvéért bizonyitdsaval egytitt), a to-
vabbiakban tobbszor hasznalt, igen hasznos allitast.

2.1.16 Allitas. (Paraméteres fiiggvények folytonossaga) Legyenck T,T' topolo-
gikus terek, F' normdlt tér és f : T x T — F folytonos fiigguény. Ekkor Ve > 0 : Vt, €
T :VK C T kompakt halmazhoz 3U € Fp(ty) = sup || f(to,s) — f(t,s)|| <e

K

(t,s)eUx

Bizonyitds. Tetsz6leges k € K esetén az f fliggvény (to, k) pontbeli folytonossdgat kihasz-
nalva 3Uy, € Ir(to) : Vi € T (k) : f(Uy x Vi) C Bo(f(to, k)). Ekkor mivel K C | J Vi

kK
és K kompakt igy In € N: 3ky,... .k, € K : K C | Vi,. Legyen U := (| Uy, € Fr(to)

=1 =1
ést € U tetszlleges: s € K = Jdi e {1,...,n}:s €V}, = (t,s) € U x Vi, C Uy, x Vj,
amibdl

1/ (to, s) = f (& s)ll < [[f(fo, 8) = f(to, Ki)ll + [1f (o, ki) = f(E, 8) ]| < 22

adodik. Mivel s € Kt € U tetsz6legesek voltak igy — sup || f(to,s) — f(t, s)]| < 2¢ all.
(t,s)eUxK
H

2.1.17 Allitis. (Csoporthatasok altal indukalt abrézolasok) Legyen G LCH cso-
port, S LCH tér illetve p : G xS — S folytonos csoporthatds, valamint legyen F' Banach-
tér. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd dllitdsok.

(i) AzL:G —= Aut(F(S;F));g— Ly = (f = fopg1) leképezés linedris dbrdzoldsa
a G csoportnak.

(ii) Az (i)-ben definidlt linedris dbrdzolisnak # (S; F) invaridns altere és igy az L :
G — Aut(H(S;F)); g9 — L, leképezés folytonos linedris és topologikus dbrazoldisa a G
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csoportnak a ' (S; F) tér felett, amelyet tekinthetink akdr a g, akdr a Jj_ topold-
giaval.

(iii) Ha p € H(S;C)" pozitiv, p-invariins Radon-mérték, akkor Vp > 1 esetén Lp(S; 1*)
invaridns altere az (i)-ben definidlt linedris abrdazoldsnak és az L : G — Aut(ZLp(S; 1*));
g — Ly leképezés folytonos linedris és topologikus dbrdzoldsa a G csoportnak.

Bizonyitds. (i) Mivel Vg € G : p, bijekcié igy konnyen ellendrizhetd, hogy L, € Aut(.#(S; F)).
Ha g,h € G, f € #(S; F), akkor

Lon(f) = fopgny-1 = foppr0pg1=(fopy)opsr=Ly(Lp(f)) = (Lgo Ln)(f)

vagyis Ly, = Ly o Ly, tehat g — L, € Aut(.Z (S; F)) csoport-homomorfizmus.

(ii) Mivel Vg € G : p, homeomorfizmus, igy f € J(S; F) esetén L,(f) € #(S; F') tehat
a fentiek alapjan g — L, € Aut(J#(S; F')) homomorfizmus ezaltal L linearis dbrazolasa
a G csoportnak a # (S; F) tér felett. Ha g € G, f € #(S; F) akkor

I1Lo(F)loe = SR | Zo()(5) = sup 12y (D) = sup £ = 1]

mivel p,-1 bijekcid, tehat L, izometria. Most beldtjuk L folytonossdgat abban az esetben,
amikor a J#(S; F) teret a g topolégiaval latjuk el.

Legyen f € J# (S; F) rogzitett. Belatjuk, hogy g — L,(f) folytonos. Ehhez legyen ¢ > 0
és g € G tetszbleges és rogzitsink egy V € J;(g) kompakt kérnyezetet. Ekkor mivel a
GxS—F:(g,5)  fop(g™',s) leképezés folytonos, igy a g ponthoz, £ szdmhoz és a
K = p(V xsupp f) C S kompakt halmazhoz a paraméteres fiiggvények folytonossagarol
sz0l6 tételbdl adédik U € T (g) : U C V kornyezet, melyre

sup |[f(pg-1(s)) = flpn-1(s)) = sup [[Lg(f)(s) = Lu(f)(s)| <e.

(h,s)eUxK (h,s)eUxK

Mivel Vh € V' : supp L (f) = prn(supp f) C p(V x supp f) = K ezért az el6bbiek alapjan
Vh e U :||Ly(f) = Ln(f)||, < €tehata g— Ly(f) leképezés folytonos a g pontban és igy
g tetszoleges valasztasa miatt egész az G téren is. Eddig belattuk, hogy Vh € G : Vf €
H(S;F) 1 g — Ly(f) illetve L, folytonos leképezések, vagyis L szepardltan folytonos.
Legyen most go € G, fo € H# (S; F) és € > 0 rogzitett. Vélasszunk a g — L,(f) leképezés
go pontbeli folytonossigat kihasznalva, az e szamhoz egy V' € J5(go) kornyezetet. Ekkor
VgeV :Vfe B!'HOO(fO) esetén

1Lg(f) = Lgo (fo)lloo < [11g(f) = Lo (Pl e + [[1Lgo (f) = Lo (fo)lloo < €+ I1f = folloo < 2,
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amibol kovetkezik L folytonossaga.

Tekintsitk most a #(S; F) teret a g topologiaval ellitva. Legyen g € G rogzitett
és K C S tetszOleges kompakt halmaz. Ekkor Vf € J#(S;F;K) : supp Ly(f) =
pg(supp f) C pg(K) tehdt Ly(A(S;F; K)) C A (S:F; pg(K)). Lattuk, hogy Ly |||,
ra nézve izometria, ezért L, o ing : J(S; F; K) — J(S; F; py(K)) folytonos linedris
operétor, igy az (1.4.3)) (ii) szerint Ly (Fina, Jia)-folytonos. Legyen most f € # (S; F),
g € G rogzitett tovabba rogzitsink egy V' € J5(g) kompakt kornyezetet. Ekkor Vh € V' :
supp Ly (f) = pn(supp f) C p(V x supp f) vagyis L.(f)(V) C H(S; F; p(V x supp [)).
Mivel L.(f) g pontbeli folytonossaga ekvivalens L.(f) | V' ¢ pontbeli folytonossdgaval és
mivel Fng [ A (S; F;p(V x supp f)) = J)(H(S; F; p(V x supp f))) ezért az eldbbi-
ekbdl kovetkezik, hogy L.(f) folytonos a g pontban és igy az egész G téren is, g € G tet-
sz0leges megvalasztasa folytan. Eddig tehat azt lattuk be, hogy L szeparaltan folytonos.
Most belatjuk az egytittes folytonossdgot. Legyen ehhez zy € G, fy € #(S; F), vala-
mint V' € Z,q4(0) tetszéleges. Valasszunk egy olyan V' € 9B elemet, melyre V' + V' C V

teljestil és legyen V' = co U B!'}ﬂm(O) N (S; F, K)) a V' kornyezet egy felira-

KcS
Kkompakt

sa, alkalmas ex > 0 pozitiv szamokal, VK C S kompakt halmaz esetén. Kihasznalva
x +— L,(fo) imént latott folytonossdgat az xy pontban kapunk egy U € J(xo) kompakt
kornyezetet (G lokalis kompaktsiga miatt valaszthatjuk ilyennek ezt a kornyezetet) mely-
re Vo € U : L,(fo) € Ly (fo) + V'. Most tetsz6leges K C S kompakt halmazra legyen

Sk = ey €s definidljuk a W =co( |J BYl=(0)n.z(s; F; K)) € B kérnye-

KCS
Kkompakt
zetet. A 0 szdmok megvalasztasa folytan teljesiil, hogy VK C S kompakt halmazra,
Wh € By > (0) N (S; F; K)),Va € U esetén Ly(h) € Bll= (0) N4 (S; F; p(U x K))),

mivel L, izometria és supp L, (h) = p.(supph) C p(U x K). Ezéltal, az L, leképezések
linearitdsa miatt Vo € U : L, (W) C V' teljesiil. Legyen most x € U, h € W tetsz6leges.
Ekkor L,(fo + h) = L.(fo) + La(h) € Ly (fo) + V' + V' C Ly, (fo) + V tehdt U x W
megfelel kornyezet. Igy L egyiittesen is folytonos.

(iii) Legyen g € G rogzitett. Ha f € ZR(S;u*) akkor mivel (1.6.22]) szerint p* =

pg-1 ()" = pg=1 (") 18y W (ILg(NI") = w(IfII” o pg—1) = p*([fII') < +o0 = [ €
FE(S; p*). Legyen € > 0 és ¢ € #(5;C) ® F olyan fiiggvény, melyre ey < E

teljestl és melyet irjunk fel a ¢ = Z Yy ® 2 alakban, alkalmas ¢y, ... %, € J#(S;C)

k=1
n

figgvényekkel és zi,...,z, € F vektorokkal. Ekkor mivel Ly( Z U ® 21) =
k=1
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n

> Ly(r) @ 2z, € X (S;C) @ F és

k=1

W (ILy(f) = Lo@)I)7 = @ (ILf = @lP 0 py1)7 = @ (If = lP)7 = |If — ¢

igy Ly(f) € ZLp(S; u*) tovabbé L, izometria. Most beldtjuk, hogy rogzitett f € Zp(S; 1)
esetén a g — Ly(f) leképezés (I, J),. )-folytonos (mivel Vg € G : L, izometria és
g — L, homomorfizmus ezért ismét elég az 1 € G pontbeli folytonossagot latni). Le-
gyen ehhez £ > 0 rogzitett és ¢ € #(S;C) ® F olyan, melyre | f — ¢l ., < e. Mivel
T 1 H(S;F) S T fgy U € Finalip) : U C BLUW2(0) 0 4 (S; F). A (if). pont
alapjan valaszthatunk olyan V € (1) kornyezetet, melyre Vg € V' : Ly(¢) € U. Ekkor
g €V esetén:

1Lg(f) = f

RS

wp <€

we,p S HLg(f) - LQ(SO) we,p + HL9<¢) - 90
<|f =@l +e+IIf —@llm, <3¢

w*,p + ng - f”u*,p

Ez mutatja, hogy a g — L,(f) leképezés az 1 € G pontban folytonos igy egész G-n
is. Eddig tehat azt lattuk be, hogy L szeparaltan folytonos. Az egytttes folytonossag
belatdsa hasonléan megy, mint (ii) esetén: legyenek gy € G : fo € ZLE(S;u*) és e > 0
tetszélegesek. Valasszunk a g — L,(f) leképezés go pontbeli folytonossdgat kihasznalva,

az € > 0 szdmhoz egy V € J5(go) kornyezetet. Ekkor Vg € V : Vf € Bg‘H“*”’(fO) esetén

1Lg(f) = Lo (f)l vy < 1Lg () = Lgo (I + 1o (F) = Ligo (fO) - ), < 26

tehat L folytonos. B

2.1.18 Megjegyzés. Ha eqy G LCH csoportnak a fent megadott L, R onmagan valo
hatasait tekintjik, akkor az ezek dltal, az elozo tétel szerint meghatdrozott dbrdzolasokat
szintén ezen betikkel jeloljik.

2.1.19 Kovetkezmény. Legyen G LCH csoport, S LCH tér, p: G x S — S folytonos
csoporthatds, illetve F' Banach-tér. Ha u € #(S;C)" pozitiv, p-invaridns Radon-mérték,

akkor az /d,u L LS ) — F operdtor is p-invaridns, azaz Vg € G Vf € L5(S; u*)
esetén/Lg(f)d,u:/fdu.
Bizonyitds. Legyen ¢ € #(S;C),z € F,g € G tetszbleges. Ekkor (1.6.13) alapjan

/Lg(¢®2)du = /Lg(¢)®zdu = (/ Lg(w)du) z = (1(Lg(p)))z = (u(p))z = /cp@zdu
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Mivel (2.1.17) (iii) alapjan L, € £ (Z4(S; u*)) gy azt kaptuk, hogy a /d,u o Lg,/d,u
folytonos lineéris operdtorok a # (S;C)® F C L (S; p*) stirti linedris altéren megegyez-
nek és igy az egész téren is. M

2.1.20 Allitas. Legyen G topologikus csoport, S LCH tér és p : G x S — S folytonos
tranzitiv csoporthatds, valamint p € #(S;C)' : u # 0 pozitiv, p-invaridns Radon-mérték.
FEkkorVf e . (S): f# 0= u(f) >0, valamint supppu = S.

Bizonyitds. (Indirekt.) Tegyiik fel, hogy 3f € . (S) : f # 0 melyre u(f) = 0. Legyen
g € Hi(S): g #0 tetszbleges. Mivel f £ 0igy U € Ts: U #0DésU C [f > || fll. /2]

Mivel p tranzitiv igy suppg C |J py(U) ezért supp g kompaktsdga miatt Jgi,..., g, €
geG

G :suppg C | J pg, (U). Ekkor g < Z2ch||”°°[, f) e . (S) ésigy
k=1

191l 191l
2= 2= =0
< X opatall) = g
a ju p-invariancidja illetve az indirekt feltevés miatt. Igy p | #(S) =0 = p = 0 ami
ellentmondéas. Wl

2.1.21 Megjegyzés. Legyen G LCH csoport.

(i) A fenti jelolésekkel élve pg bal G-invariancidja pontosan azt jelenti, hogy Vg € G :
Ha © Lg = HG-

(ii) Legyen x € G tetszbleges. Ekkor a R,(uc) pozitiv Radon-mérték bal G-invaridns,
ugyanis, ha g,y € G, akkor

Ro1(Ly(H))(g) = Ly(f)(gz7") = fly " (g2™")) = f((y " 9)a™") = Rer () (¥ '9)
= Ly(R.-1(f))(9),
iy Ry—1(Ly(f)) = Ly(Ro—1(f)), ezért f € #(G;C) esetén

Rao(pue)(Ly(f)) = na(Ly(f) o Re) = pa(Re=1(Ly(f))) = pa(Ly(Ra-1(f)))
= HJG’(RZ’*I(f)) = Rx(#G’)(f)>

mivel g bal-invaridns. Igy a Hoar-mérték ,eqyértelmiisége” miatt 3A(z) € RY : Ry(pe) =
A(z)pe (ha pg egy mdsik bal Haar-mérték G felett, akkor 3c € R @ pg = cpg gy ha
A'(z) a fenti médon a uy mértékhez tartozik, akkor v € G : N (x)ug = R (ng) =
cRo(pic) = c(A@)pue) = Alx)ug = Ax) = A(z), mivel 3f € H(G;C) : pe(f) # 0;
igy A fiiggetlen a bal oldali Haar-mérték megualasztdasatol). Exzt a A : G — R lek:epezest
a G csoport modularis fliggvényének nevezziik, jele Ag.
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A kovetkez6 allitasban 6sszegylijtottiik a modularis fiiggvény néhany alapvetd tulajdon-
sagat (1d. [Foll5l 2, No.2.4]).

2.1.22 Allitas. Legyen G LCH csoport. Ekkor az imént definidlt A¢ - G — R% modu-
ldris fiiggvény folytonos csoport-homomorfizmus. Tovdbbd ha i : G — G : g — g~ ' az
invertdlds leképezése a G csoportnak, akkor fenndll az i(ug) = AG' - pg Osszefiiggés és

ez a G csoportnak egy jobb oldali Haar-mértéke.

2.2. Atlagolé leképezések, Radon-mértékek faktoriza-
cidja

Legyen G LCH csoport és H C G zart részcsoport, valamint F' Banach-tér. Legyen
f € (G F) és tekintsik a kovetkezét: © € G esetén L,-1(f) | H € # (H; F), valamint
a G — H(H;F);x — L,(f) | H leképezés folytonos, ugyanis a [: #(G;F) —
JH (H; F) operator korlatos illetve f € #(G;F) esetén suppf [ H = suppf N H =
VK C G kompakt halmazra | (#(G;F;K)) C #(H;F; K N H) és gy (1.4.3)) (ii)
alapjan adodik a folytonossag. Emiatt a ¢ : G — F;x — /Lx—l(f> I Hdpy leképezés
folytonos és x € G,§ € H esetén Liey-1(f) | H = Le1 (L1 (f) | H) igy

p(x€) = /Lg—l(Lx—l(f) [ H)dp = /Lx—l(f) | Hdpg = ¢(z)

mivel pgy bal-invarians igy (2.1.19) miatt az / dpg operator is. Igy ¢ allandé a H

szerinti bal mellékosztalyokon, valamint supp ¢ C (supp f)H mivel supp L,-:(f) | H =
s 'supp fNH ésigy haa'suppfNH #A0 =3Ik csuppf:Fhe H:z'k=h=
v = kh™' € (supp f)H tehat x & (supp f)H = z 'suppfNH =0 = ¢(z) = 0 =
supp ¢ C (supp f)H. Emiatt I'P(f) € # (G/H;F):p = P(f)oq. (Tehat z € G esetén

P(f)(@H) = [ Lo1(F) | Hdpp, valamint supp P(f) © a(supp f).) Ty a
P: (G F)— #(G/H;F); f — P(f)

leképezés joldefinidlt; ezeket nevezziitk a G csoport H részcsoporthoz tartozd atlagold
leképezéseinek. (Az F' Banach-tértdl fiiggetleniil P-vel jeloljiik ezeket.)

A tovabbiakban szitkségiink lesz az alabbi, [Foll5, 2, No.2.6]-bdl szarmazé lemmaéra.

2.2.1 Lemma. Legyen G LCH csoport, H C G zdrt részcsoport és E C G/H kompakt
halmaz. Ekkor 3K C G kompakt halmaz, melyre q(K) = E.
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2.2.2 Allitas. (Atlagold leképezések tulajdonsagai) Legyen G LCH csoport és H C

G zdrt részesoport, valamint Fx Banach-tér. Az imént definidlt P . ¥ (G, F) — H# (G/H; F); f —
P(f) leképezés folytonos és linedris tovdbbd f € H (G;F) : x € G esetén P(L,(f)) =
L.(P(f)) és ha ¢ € X (G/H;K) akkor P(f(¢oq)) = ¢P(f). Specidlisan, ha F = C

akkor P szirjektiv nyilt leképezés, valamint Vf € A (G/H) : Jp € K (G) : P(p) = f.

Bizonyitds. Linearitas: legyen ¢, € # (G; F), a,b € K és x € G. Ekkor
Plap +by)(aH) = / (ap + b)) (@n)dpn(n) = a / o(xn)dur(n) + b / w(@n)dpn(n) =
=aP(p)(zH) + bP()(xH) = P(ay + b)) = aP(p) + bP ().

Folytonossag: legyen K C G kompakt és f € #(G; F; K). Amint lattuk, supp P(f) C
q(supp f) C q(K) = P(X (G, F;K)) C #(G/H; F;q(K)). Legyen = € K tetszbleges,
ekkor: supp L, 1(f) | H=a2"'supp fNH C K 'KNH =: K' C H kompakt és

1P = | [ Lo () T Halpsa| < 12 () T H g < 1 e
Ha x ¢ KH = P(f)(xH) =0 ésigy ||P(f)(zH)| < || fll XK us, trividlisan teljesiil,
tehdt [P(f)llo < [1fll XKl 1 vagyis Poing : A(G; Fy K) — A(G/H; Fq(K))
korlatos. Igy (ii) alapjan P folytonos.
Ha f € X (G;F), z,y € G, akkor

P(Le(f)(yH) = /L (ym)dper (n /f m)dpie (1)

= P(f)((z"'y)H) = Lx(P(f))(yH) = P(L(f)) = La(P(f))-

Ha ¢ € #(G/H;K) tetsz6leges, akkor

P(f(poa)(@H) = [ flanelalen))dns(n) = p(eH) [ Flan)dyun(n)
= e(xH)P(f)(xH) = P(f(poq)) = ¢P(f).
Tekintsitk most az F' = C esetet. Eldszor igazoljuk, hogy VF' C G/ H kompakt halmazhoz
3f € #.(G) : F C [P(f) = 1]. Ehhez legyen F C E € g/ : E kompakt. A fenti
lemma alapjan 3K C G kompakt: ¢(K) = FE tovabba, az Uriszon-lemmat haszndlva,
valasszunk ¢ € ., (G/H),v € . (G) fuggvényeket, melyekre: suppp C E, F C [p =
1] illetve K C [¢ = 1] teljestil. Legyen z € G esetén

ol

vla)pla(@) o
Fa) = { P a(0) € ¢ (supp ¢);
0, kiilonben.
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Mivel suppy C E, fgy ¢ (suppp) C KH C [ > 1/2|H és x € [ > 1/2]H esetén
[Los() | H> 0] #0 = P()(zH) > 0 (.1.20) alapjan tehat f joldefinialt, tovabba
a [t > 1/2]H nyilt halmazon f folytonos. Ezenfeliil, definicidja szerint, f folytonos a
G\ _ql(supp ¢) nyilt halmazon illetve [¢p > 1/2]H UG\ _ql(supp ¢) = G igy f folytonos

illetve supp f C supp v = f € A, (G). Tovabba x € El(supp ©) esetén a fentiek alapjan
P(f)(eH) = p(H) P(4) (eH) P({) (wH) " = p(eH) = F C [P(f) = 1]

Legyen most £ C G/ H kompakt és p € # (G/H;C; E) tetszéleges illetve valasszunk egy
f € . (G) figgvényt melyre E C [P(f) = 1]. Ekkor a g := ¢ oqf € #(G;C;supp f)
figgvényre P(g) = pP(f) = ¢, valamint g(supp g) = supp ¢ és mivel P(f) € 4. (G/H)
igy ha ¢ > 0 = g > 0. T6bbet bizonyitottunk: VE C G/H kompakt halmazhoz 3K C G
kompakt halmaz, melyre # (G/H;C; E) C P(#(G;C; K)). (A segédallités illetve sziir-
jektivitas bizonyitasa [Folldl, 2, No.2.6] alapjan tortént.)

Végil belatjuk, hogy P : #(G;C) — # (G/H;C)) nyilt leképezés: tekintsitk mindkét
tér nullelemének az elsé fejezetben megadott B, B g kérnyezetbdzisait. A P és a
topolégidk linearitdsa miatt elég belétni, hogy VB € B¢ : B’ € By : B' C P(B). Le-

gyen B € B tetszoleges: B = co ( U B!'}ﬂOO(O) N (G;C; K)), alkalmas ex > 0

KcG
Kkompakt

(K C G kompakt) szdmokkal. Legyen F C G/H kompakt, melyre int K # () (kiilonben a
hozzé tart6zé altér = {0}) és a fentiek alapjan valasszunk egy K C G kompakt halmazt,
melyre # (G/H;C;E) C P(# (G;C;K)) C #(G/H;C;q(K)). Az egyszerliség kedvé-
ért bevezetjitk a kovetkezé jelolést: Pk := Poing. Ekkor Xp := P;(%(G/H; C,E)) C
H(G;C; K) zart altér és Px | Xg : Xp — #(G/H;C; E) Banach-terek kozott ha-
t6, korlatos linedris sziirjekcié igy a nyilt leképezés tétel alapjan Jdep > 0 : BL"E‘,‘OO(O) N
H(G/H;C; E) C Py(Bll=(0) N (G:C; K)N Xp) € Pr(BLl=(0)n#(G:C; K)). Tgy
VE C G/H kompakt halmazhoz Jeg > 0 (int E = () esetén pl. ep = 1) melyre

Bl'l=(0) N # (G/H;C; E) C P( U Bll=(0)n(G;c; K)) C P(B)

KCcG
Kkompakt

ami konvex (mert konvex halmaz lineéris képe) igy
Beo/w > B = co ( U Bll~)nx(G/H;C; E)) C P(B)

ECG/H
Ekompakt

tehat P nyilt leképezés. B
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Az el6z6 allitds alapjan joldefinidlt a P’ : & (G/H;C) — J# (G;C); u — po P leképezés
amely ldthatéan linedris és P sziirjektivitdsa miatt injektiv is tovabba u € #(G/H;C)’

esetén P'(m) = P'(n), ugyanis Vf € #(G;C) esetén

P'(m)(f) = w(P(f) = p(P(f)) = u(P(f)) = P'(p)(f)

mivel pg valés (pozitiv) Radon-mérték, igy P(f) = P(f).

2.2.3 Definicié. Legyen G LCH csoport és H C G zdrt részcsoport. Egy u € # (G;C)
Radon-mértéket P szerint faktorizdlhaténak neveziink ha p € Ran P' (ekkor p egyetlen
P’ dltali dsképét jelolje p').

Ha u € J(G;C) P szerint faktorizalhat6, akkor amennyiben u valds/pozitiv dgy i’
is valés/pozitiv, ugyanis ha ¢ € #(G/H;C) valés/pozitiv akkor 3f € J#(G;C) va-
16s/pozitiv, melyre P(f) = ¢ (a pozitiv esetet lattuk az el6zé tételben és ha ¢ valds
akkor p = T — p~ melyek € ¥, (G) gy P linearitdsdbol adédik a valds eset is) és gy
w(p) = ' (P(f)) = p(f) mutatja az allitdst. A kovetkezd allitasban jellemzést adunk
Radon-mértékek fenti értelembeli faktorizalhatosagara:

2.2.4 Allitas. (Radon-mérték atlagold leképezés szerinti faktorizalhatéséiga)
Legyen G LCH csoport és H C G zdrt részcsoport, valamint legyen P : # (G;C) —
A (G/H;C) a G csoport H részcsoportjihoz tartozd dtlagols leképezése. Ekkor

(i) Egy p e A (G;C) P szerint faktorizdlhaté < Ker P C Ker p.

(i) Legyen f € C(G;C) olyan, melyre Vo € G : V€ € H : f(z€) = iH((g
G

Ker P C Ker f - ug, vagyis (i) alapjin f - ug P szerint faktorizdlhato.

f(z). Ekkor

Bizonyitds. (i) =: Ha f € Ker P, akkor u(f) = p/(P(f)) = 1/ (0) =0= f € Ker p.

<: Ismert (1d. [JA98, XIV, §1]), hogy a # (G;C)/ Ker P linedris faktortér elldtva a fak-
tortopoldgidval topologikus vektortér tovabbé, hogy a 7 : #(G;C) — # (G;C)/ Ker P
természetes faktorleképezés folytonos és nyilt sziirjektiv homomorfizmus. Tekintsiik a
P': #(G;C)/Ker P — #(G/H;C); f + Ker P — P(f) leképezést, amely az algebra-
bél ismeretes homomorfizmus-tétel szerint vektortér-izomorfizmus valamint P' o m = P
és T nyiltsdga miatt folytonos is. Megmutatjuk, hogy P' nyilt leképezés is ezéltal to-
pologikus vektorterek izomorfizmusa. Legyen U C .#(G;C)/Ker P nyilt: PY(U) =

Pl(w(?rl(U))) = P(7 (U)) ami nyilt, mivel P nyilt leképezés. Igy Ker P C Ker p miatt
3t € (H#(G;C)/Ker P) : ' om = p. Ekkor p/ := p' o (P € #(G/H;C) és ha
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f € H(G;C) akkor P'(u')(f) = p' o (P')" o P(f) = p' o m(f) = p(f) tehdt P'(u') = p
vagyis p faktorizalhaté P szerint.

(i) ([FollB, 2, No.2.6] alapjan) Legyen g € Ker P. Ekkor (2.1.22) alapjin Vx € G esetén

0= P(N)a(@) = [ genydun(n) = [ glen™)Autn™Yduu(n)

Valasszunk egy ¢ € # (G; C) fuggvényt melyre ¢(supp g) C [P(¢) = 1]. Ekkor

0= [ f@e@) [ gen)Auln™dun(n)duc(z)

= | [ famelamg@)Aun™)Acm)duc(x)dyn(n)
= | ] f@)e(ang@)dnnnduc(z)

Z/Gf 2)g(x) P(p)(q(x))duc(x) = f - pa(g)

teljesiil a kovetkezok miatt: az elso 1épésben el6szor is hasznaltuk az elemi Fubini-tételt,
ami jogos, hiszen az integrandus (most mint (x,7n) figgvénye) folytonos és a tartdja
része a supp o x (supp g) ' supp ¢ kompakt halmaznak. Masodszor 1 = Ag(n)Ag(n™)
felirésbél a mésodik tényezo a ug szerinti integrélban ,,kicserélhet()'” cgy R, -1-el valo
lépésben hasznéltuk f (ii)-ben megadott tulajdonsigat végil a harmadlkban ismét az
elemi Fubini-tételt, hasonl6 indoklassal, mint el6bb. W

2.3. Csoportalgebra, Harmonikus analizis alaptétele

Legyen G LCH csoport. Az aldbbiakban réviden ismertetjitk a G csoport altal megha-
tarozott, ugynevezett csoportalgebrdt, amely egy specialis Banach *-algebra és amelynek
abrazolaselmélete szoros kapcsolatban all a G csoport folytonos unitér abrazolasainak
elméletével.

Legyen f,g € Za(G; ps), valamint z € G tetszéleges és tekintsiik a kovetkezdket.

(f <9)(@) /f #)duc(y)
F@): >f<x 7

Belathat6, hogy f * g, f* € Z2(G; ug), valamint az is, hogy ezen elemek Lg(G; p)-beli
ekvivalencia-osztalyai fuggetlenek az f°, ¢° osztalyokbeli reprezentdnsok valasztasatol;
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ezaltal joldefinialtak a kovetkezo leképezések.

1 Lo(Gipg) x Le(Gspg) = Le(Gipg) |70 Le(Gs pg) — Le(Gs pg)
(f*.9°) = (f*9)° 7 o= ()

Igaz tovabbé, hogy ezek a leképezések az L (G ug) téren rendre szorzést és involiciot
hataroznak meg, valamint, hogy ezen két j miivelettel ellatva L(lc(G; {ig;) approxima-
tiv egységelemes Banach *-algebra. Ezt nevezziik a G csoport csoportalgebrajanak (1d.
[Fol15, 2, No.2.5]). A kovetkezé nevezetes tétel mutat ra a két struktira dbrazolaselmé-
letének fent emlitett kapcsolatara (1d. [Foll5, 3, No.3.2]).

2.3.1 Tétel. (A harmonikus analizis alaptétele) Legyen G LCH csoport, m : G —
U(A;,) folytonos unitér dbrizolisa a G csoportnak a ., Hilbert-téren. FEkkor f €
LG s esetén létezik a

w(f)= [ frduc € 2(5)

gyenge integral amely fliggetlen az f*-beli reprezentdans vdlasztdsdtol igy joldefinidlt az
f* = w(f) leképezés. Ez a megfeleltetés azLe(G; p) algebranak nemelfajult *-dbrdzoldsdt
létesiti a , Hilbert-téren, tovdbbd teljesiil, hogy Vg € G : Vf € ZL2(G;us) esetén
m(9)m(f*) = 7(Ly(f)®). Megforditva, barmely A : Lo(Gps) — L(H) nemelfajult *-
dbrazoldashoz létezik a G csoportnak olyan m : G — U(H;) folytonos unitér dbrdzoldsa,
melyre A ~ .

2.3.2 Megjegyzés. Az értelmezési tartomdanyok kilonbézésége miatt nem okoz félreér-

tést, hogy a csoportalgebra fenti abrdzoldsdt ugyanazon betivel jeléljik, mint a csoport
abrdzolasat.
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3. fejezet

Indukalt folytonos unitér
reprezentaciok

3.1. Az indukalt folytonos unitér Abrazolas definiciéja

Legyen G LCH csoport, H C G zart részcsoport és legyen o : H — U(,) folytonos
unitér abrazolasa a H részcsoportnak 77, felett. Tekintsiik a kévetkezo halmazt

F0 .= {f € C(G; ) | IK C G kompakt halmaz : supp f C KH és

VeeG:Vne H: f(zn) =

Ez linedris altere a C(G; %) figgvénytérnek, ugyanis Vf,g € Z% o, € C esetén
suppaf + 8g C supp f Usuppg C K1 H U KoH = (K7 U Ky)H, alkalmas K, Ky C G
kompakt halmazokra. Ha x € G,n € H, akkor

(@ + o)) = afan) + Bgtan) = o Z2 ot ) @) + 5\ T Mol ale) =
. AH(W)O (o T
A af + 59) o)
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fgy af + Bg € F°. Ha f € F° g € G akkor supp L,(f) = gsupp f C (gK)H, alkalmas
K C G kompakt halmazra, valamint kénnyen lathato, hogy

Ax(n)

AG(”) U(U_I)Lg(f) (ZL’),

Ly(f)(xn) =

fgy Ly(f) € F°, vagyis F° invarins altere az L : G — Aut (F(G; #,)); g — L, linearis
dbrazolasnak igy L : G — Aut(F°);g ~ L, linedris dbrazoldsa a G csoportnak F°
felett. A kovetkezSkben ellatjuk az .Z° teret egy skalaris szorzassal. Minden f,g € .%°
esetén (f,g), € C(G;C), valamint x € G és n € H esetén

_ Au(n) _ An(n)
Ag(n) Ac(n)

mivel ¢ unitér dbrazolds. Igy (2.2.4) alapjén (f, ¢)s - pe faktorizalhaté P szerint; jelolje
prg € K (G/H;C)" azt az egyértelmiien létezd Radon-mértéket, melyre (f,g), - po =
frg o P. Legyen K C G olyan kompakt halmaz, melyre supp f,suppg C KH. Legyen
o € H(G/H;C;(G/H) \ q(K)) tetszbleges, valamint h € #(G;C) : P(h) = ¢ és
q(supp h) = supp ¢. Ekkor supph C supphH = al(supp ¢) C G\ KH igy h{f,g9)s =

0=(f,9)0 pnc(h) =0=0=pysy(P(h)) = psy(e) = supp pysy C q(K) emiatt supp piy,
kompakt.

3.1.1 Definicié. Legyen ¢ € # (G/H;C) tetszbleges, melyre supp firy C [p = 1] és de-
finialjuk (f, g) == psq(p); ez alapjdan figgetlen @ megualasztasatdl. lgy joldefinidlt
a () : FOx F° — C leképezés.

(f(zn), g(xn))o (o) f (@), o(n)g(x))e

(f(x),9(x))s,

Specidlisan, ha ¢ € J(G;C) olyan, melyre suppus, C [P() = 1] akkor (f,g) =
ra(PW)) = [ 0{F.9)adnc.

3.1.2 Allitas. Az imént definidlt F° x F° — C: (f,g) — (f,g) megfeleltetés skaldris
szorzds az FO téren és igy (F°,(-,-)) pre-Hilbert-tér.

Bizonyitds. Az F°x F° — C(G;C); (f,9) = (f, 9)s leképezés lathatéan szeszkvilinearis
és konjugélt-szimmetrikus, tovabba az els fejezetben mondottak alapjan a C'(G;C) —
H (G C); f — [ pe leképezés linedris és pg valds mivolta miatt megtartja a kon-
jugdlast is: f - pug = f-pg. Végil (P)™' : RanP' — #(G/H;C)" szintén line-
dris és konjugdlas-tarté fgy F° x F° — A (G/H;C);(f,g9) + i, szeszkvilined-
ris és konjugalt-szimmetrikus, valamint a fentiek alapjan az M .(G/H) altérbe képez.
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Legyen e : M.(G/H) — C;u — pu(p), ahol ¢ € H#(G/H;C) tetszéleges, mely-
re supppu C [¢ = 1]. Ekkor az e leképezés linedris és konjugédlas-tartd, ugyanis ha
p, e € M(G/H),a,b € Cés p € #, (G/H) olyan, melyre supp py Usupp pe C [¢ = 1],
akkor

e(aps + buz) = (apn +bu2) () = apu () + bua(p) = ae(p) + be(pz),

valamint e(fi) = fi(p) = p(p) = e(p) és igy kapjuk, hogy a (f,g) = ps4(¢) leképezés
szeszkvilinedris és konjugalt-szimmetrikus.

Legyen f € .Z° tetszbleges. Ekkor mivel (f, f)o - pia = || in - ug pozitiv Radon-mérték
igy, a pir,r Radon-mérték is pozitiv és emiatt ha ¢ € #, (G/H) olyan, melyre supp ps,; C
[ = 1] akkor (f, f) = purs(p) > 0 valamint lathat6, hogy ha f = 0 akkor (f, f) = 0.
Forditva, tegytk fel, hogy (f, f) = 0; belatjuk hogy ekkor ps; = 0: elég latni, hogy
prr | Hi(G/H) = 0. Ehhez legyen ¢ € J#.(G/H) tetszbleges és valasszunk egy
olyan ¢ € J#,(G/H) element, melyre supp pr s Usuppt C [p = 1]. Ekkor pg () <
]WH prr(e) = |0l (f, f) = 0 a feltevés szerint ami mutatja az allitdst. Emiatt
I f|| “piq = pip.p o P =0 és 1gy (1.6.6), (2.1.20) felhasznéldsaval kapjuk, hogy

0 = supp || 11}, - ne = supp pe N (|| 117 # 0] = [Ilfll?, # 0] = supp f = f = 0.
Ezzel belattuk, hogy a fenti leképezés skalaris szorzés az .Z° téren. B

3.1.3 Megjegyzés. A tovdbbiakban az F° teret mindig ezen skaldris szorzdssal, illetve
az ebbdl szarmazo topologidval elldtva tekintjik.

3.1.4 Allitas. (7° jellemzése) Legyen f € K (G; ) és tekintsiik a kovetkezd leké-

pezést:
A
F(f): G = Ao | | A; fen)dpus(n)

Ekkor F(f) € Z°. Az F : X (G; ) FO f v F(f) leképezés folytonos linedris
szirjekcio, valamint v € G, f € Ji/(G J“i”) és ¢ € %/(G/H C) esetén F(L.(f)) =
L.(F(f)), valamint F(yp o qf) = poqF(f), tovdbbd ha g € F° és ¢ € H(G;C), akkor
F(g) = P(¥)oqf.

Bizonyitds. Legyen f € J (H; ) tetszOleges és tekintsiik a kovetkez6 leképezést: A(f) :
H — ,;n— o(n)f(n). Ekkor A(f) a kovetkezd két leképezés kompozicidjaként all elé:

{H—>U(%’;) x A, {U(%)x%%%
ne (a(n), f(n)) (u, ) = u(z)
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Amennyiben az U(J%,) teret a 7, erés operatortopologidval ellatva tekintjiik, gy az
els6 leképezés lathatoan folytonos, mivel komponensei folytonosak. A masodik leképe-
zés folytonossiga a kovetkezéképpen lathatéd: legyen (u,x) € U(H,) X H, és e > 0
tetszéleges. Legyen V € Ji(u) olyan, melyre Vo € V : |lu(z) —v(z)||, < e. Ekkor
(v,y) € V x Blllo(2) e Toyx, ((u, x)) esetén

lo(y) = w(@)ll, < llo(y) —v(@)ll, + [lo(z) —u(@)], < 2e

Igy tehat A(f) folytonos és lathatéan supp A(f) = supp f igy A(f) € A (H;H).
Ezek szerint joldefinialt az A : #(H; ;) — H (H; ,); f — A(f) leképezés amelyrdl
konnyen lathatd, hogy linearis, valamint az elobbiek alapjan latszik, hogy ha K C H
kompakt halmaz, akkor A(JF (H; 7#,; K)) C # (H; 7,; K). Legyen f € J (H; #;; K);
ekkor n € H esetén

IACH D, = llo () fll, = [1f (e = AN e = [[fll

emiatt A o ing folytonos linearis leképezés igy ((1.4.3) alapjan A folytonos. Ekkor a

U: GxH(G;5#;)

fo/\/TG Ly ( /«22 fan)dpm(n)

leképezés folytonos, ugyanis a (g, f) — Lg-1(f) leképezés (2.1.17) (ii) pontja alapjan
folytonos, a megszoritas operator folytonossagat lattuk az atlagolo leképezés definicidja

[A
kozben, A folytonossagéit az imént lattuk, h € A (H; 75) : h — A—Gh folytonossaga
H

(1.4.3) mésodik kovetkezménye és (ii) garantalja a kompozicié utols6 tényezd-
jének folytonossagat. Mivel f € J#(G; ;) esetén F(f) = (-, f) igy kapjuk, hogy
F(f) € C(G; ) tovabbé 1athatd, hogy ha x & supp fH, akkor L,—:(f) | H =0 =
F(f)(x) =0igy supp F(f) C supp fH. Legyen most x € G és £ € H tetszbleges. Ekkor

1@ = [ 3oty

(
_f [Bee )
_/ AG( 1) & M am)dpn(n) =

(ahol alkalmaztuk rendre az (1.6.13)), (2.1.19) allitdsokat) igy tehat F(f) € F° és az
f = F(f) leképezés linearis, mivel linearis leképezések kompozicidja.
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Legyen most g € .#°,1) € # (G;C),z € G tetszbleges. Ekkor g € 4 (G; ) és

Flg)a) = [ | 3508 amotmtendua(n

Ag(n) Au(n)
_ / AH(n)wxn)a(n)( AG(n)a(n )g(x))dpr (n)

— [ van)dun(ng(z) = PW) o al)g(x),
ahol ismét felhasznaltuk (|1.6.13))-t. Ebbdl kapjuk egyben a sziirjektivitast is: ha 1 €

A (G; C) olyan, melyre g(supp g) C [P(¢) = 1] akkor a fenti szamolés alapjan F(¢g) =

g.
Haz,y e G, f € X (G;7,),p € #(G/H;C), akkor

FUL()) = [ 34 oL enduat

= [ RS ) (o ) = L (F ()

m(n)
valamint

F(poqf)(z / \ 22 q(xn))o(n) f(xn)dp(n)
@) [ ﬁj Fen)dun(n) = (o) ()@

igy F'(L,(f)) = L,(F(f)) illetve F(poqf)=poqF(f) teljesil.
Végil belatjuk, hogy f — F(f) folytonos. Ehhez, F' illetve a topolégidk linearitasa

miatt, elég latni a 0 pontbeli folytonossagot. Legyen £ > 0 tetszoleges illetve K C G
kompakt halmaz, melyre int K # (. Vélasszunk egy ¢x € #,(G) element, melyre
4(K) C [P(px) = 1]. Ha f € #(G; A5 K), akkor supp F(f) C KH igy ||F(f)|I* =

o (@) |F(f)(@)])? due(z). Legyen & > 0 olyan kicsi, hogy (£')? / vrdpg < € teljestl-

jon. Ekkor az ¢’ > 0 szdmhoz és a supp ¢ kompakt halmazhoz, ¥ folytonossagat kihasz-
nalva (2.1.16) alapjan 3V € Z5,q(0) kérnyezet, melyre Vf € V : sup ||F(f)(z)]|, <

. TESUPP PK
e Igy ha f € VN X (G, #}; K), akkor
IEDIP= [exlEDdie < _swp |FD@I, [ xdue < () [ exdne <2
resu K
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Legyen most €x > 0 olyan, melyre Bg;ﬂOO(O) N (G 7, K) C VN (G, 74, K).
Ekkor az elébbick alapjan F(Bll~(0) n ¢ (G; 7#; K)) ¢ BI1(0), tovabba tekintsiik

aB > A = co( U BMOO(O) ﬂ%(G;%;K)) kornyezetet (B az elsd fejezetben

KCG
Kkompakt

megadott kornyezetbazisa 4 szerint a 0 pontnak), ahol K C G kompakt, int K # ()
esetén az £ > 0 szamot az el6bbieknek megfeleléen vélasztjuk, int K = () esetén pedig
legyen pl. ex := 1. Ekkor

F(%) C co ( U  FBI=0)nxz(G;#; K))) c Bl'(0),

KCcX
Kkompakt

mivel F linearitésa és sziirjektivitdsa miatt az | J F (BQ'IE%(O) N (G; 7,; K)) hal-
Kkompakt
mazt tartalmazé konvex halmazok éppen az | J B!'}ﬂw(()) N A (G; #,; K) halmazt

KCcX
Kkompakt

tartalmazé konvez halmazok F' altali képei és metszet fiiggvény altali képe része a kép-
halmazok metszetének. Az utolsé tartalmazas a norma szerinti gdmb konvexitdasabdl
kovetkezik. Igy F' folytonos a 0 pontban. W

3.1.5 Allitas. A kordbban megadott L : G — Aut (F°); g — L, linedris dbrdzoldsa a G
csoportnak az F° pre-Hilbert-tér felett folytonos unitér abmzolas

Bizonyitdas. Elészor belatjuk, hogy Vo € G esetén az L, operator unitér. Legyen z €
G, f € Z° tetszbleges, K s C G kompakt halmaz, melyre supp f C K;H valamint
valasszunk egy ¢ € J#(X;C) elemet, melyre q(Ky) C [P(p) = 1]. Ekkor mivel
supp L, (f) C (xKy)H valamint ¢(xKy) = zq(Kf) (a G csoportnak a G/H mellék-
osztalytéren valé hatdsanak definici6jabdl) és xq(Ky) C z[P(p) = 1] = [L.(P(p)) =

1] = [P(L(¢)) = 1] fey
ILHIF = [ L@ IZa(D2 o = [ Lalo 1F 1) = [ NI du = 1P,

vagyis az L, operator izometria és mivel tudjuk, hogy bijektiv igy unitér. A folytonos-
saghoz (2.1.13)) (ii) alapjn elég latni, hogy a G — U(F");x + L, leképezés (Ta, Tio)-
folytonos, amihez elég az 1 € G pontbeli folytonossag, mivel a leképezés topologikus
csoportok kozétti homomorfizmus ((U(#°), Z,) topologikus csoport). Ehhez legyen
e>0ill. fi,...,f, € .F tetszblegesek valamint rogzitsiink egy V' € J5(1) kompakt
kornyezetet. Ekkor 3K’ C G kompakt halmaz, melyre Vk € {1,...,n} : supp fr, € K'H
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és igy Vy € V! : Vk € {1,...,n} : supp L,(fx) € (VK')H. A K := VK’ kompakt
halmazhoz valasszunk egy ¢ € ¥, (G) fuggvényt, melyre ¢(K) C [P(p) = 1]. Legyen
most k € {1,...,n} rogzitett, ap € H(G; ;) : F(ag) = fi. és € > 0 olyan kicsi, hogy

(e")? / pdug < € teljesiiljon. Ekkor az el6z6 allitasbeli W folytonos fiiggvényre alkal-

mazzuk a (2.1.16)) allitdst, oy, supp ¢, € paraméterekkel: U, € Fq(ag) : Vo € Uy :
sup ||Flax —a)(z)||, < &'. Mivel (2.1.17) (ii) szerint G — #(G; H#,);x — Ly(o)

xTESUpp ¢

folytonos igy Vi, € T5(1) : Vo € Vi : Ly(ag) € Uy. gy Vy € Vi -
sup || F(ay — Ly(ow))(@)]l, = sup |[[F(ar) — Ly(F(ar)) ()|, =

TESUPP @ xreESupp ¢

=, 1fe() = Ly (fo) (@)l < €.

rESUpp

I

Legyen (Vi NV' =1V € J(1). Ekkor y € V,1 < k < n esetén:
k=1

1L = Sl = [ @lLy(fi) = filldug < sup |ILy(f)(@) = fel@)l,” [ wdnc

TESUpp ¢
< (5/)2/90dﬂc <e,

mivel y € V', 1 < k < n esetén supp (L,(fr) — fr) C KH igy p megvalasztdsa folytan a
normanégyzet szamolhato a fenti integrallal. Kaptuk: Vy € V esetén

s lidzo) == {u € U(FY | VE e {1,....n}: |[ulfr) — frll <€},

és mivel az ilyen alaki kornyezetek az idzo € U(F) pontnak .7, szerinti kornyezetba-
zisat alkotjak igy kapjuk az 1 € G pontbeli folytonossagot. B

Legyen (.7, (-,-)) az .Z" pre-Hilbert-tér teljes burka (.#° C .#). Ekkor ({2.1.15) alapjin
az L : G — Aut (F°);g — L, folytonos unitér dbrazolas kiterjed az .# teljes burokra:
3 ind% (0) : G — Aut.Z folytonos unitér dbrazolds melyre Vg € G : ind% (0)(g) | F° =
L,.

3.1.6 Definicié. (Indukalt folytonos unitér dbrézolas) A fent definidlt ind% (o) :

G — Aut.Z folytonos unitér dbrazolisat a G csoportnak a H részcsoport o folytonos
unitér dbrdzoldsa dltal indukdlt abrazolasnak nevezziik.

.....

3.2. A Mackey-féle imprimitivitas-tétel

3.2.1 Definicié. (Imprimitivitas-rendszer) Legyen G LCH csoport, S LCH tér vala-
mint p: G xS — S folytonos csoporthatds. Legyen tovabbd m: G — U(H;) a G csoport-
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nak folytonos unitér dbrdzoldsa a €, Hilbert-téren illetve legyen M : # (S;C) — L(5;)
nemelfajult *-dbrdzoldsa a # (S;C) térnek szintén a € Hilbert-téren. Amennyiben
Ve e G: Vo e H(S;C) esetén teljesiil a

m(x)M(o)m(z™") = M(Ly(¢)) (Imprimitivitds-egyenléség)
ugy a (m, M, p) harmast G feletli imprimitivitas-rendszernek nevezziik.

3.2.2 Jelolés. Amennyiben S = G/H valamely H C G zdrt részcsoportra és a p hatds a
masodik fejezetben megadott balrél-szorzas gy a (w, M,G/H) jelolést haszndljuk ezekre
az imprimitivitds-rendszerekre. (Mivel ebben a dolgozatban a G/H faktortereken a G
csoportnak mindig ezen hatdsat tekintjik igy ez nem okoz félreértést.)

3.2.3 Allitas. Az elébbi definicio jeloléseit haszndlva, ha a G csoport p hatdsa az S
téren tranzitiv akkor M izometria.

Bizonyitds. Lathatéan Ker M G-invaridns *-idedl (Vg € G : Vo € Ker M : M(Lyp) =
m(g)M(p)m(g~") = 0 miatt L,p € Ker M). Emiatt M injektiv: Tegyiik fel, hogy 3¢ €
Ker M : ¢ # 0. Mivel Ker M *-idedl, ezért ha ¢ nem volna valés értéki akkor Reyp =
PP p,— $9

5 % 5 € Ker M valamelyike # 0 és ezek mar valésak igy feltehetd, hogy
i

¢ valos. Legyen x € S olyan, melyre ¢(x) # 0 tovabba legyen K := ||p| > |g0(2x)\ cS
1
kompakt és int K # 0. Ekkor ¢ | K (Js | K, J},)-folytonos és sehol sem 0 igy O K

is ilyen, ezért a LCH terekre vonatkoz6 Tietze kiterjesztési tétel szerint 3p € #(S;C) :
1
o K= v Ker M ideal mivolta miatt ¢p € KerM és pp|K = 1. A tovabbiakban
'
hasznéljuk a f := p@ jelolést. Legyen most ¢ € #(S;C) tetszbleges. Mivel G hatésa

az S téren tranzitiv, ezért suppty C | J py(K) igy 3n € N: 3gy1,...,9, € G : suppy) C
geG

U po (K). Ekkor Vk € {1,...,n} : Lyrf € Ker M és pg.(K) C [Lgk_1f = 1]. Most
k=1

hasonléan jarunk el, mint az egységosztas-tétel bizonyitasaban; definidljuk az alabbi
fliggvényeket

hl = Lgl—lf
hg = (1 — Lgl—lf)nglf

hn = (1 — Lgl_lf)(l — Lg;lf) . (1 - Lg;ilf)Lgﬁlf
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Ekkor Vk € {1,...,n} : hy € Ker M mivel mindegyik szorzatban szerepel olyan elem,

n

amely a Ker M altérhez tartozik. Teljes indukcioval igazolhatd, hogy Z hy =1— H (1—
k=1 k=1
Lgk—lf). Ha most z € supp®, akkor 3k € {1,...,n} : z € p, (K) C [Lg;lf = 1] igy

> hi(z) =1, tehat > hy | K = 1 és mivel ez a fiiggvény is a Ker M altérbdl valo
k=1 k=1

igy ¢ = ¢<Z hk> = thk € Ker M. Ezek alapjan M = 0 ami ellentmondas. Ez
k=1 k=1

igazolja M injektivitdsdt. Ismert, hogy £ (S;C) = Cy(S;C) (pre-C*-algebra teljessé
tétele). Emiatt IM : Co(S;C) — ZL(H,) *-homomorfizmus amely kiterjesztése az M
leképezésnek. Ez sziikségképpen injektiv. Tegyiik fel, hogy dp € Ker M : ¢ # 0. Ekkor
JreS:px)#0=U:= l|gp| > M;w € Js,# (. Az Uriszon-lemmét alkalmazva a
({z}, S\ U) parra kapjuk: 3¢ € #(S;C) : 0 < ¢ < 1,¢(x) = 1,suppyp C U. Emiatt
Yo € H(5;C),# 0 és € Ker M tehiat 0 = M(yp) = M(yp) de KerM = {0}. Ez
az ellentmondéds mutatja, hogy M injektiv. Mivel M C*-algebrdk kozotti injektiv *-
homomorfizmus, ezért 1) alapjan M izometria. Igy tehat M is az. B

Legyen G LCH csoport, H C G zart részcsoport és legyen o : H — U(J,) folytonos
unitér abrazolasa a H részcsoportnak 7, felett. Jeloljék rendre .#°, . # ugyanazokat a
tereket, mint az el6z6 alfejezetben illetve legyen indfl (0) : G — Aut F a H részcsoport
o abrazolasa altal indukalt folytonos unitér abrazolasa a G csoportnak. Tekintsiik a
kovetkezo leképezést.
M: #(G/H;C)— ZL(F°)
@ = M(p) = (f = poqf)

Ez a leképezés joldefinialt, hiszen o € # (G/H;C), f € .Z° esetén elészor is M (p)(f) €
Z° ugyanis ez a fiiggvény lathatéan folytonos #-beli értékii, supp M (¢)(f) C supp f C
K H alkalmas K C G kompakt halmazra és x € G, £ € H esetén

M) (a6) = plala)) ) = | 47 plate) o) =
_ AH(f)a ~1 .

Tovabbé lathatéan M (p) € Lin (.Z°) teljesiil és végiil valasszunk egy ¢ € 74 (G) fiigg-
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vényt, melyre ¢(K) C [P(¢) = 1]. Ekkor

IM@NIE = [ ¢ lleoafI2duc < el [ 1712 duc = el 11

tehat ||M(o)| < ¢l fgy M(p) € L(F°). A p — M(p) megfeleltetésrél kozvetleniil
lathatd, hogy linearis és multiplikativ valamint most belétjuk, hogy *-tarté. Legyenek

ehhez f, g € F° tetszblegesek, K C G olyan kompakt halmaz, melyre supp f,supp g C
KH és #(G;C):q(K) C [P(y) =1]. Ekkor

(M(2)"(),9) = (. M(2)9)) = [ U0 0 ag)odiic = [ 050 qlf. ghodiic =
— [ V@ oaf. g)odic = (M@)(1). 9)

igy kapjuk, hogy M(¢)" = M(p). Tehiat M *-homomorfizmus. Ha ¢ € # (G/H;C)
akkor M(p) € L(F°,.F) igy mivel F° C F slirti linearis altér IM°(¢) € L(F) :
M?(p) | F° = M(p), valamint |M°(@)| = |[[M()|. Igy értelmezhetjitk a kovet-
kez6 leképezést: M7 : # (G/H;C) — ZL(F);¢ — M?(p). Ez a leképezés is *-
homomorfizmus; belatjuk az additivitast, a tobbi is kozvetleniil ellenérizheté. Legyen

o, € 4 (G/H;C), f € #°. Ekkor

M (@ +)(f) = M(p +¢)(f) = M()(f) + M()(f) = M?(@)(f) + M (¢)(f)

és igy mivel folytonos fliggvények kapjuk, hogy a .# téren is megegyeznek. Tovabba
| M ()|l = 1M ()] < |l teljesill amibél kapjuk, hogy M? *-homomorfizmus. Végiil
belatjuk, hogy az M *-dbrizolds nemelfajult. Legyen f € .F° tetszbleges és ¢ €

A (G/H;C) olyan, melyre g(supp f) C [¢p = 1]. Ekkor M7 ()(f) = M(¥)(f) = o
qf = f = f € Ran M? vagyis Ran M? tartalmaz egy stirti linearis alteret tehat M?
nemelfajult.

Ha most z,y € G, f € #°, ¢ € #(G/H;C) akkor
ind% (0)(z) M () ind (o) (x) " (f)(y) = M7 (¢) ind (o) ()~ (f)(z""y)
= pla(z™'y)) fly) = M7 (Lo () () (y)

Mivel y € G, f € Z° tetszélegesek gy kapjuk, hogy az egyenldség-lanc két végén levs
operator megegyezik az .Z° siirii linearis altéren igy a folytonossig miatt a .# téren is.
Ezzel belattuk az alabbi allitast.

3.2.4 Allitas. A fenti jeloléseket haszndlva, (ind$ (o), M?,G/H) G feletti imprimitivitds-
rendszer.
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3.2.5 Definicid. Legyen G LCH csoport, H C G zart részcsoport és legyen o : H —
U(H,) folytonos unitér dbrdzoldsa a H részcsoportnak £, felett. Legyen ind$ (o) : G —
Aut . F a o dltal indukdlt folytonos unitér dabrdazolisa a G csoportnak. FEkkor az imént
definidlt (ind$; (o), M®,G/H) G feletti imprimitivitds-rendszert az o dbrdzolds dltal in-
dukalt imprimitivitas-rendszernek necvezziik.

3.2.6 Definicié. (Imprimitivitas-rendszerek unitér ekvivalencidja) Legyen G LCH
csoport, py, p2 folytonos hatdsai a G csoportnak rendre az S1,Sy LCH tereken, valamint
(71, My, p1), (w2, Mo, po) G feletti imprimitivitas-rendszerek. FEkkor, amennyiben létezik
olyan W @ F., — F., unitér leképezés illetve ¢ : Sy — Sy homeomorfizmus, melyekre

(i) VgeGVseSy:pg,s)=pig e(s));

(ii) Vg€ G:Woml(g)=mlg)oW;

(ili) Voo € #(S1;C) : W o My(¢) = Ma(thop) o W,

ugy a fenti két imprimitivitds-rendszert unitér ekvivalensnek mondjuk és ezt a kévet-
kezbképpen jeloljik: (w1, My, p1) == (w9, My, p2)

A kovetkezd fontos dllitds az imprimitivitas-tétel egyértelmiiségi részét tartalmazza (ld.

[Foll5, 6, No.6.5)).

3.2.7 Allitas. Legyen G LCH csoport, H C G zdrt részcsoport és legyen o; : H —
U(H,,) (i =1,2) folytonos unitér dabrazolisai a H részesoportnak. Ekkor

(ind% (o)), M, G/H) ~ (ind$ (03), M2, G/H) < 0, ~ 0.

A 6 tétel bizonyitasaban felhasznaljuk majd a kovetkezd, [Ja98, XVII, No.10]-b6l szar-
mazé lemmat, amelyre az eddigi eredményeink alapjan sajat bizonyitast adunk.

3.2.8 Lemma. Legyen G LCH csoport, H C G zdrt részcsoport és leqgyen o : H —
U(4%,) folytonos unitér dbrdazoldsa a H részcsoportnak H, felett. Jelolick F°,.F az el6z6
alfejezetben definidlt tereket. Ekkor ha X C Z° olyan linedris altér, amely indg (0)-
illetve M? -invaridans, tovabba X (1) := {f(1) | f € X} C 5, siri részhalmaz, akkor
X C F siri linedris altér.

Bizonyitds. Legyen F : (G, 7)) — Z° a (3.1.4)-ban definidlt leképezés és tekintsiik

-1
az F(X) C H(G;H,) alteret. Legyen ¢ € J(G;C) tetszileges, ekkor f € X =
-1 ~1

Flpf) = Ple)oaf = MU(P(p)] € X = of € F(X) vagyis #(G;C)X € F(X).
Legyen & := span % (G;C)X C F(X). Ekkor vildgos, hogy # (G;C)e/ C /. Legyen
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z € G tetszéleges. Ekkor X (1) € X(z) ugyanis f € X : L,(f) = ind% (0)(z)f € X
a feltételbél és igy L.(f)(x) = f(1) € X(x) tehat X (z) C 7 slirti halmaz. Ha most
p € K (G;C) olyan, melyre ¢(z) = 1 akkor f € X : of € o/ miatt X (z) C o/ (x) igy ez
is stirl a .22, térben. Igy alkalmazhaté az. of C K (G; ;) altérre amely ezéltal
stirti. Mivel F folytonos és sziirjektiv igy F(o/) C 0 siirti és F(</) C X miatt igy
X c ZY is stiri. Végiil mivel .Z° C . siirti igy kapjuk az allitast. W

3.2.9 Tétel. (A Mackey-féle imprimitivitas-tétel) Legyen G LCH csoport, H C G
zart részesoport. Legyen tovabba (m, M, G/H) tranzitiv imprimitivitds-rendszer G felett.
Ekkor létezik (unitér ekvivalencia erejéig eqyértelmien) olyan o : H — U(9,) folytonos
unitér dbrazoldsa a H részcsoportnak, melyre (m, M,G/H) ~ (ind$ (o), M°,G/H).

Bizonyitdas. Az egyértelmiiségi részt tartalmazza az el6z6 allitdas. A létezés bizonyitasa-
kor a [Qrs79| cikkben leirt gondolatmenetet kévetjiik, valamint |[Ja98, XVII, No.10]-bél
szarmazd megfontolasokat is atvesziink. A bizonyitast hat 1épésre tagoljuk.

1.1épés: tekintsiik a kovetkezd halmazt:

Dy = spann (A (G;C)*) A = span {m(¢*)u | ¢ € #(G;C),u € 5}

Most igazoljuk, hogy D; C 7, stlirti linearis altér. Ehhez tekintsiik a kovetkezo leképe-
zést:

A L) x A — I
Ez a leképezés folytonos, ugyanis ha e > 0, (ug, zo) € ZL(H;) x H; tetszélegesek akkor
(u, z) € Bo(ug)Mlor x Bll=(z4) esetén

[uo (o) — u()ll, < luo(wo) — ul@o)ll; + llulzo) — ulx)], <
< luo = ulloy lzollx + llullyy llzo = 2l < & llzoll; + (lluoll,, + €)e,

amibél kovetkezik A (ug, z) pontbeli folytonossaga. Igy, mivel # (G;C) ¢ LG ug,)
stiri részhalmaz és 7 folytonos, kévetkezik, hogy A(w(# (G;C)*)xs#;) = w(H (G; C)*) 5, C
7(Le (G i), stirti részhalmaz. Ekkor

Ll 1. % L_ T v o« L
Dy = Dy Cn(Le(Gpg)) ;- = span (Lo (G )24 = {0}

mivel a csoportalgebra 7 *-dbrézoldsa nemelfajult. Igy D; C 42 sfir(l linedris altér.
Ennek segitségével definidljuk a kévetkezo halmazt.

D= M (G/H;C))Dy = span{M(¢)m(o")u | p € A(G;C), ¢ € A (G/H;C),u € Ay}
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Mivel M multiplikativ igy konnyen lathaté, hogy a D altér M-invaridns. Tovabba az is
igaz, hogy D invaridns a G csoport 7 dbrazolasara, ugyanis ha z € G, € # (G;C), ¢ €
H(G/H;C),u € #;, akkor

(@) M) (*)u = m(x) M ()m (@)~ m(2)m(p*)u = M(Ly())7(La()")u € D.

Most belatjuk, hogy D C % stirfi linearis altér ami ekvivalens azzal, hogy D+ =
{0}. Legyen v € D" tetszdleges. Ekkor Vo € #(G;C), v € H#(G/H;C),u € H :
0 = (M) (e*)u,v)r = (7(0")u, M(P)v), = M(p)v € Di amirdl lattuk, hogy sirii
linedris altér igy kapjuk, hogy Vip € #(G/H;C) : M(¢)v = 0 amibél kovetkezik, a
nemelfajultsag —beli jellemzése szerint, hogy v = 0, mivel M nemelfajult. Végiil
belatjuk, hogy V¢ € D : F € H#(G/H;C) : M(¢)¢ = ¢ Ha & € D akkor In €
N: 3o1,...,0n € Z(G;C), Ty, ..., 0, € H(G/H;C), valamint Juy,...,u, € H; :

& =Y M(@)m(¢))uy. Ekkor ha ¢ € #(G/H;C) olyan, melyre Vk € {1,...,n} :
=1

k—
supp ¢y C [ = 1] akkor M ()M () = M (ihy) = M (¢y) és igy lathatéan M ()€ = &
fennall.

2.1épés: Tekintsiik a kovetkezo leképezést:

B: S x A — H(G:CY
(x,y) = Uy = <M o P()xay>7r

ami joldefinialt, hiszen P (g, Zina)-folytonos, M (9“.”00,<7H.||Op)—folytonos, valamint
Tl = Jina €s a kompozicioban szerepld leképezések mind linedrisak. Tovabba lathato,
hogy B szeszkvilinearis. Most belatjuk, hogy B konjugalt-szimmetrikus. Ehhez legyen
x,y € Ao, p € K (G;C) tetsz6leges és tekintsiik a kovetkezét:

fye(p) = (M(P(p))y, x)r = (2, M(P(¢))y)r = (M(P(p))*z,y)x =
= (M(P(®))7, y)x = Hay(p)

gy pyr = fzy- Az is igaz, hogy x € I, esetén p, , pozitiv Radon-mérték, ugyanis ha
o € K, (GQ) akkor P(p) € H(G/H) = M(P(p)) pozitiv elem az Z(7#,) algebrdban

igy (1.5.4) alapjan M (P(y)) pozitiv operator és igy f,.(¢) = (M(P(p))z,x) > 0.
Végiil megemlitjik, hogy g € G, z,y € H5, 101,10 € K (G/H;C),p € H (G;C) esetén

H e M () (9) = (M(P(9)) M (1), M (1h2)y)x ZLM(%)M(P(@))M(%)%?/)W =

= (M (P (120 qp1 0 )T, y)x = (Path1 0 q) * oy ()
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VAZYIS [i0 (p1)e M)y = (V2101 © Q) * fay, illetve

Lir(gyem(gy (@) = (M(P(@)m(9)z, 7(9)y)x = (w(g~ )M (P(p))m(g)x,y)x
= (M(P(Lg1(0))x,y)r = Lg(ftay) ()

ez€rt ir(g)z,r(9)y = Lg(tz,y) (ahol hasznéltuk az imprimitivitas-egyenletet illetve azt, hogy
P felcserélhet6 az eltoldsokkal).

3.1épés: Tekintsiik a kovetkezd halmazt: Abs(ug) := {p € H(G;C) | 3f € C(G;C) :
p = f-pg} amely ldthatéan linedris altere a # (G;C)" térnek, valamint mivel lattuk,
hogy f € C(G;C),u € A (G;C) esetén f-p = f -7 teljesiil igy, felhasznalva, hogy
g = la, azt is kapjuk, hogy Abs(ug) zart a Radon-mértékek konjugalasara. Ezenfeliil
ha p € Abs(ug), valamint fi, fo € C(G; C) olyanok, melyekre p = f1 - ug = fo- ug akkor
(1.6.6)), (2.1.20) alapjan

0 =supp (f1 — f2) - e = supp ua N [fi — fo # 0] =supp (f1 — f2) = fi = fo

adodik, vagyis a pu Radon-mértékhez tartozé sulyfliggvény egyértelmii ezaltal joldefi-
nialt az A : Abs(ug) — C(G;C); f - ug — f leképezés amelyrél szintén ezen egyér-
telmiiség felhasznalasaval lathato, hogy linedris és megtartja a konjugalast. Tovabba
ha p € Abs(ug) pozitiv Radon-mérték, akkor f := A(u) € C(G) ugyanis f - pg =
pw=Tp = f-pug igy az egyértelmiiség miatt f = f = f valés. Ha most indirekt
feltessziik, hogy 3t € G : f(t) < 0 akkor U € J5 : U # 0 és f | U < 0. Le-
gyen ¢ € K, (G) : suppp C U. Ekkor —fp € F,(G) és # 0 igy alapjan
(=) = f-pna(—¢) = pa(—fp) > 0 = u(e) < 0 ami ellentmond p pozitivitdsdnak.
Ezek szerint a Abs(ug) — C; f - ug — f(1) leképezés linedris, konjugélas tarté illetve ha
p € Abs(ug) pozitiv Radon-mérték akkor f(1) > 1.

4.1épés: Belatjuk, hogy Ran B [ D x D C Abs(ug). Ehhez elészor igazoljuk, hogy
Va,y € H; esetén AN, € H (G x G;C) amelyre

f@ge X (G;C)@H(G;C): Ay (f @ g) = (M(P(f))7(g°) 2, y)r-

Legyenek x,y € %, illetve f € # (G x G;C) rogzitettek és b € G tetszbleges. Ek-
kor f’ := f oiny, folytonos és mivel supp f° C pr,(supp f) ami kompakt igy f° €
A (G; C;pry(supp f)), valamint kozvetlen alkalmazasa mutatja, hogy az G >
b— f° € #(G;C) leképezés (T, Fia)-folytonos és a tartéja C pry(supp f). Tekintsiik
a kovetkezo leképezést.

G — ;b Mo P(f*)m(b)x

Az eléz6ek alapjan a G — L(,);b— M(P(f)) leképezés (T, J1,,)-folytonos vala-
mint 7 folytonossdga miatt a G +— ;b — 7(b)x leképezés szintén folytonos. Ha most
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b1, by € G tetszodlegesek akkor

|M(P(f)m(br)x — MP(f))m(ba)e| < [M(P(FP))m(br)e = M(P(f")m(bo)z| +
+ M) (bo)r = MP(f)m(bo)e| < [MP())], Imb)e = m(bo)all, +
|| (P(f)) = M(P(f))

lin(a)all,

ami, az imént emlitett leképezések folytonossdganak felhasznalasaval, mutatja a fenti
leképezés folytonossagat. Igy a

Wf):G—Cib— (Mo P(fb)ﬁ(b)x,y)

megfeleltetés szintén folytonos, valamint a fentiek alapjan supp 9(f) C pry(supp f) igy
W(f) € #(G;C). Emiatt joldefinidlt a 0 : # (G x G;C) — H(G;C); f — I(f)
leképezés ami lathatéan linearis valamint az eddigiek alapjan ha K C G x G kompakt
akkor V(A (GxG;C; K)) C H(G;C;pry(K)). Legyen most K C G x G kompakt illetve
fe (G xG;C; K) tetsz6leges. Ekkor b € G esetén

IO = (M o P(f")m(b)e,y)| < |M o P()|, Bl llyll, =
=[P 2l Nyl < Coe | £ Mzl lylle < Coc N1l Nl 191l

teljestil, mivel M, 7(b) izometridk illetve a Cx konstans a
P o ingeyx) : (G5 Cspra(K)) = (G H; C: g(pry(K)

operator korlatossdgabol adédik. Tgy kapjuk, hogy |9(f)]l < Cx | fll Izl llyll.. vagy-
isadoing : A (GxG;C; K) = #(G;C; pry(K)) linedris operator folytonos igy
(ii) alapjén ¥ folytonos. Definidljuk: \,, := pg o € H (G x G;C)". Most belatjuk,
hogy A, rendelkezik a fenti tulajdonsidggal. Legyen f® g € # (G;C)® # (G;C); ekkor
be G esetén (f@g)° = fg(b) igy

Ae(F @ 9) = [ 9O (P(N)R0)2, y)dalb) = (MP)(wy) o [ g)m(B)dpalb) =
— (M(P(F)()a, ) 0 7(g") = (M(P()(g")a, 1)

mivel a (M(P(f))(-)z,y) : £ (H#;) — C linearis funkcional (.7,, 7].|)-folytonos. (Ugyan-

is, ha (ua)aca C ZL(H;) olyan éltalanositott sorozat melyre u, Zue & (),
akkor uq(z) — u(z) = M(P(f))ua(z) = M(P(f))u(z) = (M(P(f))ua(z),y) —
(M(P(f)u(z),y).) Igy (1.6.24) alapjan felcserélheté a gyenge integrallal.
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A kévetkezOkben megmutatjuk, hogy z,y € 7, 11,12 € (G5 C) esetén pir(ye)z n(ywg)y €
Abs(pi). Ehhez legyen ¢ € #(G; C) tetszbleges:

Htunrentupn() = (P, m(03)y)s = (w(03)y, M(P(p) (6] =
2y MPR)x o [ da(e)n(e)dpa(c) =

[}
©
3
O
El
<
-
8
2
U
=
q

2(c)(m(c” )M (P(p))m(c)m(c)m(¥3)z, y)rdpc(c) =
2 ()M (P(Ler (0)))7 (Lot (1)), y)mdpa(c) =

o(ca™ M (0)1/11(ca’lb)Ag(a’l)dug(c))\xy(a b) =
o) [ Walea™ Walea D) Ag(aAuy (@ b)dpc(c) =

Pl wp)e gy @HG = ha(yt)zx(yg)y - e (P)

Acla™)Aa(a) [ Ta(e)p(ca)s(cb)duc(©)hey(a, ) =
p(c

ahol ¢ € G : hays)ex(we)y(C) = Aay(P(c, ¥1,¢2)), a,b € G :

(e, ¥1,92)(a,b) = Ya(ca™ Jr(ca™ b)Ag(a™).

Miel6tt ratérnénk @ tulajdonsigaira azel6tt nézziik a fenti 1épések helyességét: az (1)-beli
felirassal azt hangsilyozzuk, hogy ott egy gyenge integral folytonos linearis funkcional
altali képe szerepel (((-)y, M(P(¢))m(V})x)x : L(5) = C (40, J).)-folytonossaga ha-
sonléan lathaté, mint egy kordbbi esetben) amelyeket ezutéan (2)-ben fel is cseréliink
tovabba lathatd, hogy a (2)-ben levé integrandus € 2 (G;C). Mivel pg valds (pozi-
tiv) Radon-mérték, igy (3)-ban ,bevihetjik” a konjugdlast az integralba. A kovetkezd
két lépésben kihaszndalva, hogy 7 unitér abrazolasa a G csoportnak, atirhatjuk az in-
tegrandusban szerepld skalaris szorzatot az (5)-ben levé alakra (ekézben felhasznaljuk
az imprimitivitas-egyenletet illetve az alaptételnél emlitett kapcsolatat a csoport illetve
csoportalgebra dbrazolasanak: 7(c)m(¢®) = m(L(9)*®)). A kévetkezd lépésben A, , azon
tulajdonsagat hasznaljuk ki ami az f ® g alaku fliggvényeken felvett értékeire vonatkozik.
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Az igy kapott

{(G xG)xG—C
((a,b),c) = Ya(c)p(ca)iy(ch) = 1hy 0 pry @ o (pry pry o pry)ihy © (prypryopry)((a,b), c)

integrandus ezen felirdsbdl lathatéan € C((G x G) x G;C) valamint, hogy a tartdja
C ((supptb2) " suppp x (suppt2)”'supp i) x suppvy C (G x G) x G kompakt gy
€ X ((G x Q) x G;C) és emiatt jogos (7)-ben az elemi Fubini-tétel szerinti integral-
csere. A kovetkezo 1épésben (ii)-t haszndaljuk. Végil a (8)-beli integrandusrol az
el6z6h6z hasonlban lathatd, hogy € # ((G x G) x G;C) igy ismét hasznalhat6 az elemi
Fubini-tétel.

Tekintsiik most a kovetkezo leképezéseket.

{L: G x A (G;C) x #(G;C) — #(G;C) x #(G;C) {7: GxG—GxG
(e, 901, 9) = (L1 (¢1), L1 (2)) ’ (a,0) = (a™'b,a™")

Mindkét leképezés folytonos, mert komponenseik folytonosak (v esetén ez (2.1.17) (ii)
alapjan lathatd, v esetén pedig a csoportmiiveletek folytonossagdabdl), sét, v homeo-
morfizmus is mivel lathaté, hogy a G x G — G x G;(a,b) — (b, b 'a) leképe-

zés éppen v~ és ennek a folytonossiga ugyan ugy lathaté, mint v esetén. Legyenek

H (G x G;C) = H (G x GC)f & fomf ™ FAG opry; ezek (1.4.3) masodik
kovetkezménye szerint folytonosak. Ekkor az eddigieket Gsszevetve

d: GxH(G,C) xHGC) —xGxGC)
(¢,91,¥2) = Le-1(11) ® L1 (1) 0 yAG o pr

folytonos, mivel ® = AoTl'o®o. (® folytonossagat lattuk ((1.4.3)) els6 kovetkezményében).

Eszerint hr(y)en(yg)yy = Aoy © @(,¥1,92) € C(G;C) 18y pryt)em(yg)y € Abs(uce). Ha
most 1, g € Ji/(G C) Ur,9 € K (G/H;C),x,y € J, tetszblegesek, akkor a méasodik

pontban latottakat felhasznélva

HM (1) (032, M (2)m (w2¢1 OQ) o})z,m(eS)y — (h (e)z,m( y¢2¢1 OQ) hag € Abs(ug)

Végiil ha &,& € D & = ZM V)(pd) s, & = ZM V;)m(9})y; alkalmasan vélasz-

j=
tott ¢, @; € H(G; (C),wz,% € #(G/H;C) illetve xl,yj € J;, elemekkel akkor

Hevge = D HM@m(0d)es M ()m(0})us (Z P ($)2s,m(6)ys %WQ) = he, gl € Abs(uc),

i,J
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ahol kihasznaltuk B szeszkvilinearitasat illetve a Radon-mértékek folytonos fiiggvénnyel
valé szorzasanak elso fejezetben emlitett tulajdonsagait. Tovabba az Abs(ue) halmazbeli
Radon-mértékek stlyfiggvényeinek egyértelmiisége miatt he, ¢, iménti definicidja fiigget-
len a &, & elemek generatorokkal valé felirdsatol.

Ebben a lépésben még megnézziik a he, ¢, fiiggvények tovabbi két fontos tulajdonsgat:
legyen ehhez n € G, x,y € 7,1, € H (G;C) tetszbleges. Ekkor

Ha(myr(@®)zamm@w)y = Ln(Bad)ex@ws)y) = Lny(Me@s)exws)y - #6) = Ly(has)zex@wg)y) - Ha

{gy az egyértelmfiség miatt Ny (y)r(ps)exmyrws)y = Ly(Pr(pe)zr(ws)y) all fenn és az dltalanos
esetben hasonldan eljarva, mlnt fentebb kapjuk, hogy &1,&2 € D esetén is Na(y)e, (e, =
L, (he, ¢,) teljesiil. Legyen most n € H és tekintsiik a kovetkezot:

Ly(haqupyeatug) (1) = Aoy (R0, b1, 1)) = /19(@(U_17¢1,¢2>>dua
= [(M(P@@, v, 02)") (), y)duc(b) =

mivel tetszoleges a,b € G esetén

PO n ) (@) = [ O v, )" (@) dpn (€)
= Aa(n) [ Bal(en) ™ a ) al(En) e D) Aa((En) " a dpun(€)

= Aa(n) /R L, 91, ¢2) )(a&)dur ()
= Ac(n)Au(n” ) (®(17¢1,¢2)b>(aH)

teljesiil, igy ezzel folytatva a korabbi egyenloség-lancot, az alabbi adodik

= Aa)dulr) [(MPOQ, b1,12)) 7). y)duc(®)
= Bam)Aun™) [ DO, b1, v2)dug
= Ac(mAr( ) Aey(R(L, ¥1,92)) = A Ar (™ ha(up)emus)y(1).

Altalaban, &,& € D esetén ha & = ZM i)m(pd)x;, & = ZM ) goj)yj alkal-
masan valasztott ¢;, ¢; € H (G, C),wu% € X (G/H;C) 1lletve xl,yj € J; elemekkel
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akkor

Ly (he g,)(1) = Z Z hr( (¢9)zim(3) yg( _1)¢J¢z oq(n _1)
=1 j=1
=22 Ac)Ar( ) hatetennteny (D50 0 a(1) = Ac(m)An(n™he & (1)

@
Il
MR

i=1j

Tehat V£1,£2 S D,’f] € H: Ln<h51,£2>(1) = Ag(T]>AH<T]71)h517§2(1) teljesiil.

Most ratériink az emlitett masodik tulajdonsagra: legyen g € GG, valamint az egyszeriiség
kedvéért legyenek &1,& € D az el6zd gondolatmenet végén felirt elemek és tekintsiik a
kovetkezot.

NE

h 5152 :Z

Por(g) M () m(62)i M (62) (025 (1)

@
Il
-

.
Il
-

I
NE
NE

MM (L () (L (00)*)s, M () () (1)

@
Il
—_
<.
Il
—_

[
WE
NE

ngj%)( ( ))%(q(]‘))h”([’g(@i).)mi’ﬂ'(@;)yj (1)

N
Il

—_
<.
Il

—_

Ha most i € {1,...,n},5 € {1,...,m}, akkor
hﬂ(Lg(%)')xm(SO;)yj(l) = )‘:cz-,yj o ®(1, Lg(%‘)a ©j) = Axi,yj odo in27(1790i7soj)(Lg<90i))

és mivel (ii) alapjan g — Ly(p;),g9 — Lg(1);) folytonosak, igy ez a figgvény a
g € G paramétertdl szintén folytonosan fiigg, ®, A, , korabban bizonyitott folytonossa-
gat felhasznalva. Mivel ez a fenti 6sszeg minden tagjara érvényes igy azt kaptuk, hogy
V&1, € D esetén a hq(g, ¢, (1) fliggvény folytonosan fiigg a g € G paramétertol.
5.1épés: Az elézo 1épésekben definialt A, B leképezések segitségével definidljuk a kovet-
kez6 leképezést.

(61,€2) = A(B(&1,6))(1) = he 6, (1)

Errél A, B korabban bizonyitott tulajdonsagai alapjan lathaté, hogy szemi-definit ska-
laris szorzas, valamint x1, 29 € D, € € H esetén a 4. pont végén latottak alapjan

(m(&)x1, m(€)T2) D = ha(©)ar m(e)ea (1) = Le(hay 20)(1) = A () Ar (€ ) hay n (1)
= Ac(§)An(E ") (1, 22)p

{<-,->D: DxD—C
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Tetszoleges £ € H esetén tekintsiik a kovetkezd leképezést.

{UD(S) . D—D
£ JAn(E)AaE D)z

Mivel a 7 szerinti abrazol6 operatorok linearis bijekciok igy ezek az operatorok szintén
ilyenek, valamint a fentiek alapjin xi, 29 € D esetén (op(§)z1,0p(&)xe)p = (x1,%2)p
igy ezen szemi-definit skalaris szorzas altal indukéalt norma magtere invarians a (&)
operatorokra. Tovabba megjegyezziik, hogy mivel 7w, Ag, Ag csoport-homomorfizmusok
ezértaop : H — Aut(D); & — op(&) leképezés szintén csoport-homomorfizmus. Ha ||-||

jeloli a (-,-)p altal meghatarozott félnormat, valamint ¢ := D/Ker ||-||, és [-] : D —
A a természetes faktorleképezést akkor ezek szerint V¢ € H esetén Jo(§) € Lin(H2)
sziirjektiv linedris leképezés, melyre x € D esetén o(§)[zx] = [op(§)x]. Legyen (-,-) :

H x H — C a kovetkez6képpen értelmezve: Vr,y € D : ([z],[y]) = (x,y)p. Ez a
leképezés joldefinialt (figgetlen a mellékosztalybeli reprezentansok vélasztasatol), hiszen
ha z,2',y,y € D olyanok, melyekre 2’ € x + Ker ||| 5, ¥’ € y + Ker ||-|| 5, akkor

CSB
[{z,y)p— (=", ¥)pl < Kz—2",y)p |+ [z, y=y)p| < Nz =2l llyllp+ll2’llp ly —y'llp =0

Kozvetlen ellenérzés mutatja, hogy (-, -) skalaris szorzas a . téren igy (J€,(:,-)) pre-
Hilbert-tér. Tovabba ha &,n € H,z,y € D, akkor

(0 (&[], o (E)[y]) = (on(&)z,0p(E)y)p = (z,y)p = ([z],

a(&n)lz] = [op(En)x] = [op(§)(op(n)x)] = o (§)lop(n)z] = o(§)(a(n)
amelyek mutatjak, hogy o : H — U(J#) csoport-homomorfizmus vagyis o linedris unitér
abrazolasa a H csoportnak 77 felett. Most belatjuk, hogy o folytonos abrazolas; ehhez
felhasznaljuk a (2.1.13]) (iii)-ban adott jellemzést. Legyen ehhez (&;);c; C H altalanosi-

tott sorozat, melyre & — & € H, illetve legyenek z,y € D tetszolegesek. Ekkor ¢ € [
esetén:

(o(&) 2], W]) = (on(&)m, v)p = VAR(E)Aa(& ) (m(&)T,y) b
= VARE)AG(E Y haeen(1) = /AH(E)AGE ) (e (1)
= (op(&)z,y)p = (o(§)[], [y])

mivel, az 5.1épés legvégén latottak alapjan, hy(.yz, (1) folytonos. Ezek szerint o folytonos

unitér abrazolasa a H csoportnak a . pre-Hilbert-tér felett igy ha 7 C g jeloli 7
teljes burkat akkor (2.1.15)) alapjan egyértelmiien 1étezik olyan ¢ : H — U(s#) folytonos
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unitér dbrazolds, melyre Vn € H : (n) [ 7 = o(n).

Jelolje .Z° a § 3.1 szerinti, & abrazolashoz tartozé pre-Hilbert-teret illetve #° C #
ennek teljes burkat amelyen a skalaris szorzast illetve normét rendre (-, )z, ||-|| » jeloli.
6.1épés: Tetszoleges x € D elemre definialjuk a kovetkezd leképezést: f, : G — j?j a —
[7(a~)z]. Legyen most o € D rogzitett. Belatjuk, hogy f, € #°. Legyen a € G,n € H
tetszoleges, ekkor

Folan) = [7((an)™)a] = [x(n™)m(a™)2] = /D) Au(n~H)op(™) (r(a™")a)]
= \Bum)Daln)5(n ") fula).
Tehat f, eleget tesz az .7 0 elemeitdl megkovetelt egyenletnek. Most belatjuk, hogy f, €

C(G; H). Tegyiik fel elészor, hogy © = M (¢)w(¢®)u alaki, alkalmas p € #(G;C), ¢ €
H (G/H;C),u € 7, elemekkel. Legyen a,b € G tetszbleges és tekintsiik a kovetkezét.

lfol@) = £ = [Im(a™)a = a(p™)al|” = |w(a e = =0 Ve
= | ) M@)m(@)m(a )r(e")u — (b )M @) )b )r ()|, =
= [[M (Lo ()7 (Lo ()" ) = MLy ()7 (L1 (9)*)ul| 3, =
=Mﬂ%1@Dﬂ%1@YW%+HM@w(»ﬂbawﬂMb
—ﬂ%@ﬂulw»ﬂul<>wwﬂu4w»ﬂu4wm>
= [La-1 (V) (@) PPr(r, s (o) yum(r, 1 (p)2yu(1)+
+ |Lb*1(@Z))(QQ))'Z}L#(Lb—l(@)')uvﬂ(Lb—l(w)‘)u(l)_
—2L,-1(¥)(q(1)) L1 () (q(1)) Re ha(z, _ (p)*yurm(r, -1 (9)9)u(l) =
= |1 () (@) P A (@(1, L1 (1), L (9)))+
[ L1 () (@(1) P A (@(1, L1 (), L1 (9))) -
— 2L,1 () (a(1) Ly () ((1)) Re Ay (B(L, Lo-1 (), L1 (1))

Mivel (ii) alapjan g — Ly-1(¢), g — Ly-1(v) folytonosak, tovabba mivel @, A, ,,
szintén folytonosak igy b — a esetén az egyenloség-lanc végén levo kifejezés lathatdéan
— 0. Tehat f, folytonos az a € G pontban ami tetszéleges volt igy folytonos a teljes
G téren is. Végiil, dltaldnos x € D elemre f, folytonossaga adodik az elbbi, specialis
esetb6l, hiszen a D 3 z — f, € F(G; H) leképezés lathatdan linedris.

Mielott f, tartojara vonatkozé feltételt ellendriznénk, megnézziik még ezen fiiggvények
két fontos tulajdonsagat. Legyen ¢ € # (G/H;C),g € G,y € D tetsz6leges és tekintsiik

o7



a kovetkezOt.

(frrw(9), ) = (g™ )M ()], [y]) = (M (L, (w))ﬂ(g’l)w],[yb
= (M(Lg-1()m(g™ )z, y)p =
= ¥(q(9)){m (g™ )z, y)p = (Y(alg

Mivel y € D tetszoleges volt, igy kapjuk, hogy Vy € D :

frrwya(9) —¥(a(9)) f2(9), [y]) =
0 viszont [D] = # C A stir(i linedris altér, {gy a9 ) ¥(q(9))fz(g) = 0. Mivel
g € G is tetszdleges volt igy kapjuk, hogy fis(y): = 1/Joq fz A masik emlitett tulajdonsag
a kovetkez6. Minden g, h € G esetén

Frige(h) = [r(h™ ) (g)z] = [r((g7"h) " )a] = falg™h) = Le(f)(h),

Vagyis fw(g)x = Lg(fz)

Most belatjuk a tartéra vonatkozod feltételt: az elso 1épésben latottak alapjan Jy €
K (G/H;C) : M(y))x = x. Igy az elébb belatott tulajdonsagot felhasznélva kapjuk:
fe = fuw)e = ¥ o qfs. Hamost K C G olyan kompakt halmaz, melyre ¢(K) = supp ¢

akkor supp f, C _ql(supp ) = _ql(q(K)) — K H igy mindent 6sszevetve f, € Z° adédik.
Most belatjuk, hogy ||z]|> = ||f.||%. Ehhez legyen ¢ € #(G/H;C) : M()x = =,
valamint ¢ €  (G; C) olyan, melyre supp ¢ C [P(¢) = 1]. Ekkor M multiplikativitdsa
miatt M (P(p))x = M(P(p))Mp)xr = M(P(p)Y)r = M(p)x = x all. Tekintsik a
kovetkezot:

1115 = [ @ 1A dua) = [ o) x|} dustt)
_/90 7r(t Dz, m(t 1);U( )duG /90 Lt 1<hxaz)( )duG /90 a:x( )duG()
= e 1G($) = oal9) = (M(P(9),2)r = (@25 = |l

Az eddigiek alapjan tehat a W : D — 2%z +— f, leképezés linearis izometria. Igy mivel
D C A stirti linedris altér 31 W : 72 — J linedris izometria, melyre W | D = W.
Legyenek most g € G,z € D,y € & (G/H;C) tetsz6legesek és tekintsiik a kovetkezoket:

im@ﬂ@mmMz%m»:mmzww@@

MJ(@Z))(W(I)) =V oqfe = fmw) = W(M(@/})ﬁ)

Mivel az egyenloség-lancok végein folytonos linearis operatorok allnak, melyek megegyez-
nek a D C %, stir(i linedris altéren igy kapjuk, hogy Vg € G, ¢ € # (G /H;C) esetén

ind$ (0)(g) o W =W om(g), M°(¢)) o W = W o M(1)
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vagyis a W operétor dsszekéti a (m, M, G/H), (de (o ) M, G /H) imprimitivitds-rendszereket.
Még annak belatasa maradt hatra, hogy a W unitér operator Az el6z6ek  alapjan, ha

g € G.¢ € X (G/H;C) tetszblegesek, akkor ind% (0)(g)(Ran W) C Ran W, valamint

M ”(¢)(Ran W) C Ran W " vagyis a Ran W C ZY linearis altér invaridns az ind% (o ) M°
&brazolasokra. Tovabbs W (D) C RanW és {f( )| f € W( )} ={f:(1) | x € D} =

D] = 2 C A stirtt linedris altér 1gy 8) alapjén Ran W C . sfirii linearis altér.
Mivel W izometria, igy Ran Wc.Z zart alter amibdl adédik W sziirjektivitdsa. W
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