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Lie csoportok projektiv abrazolasai a kvantummechanikaban
Bevezetés
Motivacié

Projektiv dbrazolasok sziikségessége

A kvantummechanikaban
o Egy eseményt a Hilbert-tér egy projektoranak,
o Egy fizikai mennyiséget ezen Hilbert-tér dnadjungalt
operatoranak tekintjiik.
o Sziikség van tehat a térid6 szimmetriacsoportjanak irreducibilis
projektiv dbrazolasaira.
A szakdolgozatomban a négy- és tobb térdimenziés Galilei-csoport
projektiv abrazolasaival foglalkoztam.
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Bevezetés

A csoport

A Galilei-csoport

Az n térdimenziés Galilei-csoport

G=SO(n)xRxR"xR"

A csoport egy altalanos eleme

(R,7,v,u) € G

A szorzasi szabaly pedig

(R, m,v,u)(R, 7' v u') = (RR',7+7',RV +v,Ru +u+7'v)

A csoport elemei matrixba rendezheték

R v u
0 1 7 G
0 0 1
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Bevezetés
Abrazolaselmélet

Projektiv dbrazolas

Legyen H egy Hilbert-tér és jelolje P(H) a projektorhaléjat. Ekkor
az A: G — Aut(P(H))

AgAn = Agh

csoporthomomorfitmust projektiv abrazolasnak nevezziik.

Wigner tétele értlmében, ha G Gsszefiiggd Lie-csoport, akkor a
projektiv abrazolast egy unitér operator generalja, azaz

Ag(P) = UgPU; .
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Bevezetés

Abrazolaselmélet

Unitér kociklusok

Ezen unitér operatorok szorasara az

UgUh = w(g, h)Ugh
Osszefiiggés teljesiil, ahol w(g, h) egy egységnyi abszoltértékd
komplex szam. Ezt az w fliggvényt unitér kociklusnak nevezziik.

Az unitér kociklusok kdzott értelmezve van egy ekvivalencia-relacid,
a kohomoldgia, koholomlég unitér kociklusok ekvivalens a projektiv
abrazolast generalnak.

Az (U,w) part a G csoport sugdrabrazolasanak nevezziik.

Projektiv abrazolds — Sugarabrazolas, unitér kociklus
Sugarabrazolas, unitér kociklusok kohomolégia-osztalya —
Projektiv abrazolas



Lie csoportok projektiv abrazolasai a kvantummechanikaban
Bevezetés

Abrazolaselmélet

A kibévitet csoport

Legyen G, = G x T kibgvitett csoport, és a csoportszorzas

(&, A)(h, 1) = (gh,w(g, h)Au)

Tétel A G csoport sugarabrazolasai és a G,, kib8vitett csoport
unitér abzazolasai kdlcsondsen egyértelmiien meghatarozzak
egymast.
A projektiv abratolasok megtalaldsahoz tehat sziikség van

© Az unitér kociklusok kohomolégia-osztalyaira

O Az igy kapott kib8vitett csoport unitér dbrazolasaira
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Unitér kociklusok

Unitér kociklusok kohomolégia-osztalyai

Egy, a Lie-algebran értlemezett zart, antiszimmetrikus bilinearis
format kommutator-kociklusnak neveziink. Ezeken is értelmezve
van egy kohomoldgia, ami ekvivalenciarelacid.

Egy Lie-csoport unitér kociklusainak kohomolégiaosztalyai és a
kommutartor-kociklusainak kohomolégia-osztalyai kdlcséndsen
egyértelmiien meghatarozzak egymast.

Mivel a Lie-algebra szerkezete egyszeriibb, el6szdr a kommutator
kociklusok kohomolégiaosztalyait hatdroztam meg, majd ez alapjan
az unitér kociklusokat.
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Unitér kociklusok

Kommutator kociklusok

Jeldlje
o Aj; a forgatasok infinitezimalis generatorat,
@ B az eltolagok infinitezimalis generatorat,

@ D; a koordinatarendszerek kdzotti attérés infinitezimalis
generatorat,

e F az idéfejl6dés infinitezimalis generatorat.

A Lie-algebra kommutécids relaciéi ekkor

(A, Ai] = Aix,
[Ai,B]] = B,
[Aj,D;] = Di,

[Di,F] = B,
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Unitér kociklusok

A Galilei csoport kommutator kociklusai

A dolgozatomban belattam, hogy n > 4 esetén az n térdimenziés
Galilei csoport minden kommutator kociklusdhoz létezik egy vele
kohomolég x kommutator kociklus, amire

k(Bi, Dj) = p

és az Osszes tobbi paron felvett értéke nulla, 1 pedig egy pozitiv
valds szam.
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Unitér kociklusok

A Galilei csoport unitér kociklusai

Megmutattam, hogy a 1 szammal indexelt kommutator kociklushoz
tartozé6 unitér kociklus

(R v,u), (R, 7/, ') = e (V)R o)

Ezek utan meg kellett keresni a kibGvitett csoport unitér
abrazolasait.
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Unitér abrazolas

Unitér abrazolasok

Ha egy G csoport féldirekt szorzat szerkezetii, azaz G = H x; A,
ekkor a (Z, i, ¢, ao, €4y, M) rendszert megengedett hatosnak
nevezziik, ha

O Z lokalisan kompakt H palya A csoportban

@ 1 nem-nulla Radon-mérték a Z palyan

©  a u mérték siriségfiiggvénye

Q 3 egy rogzitett pont a Z palyan

@ c,, az ap ponthoz tartozé Borel metszet-fliggvény

@ m az ap pontbeli kiscsoport unitér dbrazolasa egy K
Hilbert-téren
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Unitér abrazolas

Unitér abrazolasok

Ekkor, ha p invarians mérték a Z palyan, és ¢p(ag) = ey, akkor G
csoport abrazoldsa a H = £?(Z, 1, K) Hilbert-téren

(Uth,a)(£))(P) = p(@)m(cap(p) ™" h Cao(Qn-1P)) F(Qp-1p)

Mackey tétele értelmében, a megengedett hatosok altal indukalt
unitér abrazolasok megadjak a G csoport Gsszes folytonos
irreducibilis unitér dbrazolasat.

Tehat ha azonositjuk a megengedett hatos elemeit, akkor
megkapjuk a csoport unitér dbrazolasait.
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Unitér abrazolas

A kibdvitett csoport

A kibgvitett csoport
G'=SO(n) xRxR"xR"xT
egy altalanos eleme pedig
(R, 7,v,u,()
Ennek két részcsoportja

Af ={(1,7,0,u,()}
H* ={(R,0,v,0,1)}

és a H" csoport hatdsa az A* csoporton

t(R,v,l)(Ta u, C) = (’7’, Ru+ 7v, <e_i%(2(V,RU>+T<V,v)))
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Unitér abrazolas

A kibdvitett csoport

A kibgvitett csoport
G =SO(n) xRxR"xR"xT
Ennek két részcsoportja

AP ={(1,7,0,u,()}
H* = {(R,0,v,0,1)}

Az A¥ egy Abel-csoport, a G* csoport pedig féldirekt szorzat

szerkezetii
GH = H* x; A*
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Unitér abrazolas

Palyak az AW csoporton

Az Ab =P x P" x Z , ahol

(Po, P, k)(7,u,¢) = (KeilPortp),

A H* csoportnak van egy adjungélt hatasa Al csoporton. A HF
palyak pedig

Zk,p = {(pov P, k) ‘ <p7 p> + 2kMP0 = p} :
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Unitér abrazolas

Borel metszet-fliggvény és a mérték

Valasszunk reprezentanst mindegyik palyarél, legyen
akp = (ki) 19,0, k).
Az ay , pontbeli Borel metszet-fiiggvény

a, (k)7 (0= (p.p)) P K)) = (1, (ki) " p.1) € "

A Zy , palyan invarians mérték lesz a Lebesgue-mérték, azaz

1

p=dp ®
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Unitér abrazolas

A kibGvitett csoport megengedett hatosa

Belattam, hogy a palyak kdziik csak k = —1 esetén kapjuk meg a
Galilei csoport sugarabrazolasat. A megengedett hatos

Q Apalya Z ;1 , = {(—ﬁ (p—(pP,P)) ;P —1)}
@ A mérték a Lebesgue-mérték dp

© Ennek siiriiségfliggvénye p =1
O A reprezentans pont a_1, = (—ﬁp,ﬂ, —1)
@ A Borel metszet-fiiggvény

¢ (<_i (p - <pv p>) »Ps _1)) = (15 _%p’ 1)

Q Az a3, pontbeli kiscsoport G,_, , = {(R,0,1)} = SO(n),
ennek unitér dbrazolasa m.
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Unitér abrazolas

A kibdvitett csoport unitér dbrazolasa

A megengedett hatos altal indukalt abrazolas, ha s indexeli a
kiscsoport folytonos, irreducibilis abrazolasait

(U uof) () =

(ce5) 7 e (0e5+500) s (R £ (R (o4 )
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Unitér abrazolas

A Galilei csoport sugarabrazolasai

Az igy kapott unitér abrazolas egyértelmiien meghataroz egy
sugarabrazolast

<V(l;?’,s7',v,u)f) (p) =
A95895505) e (1 o )
A hozza tartozé unitér kociklus pedig

WI—L((Ra 7-’ V) u)? (RI7 7—/7 Vla u,)) = e%(<U,RV/>—<V7RU/>+’T/<V7RV,>)
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Unitér abrazolas

Abrazolas a valds térben

Eddig a dualis (impulzus) térben adtuk meg az abrazolast,
Fourier-transzformaciéval megkaphaté a val6s térbeli dbrazolas. Ha
a kiscsoportot trivialisan abrazoljuk, akkor a Galilei csoport
4brazoldsa a L2(R", dx, K) Hilbert-téren

W(q,r,U,O)
(Wigouanf) () = e 6x=20) £(R1(x — u))
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Unitér abrazolas

Kapcsolat a Schrodinger egyenlettel

Az idé6feljdés infinitezimalis generatora

H=_——
2/

Az eltolasok infinitezimalis generatorai
P; = —i0;

Ezek alapjan
2
v
24
Azaz az id6feljédés infinitezimalis generatora a teljes kinetikus
energia.
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

@ Minden n > 4 esetén visszavezettilk az n térdimenziés
Galilei-csoport projektiv abrazolasait egy kompakt Lie-csoport,
az SO(n) unitér abrazolasaira

o A forgascsoport trivialis abrazolasa esetén megadtuk az
abrazolé operatorokat

@ Homogén potenciél esetén a térid6 szimmetriajabél levezettiik
a Schrodinger egyenletet
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Osszefoglalas

Kérdések?

Készénom a figyelmet!

Kérdések?
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