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Gallilei-csoportok alapfogalmai
°
Lie-algebra

Lie-algebra

Adott egy V vektortér valamely F test felett és egy kétvaltozés
muvelet [.,.] ugy, hogy

[]:VxV=V,

melyet kommutatornak vagy Lie-zarodjelnek is neveznek és
eleget tesz a kdvetkez6 3 tulajdonsagnak.

@ Bilineéris, ha Vv a, b skalarra és V X, y, z vektorra.
[ax+ by, z] = a[x, z] + bly, 2|, [z, ax + by] = a[z, x] + b[z, y]
@ Antikommutativ, ha V x, y vektorra.
[x, ¥ = =[y, X]
@ Teljesiti a Jacobi-azonossagot, ha Vv x, y, z vektorra.

[X’ [y,Z]]+[y, [Z7X]] —I—[Z, [X’y]] =0
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Galilei csoport

A Galilei-csoport definicioja.

@ A Gs specidlis Galilei-csoport izomorf és homeomorf az R3
csoporttal. Elemeit "sebességként" interpretaljuk.

@ A G; teljes Galilei-csoport alaphalmaza SOz xR x Gs xR3,
a szorzas pedig:

(R,7,v,u)(R', 7",V . U) = (RR,7+7', RV'+v, Ru'+u+7'v).
A csoport egy (R, 7,v,u) elemének az inverze

lesz. A teljes Galilei-csoport (R, 7, v, u) elemét felfoghatjuk
R x R3 olyan transzformacidjaként, amely

t—st+7 (1)

X— RAx+tv+u (2)
forman hat.
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Galilei csoport

A Galilei-csoport reprezentacioja.

A csoport felirhatd egy (n+ 2) x (n+ 2) métrix-csoport
részcsoportjaként. Ahol R € SO, a térbeli forgatasokat, = € R
az ido eltolast, v € R" egymashoz képest alland6 sebességgel
mozgd koordinata-rendszerek kozti attérést u € R” térbeli
eltolasokat reprezentalnak, és

R v u
0 1 7 (3)
0 0 1

moédon matrixba rendezve, és ezt ellatva a szokasos
matrixszorzassal éppen a Galilei-csoporttal izomorf és
homeomorf csoportot kapunk.
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Galilei csoport

A Galilei-csoport reprezentacioja.

Ha x € R" fizikai tér egy pontjat t € R pedig a fizikai id6t
jelképezik, akkor

X

t

1

vektor balrdl szorozhaté a (3) matrix-szal ugy, hogy:

Rx+vt+u
t+ 71
1

Tehat az (1) és (2) valéban fennall.
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Egyparaméteres részcsoport

Az egyparaméteres részcsoport definicioja.

Legyen T > 0 tetszblegesen valasztott valés szam. Egy
RO(-T,T)=>NcCG, t—r(t), r(0)=e

leképezést a csoport e egységelemén athaladé gérbének
nevezzik, ha

pi=¢or
differencialhat6. A gbrbe egyparaméteres részcsoport, ha
r(t)r(s) =r(t+s),
illetve
F(p(t), p(s)) = p(t + s)
(-T<tst+s<T).
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Kommutator kociklus, és azok gyenge kohomolégiaja

Kommutator kociklus

Legyen g egy R feletti Lie-algebra a [.,.] kommutatorral. Egy
k. g x g — R bilinearis, antiszimmetrikus zart fliggvényt a g
Lie-algebra kommutator-kociklusdnak nevezink.

Gyenge kohomolodgia

A k és ' kommutator-kociklusok kohomolégok egymassal, ha
létezik olyan n : g — R lineéris fliggvény, mellyel

K'(,.)=k(,.)+nol,.]

A két kommutator-kociklus gyengén kohomoldg, ha « és «’
vagy —« és ' kohomol6g egymassal.
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Specidlis linearis csoportok

SL(2,R)

Az SL(2,R) := {M_ ( i Z) :detM_1;a,b,c,deR}

halmazt specidlis linearis csoportnak nevezzik.

Az egyparaméteres részcsoportjai:

(1Tt (10, _(tO
o1 )t 1) o )

Az egyparaméteres részcsoportokbdl szamitott bazis pedig:

e (33)e= (8 )en (5 %)

Melyeket az egyparaméteres részcsoportok origéban vett
derivaltjaibdl szamitottunk.
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Specidlis linearis csoportok

Kommutator tablazatuk a kévetkezének adddott:

0 c -2a
-¢c 0 2b
2a —-2b 0

Melyben az (i, j)-edik helyen az i-edik és a j-edik bazis
kommutatora all.

Egy tetszbleges « kommutator kociklusuk paraméteres
tablazata a kdvetkezd lesz, az antiszimmetria felhasznéalasaval:

0 m4 mo
—Mmy 0 m3
-m> —my O

Mely a Jacobi-azonossaggal tovabb egyszeriisithetd.
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Specidlis linearis csoportok

Q «([a b], ¢) + x([c, al, b) + k([b, c], a) =
k(c,c) + 2k(a, b) + 2k(b,a) =0
Q «([b, &), c) + x([c, b], ) + x([a, c], b) =
—k(c,c) — 2k(b,a) — 2x(a,b) =0
A Jacobi-azonossaggal egyszerisitettiink. A x kommutator
kociklus gyengén kohomolég egy «’-vel, melyre:
Q «'(a,b) = r(a b) +n(c) = my +n(c) = n(c) = —my,
Q r/(a,c) =k(a c)+n(—2a) = my — 2n(a) = n(a) = 2,
Q «/(b,c) = K(b,c) +n(2b) = ms + 2n(b) = n(b) :== —Z.
Azaz létezik olyan ' kommutator kociklus, melynek valtozéiban
nem marad paraméter. Tehat «'(x,y) =0V x, y-ra.



2+1 tér-id6 dimenziés Galilei-csoport

A 2+1 dimenzidés Galilei-csoport egyparaméteres részcsoportjai.

cost —sint 0 O 1 0t O
sint cost 0 O 01 00O
=" o 1 0|%D=|0 0 1 0
O 0 0 1 000 1
1000 100 t
01 1¢t0 0100
BO=10 0 1 of"D=[0 0 1 0
000 1 000 1
1000 1000
010 ¢ 0100
50=10 0 1 o|*D=|0 0 1 ¢
000 1 000 1
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A k paraméter tablazata:

0
—aq
—a
—a3
—ay
—as

3 -2

0 O

0O ©O

0 O

0O O
4 -5
a ao
0 dg

—dg 0

—ay 0
0 —ay

as —as

az
0
0
0

OO oo MO

as
_a4
as
0
0
0




2+1 tér-id6 dimenziés Galilei-csoport

K'(e1, 82) = r(ey, €2) +n(e3) = a1 +n(es) = 0 = n(e3) := —a

)+ n(

K'(e1, 83) = K(e1, €3) +1(—€2) = @ —1(e2) = 0 = n(&2) := &

r'(e1, e4) = r(e1,€1) +1(e5) = a3 +n(es) =0 = n(es) == —as

K'(e1,65) = r(ey,65) +n(—e4) = a4 —n(es) =0 = n(ey) == a4
K'(€2,66) = ri(€2,66) +1(€4) = —as +1(€4) =0 v
K'(€3, 86) = (€3, 66) +1(€5) = az +n(es) =0 v

Az n(e;) = 0 minden mas baziselemre. A ' gyengén
kohomol6g x-val és csupan az as, ag €s az ay paraméterektol
flgg.



Egy szamitégépes program
o

Gyenge kohomoldgidk meghatarozasa Maple hasznalataval.

@ Input: a Galilei-csoport tér dimenziéja.

@ Output: a Galilei-csoport gyenge kohomoldgia osztalyait
meghataroz6 paraméterek szama.



Egy szamitégépes program
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Procedurak ismertetése.

@ create:
o Input: tér dimenzié.
o Output: az adott dimenzidhoz tartozé Galilei-csoport
generatorai.

@ commatrix:
o Input: tér dimenzié, és a generatorok listaja.
o Output: kommutator tablazat.
o Trikk: matrixok egyenléségének meghatarozasara, két
matrix kilénbségének Frobenius-normajat hasznaltunk.
@ Mcreate:
o Input: tér dimenzid.
o Output: x paraméter tablazata az antiszimmetriai
tulajdonsag felhasznalasaval, és a valtozok listaja.
o Megjegyzés: itt még nem hasznaljuk a « zartsagi
tulajdonsagat.



Egy szamitégépes program
(o] le}

Procedurak ismertetése.

@ zerocohom:

o Input: tér dimenzié, kommutator tablazat, az elébbi
antiszimmetrikus matrix és a valtozok listgja.

o Output: azt adja meg, hogy a x kommutator kociklus mely
paraméterei nullazhatéak ki egy megfeleléen megadott «’
kommutator kociklussal, mely gyengén kohomoldg x-val.

@ MMcreate:

o Input: tér dimenzid, és az elébb megadott matrix nullhelyei.

o Mikodés: kinullazza a nullhelyek elemeit, és Ujra indexeli a
valtozdkat.

o Output: az Ujradefinialt paraméter matrix és valtozok listaja.

@ setofeq:

o Az eddigiekbdl kapott ' paraméter tablazatan elvégezzik
a Jacobi-azonossagot, és vissza térlink a
Jacobi-azonossagbdl szarmaz6 egyenletek listajaval.



Egy szamitégépes program
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Procedurak ismertetése.

@ simpeqset:

o Input: egy egyenletrendszer.

o Output: +a; = 0 alaku egyenletek paramétereinek az
indexeinek a listdja, és az ezen egyenletek elhagyasaval
kapott egyenletrendszer.

@ dimker:

o Egy olyan matrixot reprezental, melynek soraiban az
egyenletrendszerek, oszlopaiban a valtozok allnak, annyi
sora van, ahany egyenlet, és annyi oszlopa, ahany valtozo.
A dimenzi6 tételbdl pedig tudjuk, hogy

dim(Ker(LL)) = p — dim(Ran(LL)).

ahol p a valtozok, azaz a paraméterek szama. Igy pedig
dim(Ker(LL))-lel azt kaptuk meg, hogy a ' kommutator
kociklusban hany fliggdé paraméterlink lesz. Azaz, hogy az
n tér dimenziés Galilei-csoport gyenge kohomolégia
osztalyai k6z6tt hany fliggd parameéter van.



Osszefoglalé
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Eredmények ismertetése.

A programunk hasznalataval rendre a kovetkezdket hataroztuk
meg a tér dimenzié figgvényében:
@ a kezdeti paraméterek szamat,
© a gyenge kohomoldgia altal kinullazott paraméterek
szamat,
© a Jacobi-azonossag null paramétereinek szamat,
© az egyenletek és az Uj paraméterek szamat,
©Q legvégil pedig a gyenge kohomoldgiat meghatarozé
paraméterek szamat.
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Eredmények ismertetése.

@1,31,00,22

@ 2,15,4,5,3,6,3

@ 3,45,9,30,6,6, 1
4,105, 14, 84,10, 7, 1
@ 5,210, 20, 185, 10, 5, 1
@ 6, 378, 27, 345, 15, 6, 1
@ 7,630, 35, 588, 21, 7, 1
°
°

8, 990, 44, 938, 28, 8, 1
9, 1485, 54, 1422, 36, 9, 1
@ 10, 2145, 65, 2070, 45, 10, 1
Megfigyelhetd, sot sejthetd, hogy a legalabb 3 tér dimenziés

Galilei-csoportok esetében a kommutator kociklusok gyenge
kohomoldgiai mar csupan egyetlen paramétertdl fliggnek.



KOszOnom a figyelmet!



Kérdések?
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