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El6szo6

A kvantumszamitogép és ebbdl adodoan a kvantummechanika szoval is, hosszi évek
Ota talalkozhat az ember, akar a bulvarsajtoban felroppend egy-egy (al)hir kapcsan,
akar ismeretterjesztd irodalomban vagy egyéb mediaban. Néhol szenzacidhajhaszas-
bol méashol ismeretterjesztd céllal keriil szoba a kvantummechanika egyik misztikus
tulajdonsaga, az Osszefonodott allapotok fogalma és altalaban ugyanitt hosszasan
részletezik, hogy ezen allapotok létezése nyithat 1j utat a szamitastechinkaban. Ezek
utan természetesen meriil fel a kérdés, hogy vajon a kvantumallapotok hany széza-

léka 6sszefonodott.

Szakmai korokben elszor Zyczkowski vetette fel ezt a kérdést 1998-ban az alabbi
forméaban [4]. ,Is the world more classical or more quantum? Does it contain more
quantum correlated (entangled) states than classically correlated ones?” Meglepd
modon erre az egyszert kérdésre még a legegyszertibb Gsszetett kvantummechani-
kai rendszer (qubit-qubit rendszer) esetén sem ismert a valasz, pusztan numerikus
szimulaciok &llnak rendelkezésre [3, 8, 2, 9]. 2017-ben sikeriilt Andai, Lovas szer-
z6parosnak analitikus eszkozokkel igazolni, hogy valos 2 dimenziés Hilbert-téren

modellezheté kvantummechanikai renszerek (rebit) esetén a rebit-rebit &allapotok

Osszefonodottsdganak a valoszintisége 61 (mely 6sszhangban van a numerikus szimu-
laciokkal) és integralformulat adtak a qubit-qubit rendszer 6sszefonodottsagi valoszi-
niiségének a kiszamitaséara [5]. A jelen dolgozat ebbe a kutatasi irAnyba csatlakozik
be.

Amikor események valoszintiséget kell meghatarozni kulcsfontossagi, hogy milyen
mértékkel latjuk el az események terét. A kvantummechanikai allapotok terén fizikai
relevanciaval bird valoszintiségi mértéket tgy kaphatunk, hogy monoton Riemann-
metrikak (altalanositott Fisher-informacio) altal generalt térfogati forméval szamo-
lunk. A fent emlitett 2017-es publikdcioban szerepel az Gsszetett rendszernek egy
olyan felbontasa, melyben jol jellemezhets az Gsszefonodottsag, azonban a mérsékelt
fizikai relevanciaval bird Hilbert—Schmidt-féle skalarszorzasbol szarmazo térfogati

forméaval tekinti az allapotteret.

A jelen dolgozatban az allapotteret tetszéleges monoton metrikdval tekintjiik és
megvizsgaljuk, hogy a fenti cikkben szerepls felbontas milyen metrikat indukal az
egyes komponenseken. Ez egy elengedhetetlen 1épés ahhoz, hogy az Gsszefonddott-
sagi valoszintséget fizikai relevanciaval biré térfogati mértékek szerint meg lehessen

hatarozni.
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1. Bevezetés

A statisztidban kulcsfontossagi Fisher-informacié altalanositasa a nemkommuta-
tiv esetre (egészen pontosan a kvantummechanikai allapottérre) Petz Dénes egyik
kimagaslo eredménye [6, 7|, mely alapkove a nemkommutativ informéaciégeometri-
anak. A klasszikus esettel ellentétben, a nemkommutativ esetben nem egyértelmd
a Fisher-informéacio, hanem azok bizonyos operatormonoton fiiggvényekkel indexel-
hetsk. Ezek a Fisher-informéciok Riemann-metrikdnak tekinthet6k az allapottéren,
ami magyarazza a monoton metrika elnevezésiiket. Ezek a monoton metrikdk a
kvantuminformacio elmélet szamtalan dgaban kapnak kiemelkedd szerepet (pl. pa-
raméterbecslésben, hatarozatlansagi relaciokban, Bayes-statisztikiban, allapottér és
kvantumcsatornak geometridjanak vizsgalatanal, allapotok Osszefondottsagi mérté-

kének meghatarozasaban stb.).

A qubit-qubit rendszerben az allapotok szeparalhatosaganak, illetve Gsszefonodott-
sdganak a vizsgalatanal Lovas Attila és Andai Attila megmutattak [5], hogy a
2n dimenzios Hilbert-tér feletti M;" allapotteret lehet és érdemes is felbontani
a M3t ~ M, x &, x By (n) modon, ahol M,, az n dimenzios Hilbert-térhez tartozo
allapottér, &, az n X n-es matrixok terében az |—1, I] intervallum, valamint B; (n)

azon n X n-es matrixok tere, melyek operatornormaja egynél kisebb.

A dolgozatban meghatarozom, hogy a fenti felbontdsban szereplé komponenseken
milyen metrikit indukélnak az Mj ' téren értelmezett monoton metrikak, mely
segit megérteni két M,, térbeli részecskébdl allo Gsszetett rendszer allapotterének
a geometridjat. Tovabba ennek segitségével lehetGség nyilik az Gsszefonddottsagi

valészintiség meghatarozasara fizikailag relavans mértékek szerint.



2. Kvantum-informaciéogeometriai alapfogalmak

A kovetkezs alfejezetben a dolgozat megértéséhez sziikséges alapvets fogalmakat
definialjuk, valamint a kés6bbi allitasok bizonyitdsdhoz és értelmezéséhez sziiksé-
ges tételeket, lemmakat mondjuk ki. A dolgozatban az idevagd szakirodalomban

elterjedt jeloléseket igyeksziink hasznélni.

2.1. Differencialgeometriai alapfogalmak

2.1. Definicié. Legyen M topologikus tér, U C M nyit halmaz és x : U — R"
olyan leképezés, mely homeomorfizmus U és a Ran(z) nyilt halmaz kézétt. Ekkor
minden p € U pontra az (U, z) lokalis térkép, vagy lokalis koordinata-rendszer az

M halmazon a p koril.

2.2. Definici6é. Az M topologikus tér térképeinek eqy A csalddja atlasz, ha a csa-

ladhoz tartozo térképek értelmezési tartomdnyainak az unidja M.

2.3. Definicié. Az (M, A) pdr n dimenziés topologikus sokasag, ha M megszam-
lalhato bdzisu Hausdorff-féle topologikus tér és az A olyan atlasz, melynek minden

x € A elemére Ran(x) C R" teljesil.

2.4. Definicié. Az (M, A) pdrt n dimenzios sima sokasagnak hivjuk, ha:
1. (M, A) n dimenzids topologikus sokasdg,
2. A= (p)ics térképek rendszere, hogy Vi, j indexre a ¢; o <pj*1 :R™ — R" leképezés

végtelenszer differencidlhato.

2.5. Definicié. Legyen (M, A) pdr n dimenzids, az (N, B) pdr pedig k dimenzids
sima sokasdg, valamint f : N — M leképezés.

Az f figguény differencialhato (illetve sima) a p € M pontban, ha minden p korili
x € A térkép és f(p) korili y € B térkép esetén yo fox™t : R® — R™ leképezés
differencidlhatd (illetve végtelenszer differencidlhatd).

Az f fugguény differencidlhato (illetve sima), ha minden p € M pontban differen-

cidlhato (illetve sima).

2.6. Definicié. Legyen (M, A) pdr n dimenzids, az (N, B) pdr pedig k dimenzids
sima sokasdg, valamint f : N — M leképezés.

Az f fligguény diffeomorfizmus, ha:

1. f bijekcio

2. f és f~1 differencidlhato.

Az f sima diffeomorfizmus, ha:

1. f bijekcio



2. f és f~1 sima.

A tovabbiakban a sima sokasigokra, csak az alaphalmaz jelével hivatkozunk, nem

jeloljiik kiilon a térképek halmazat.
2.7. Definicié. Legyen M n dimenzids sima sokasdg. Jeldlje F(M) az M — R
sima fligguények halmazdt, azaz

FM)=A{f: M —R| Dom(f) =M, [ sima}.

Adott p € M esetén p pontbeli derivacionak nevezzik a D : F(M) — R leképezést,
ha minden a,b € R és f, g € F(M) fiigguényre

D(af +bg) = aD(f) +bD(g) és D(fg) = f(p)D(g) + D(f)g(p)

teljesil. A sokasdg p pontbeli érintétere, jele: T,M, a p pontbeli derivdicionak

halmaza. A sokasdg érint6 nyalabja TM = U T,M.
peEM

Megmutathato, hogy T,M n-dimenziés valos vektortér.

2.8. Definici6. Legyen M n dimenzids sima sokasdg. Az X : M — T M leképezés
sima vektormezd, ha

1. minden p € M esetén X(p) € TyM,

2. minden f € F(M) esetén a

Xf-M—=R p—(X(p)(f)

fligguény sima. A sima vektormezdk halmazit jelolje x(M).

A kovetkezd definicio el6tt megemlitjiik, hogy adott A és B halmaz esetén az
F(A,B)={f:A— B|Dom(f) C A}

jelolést hasznaljuk a fiiggvények halmazara.

2.9. Definicié. Legyen M n-dimenzids sima sokasdg. Eqy
g:M— F(TM xTM,R)

leképezés Riemann-metrika, ha
1. minden p € M esetén g(p) : T,M x TyM — R szimmetrikus, pozitiv definit,

bilinedris, nem degenerdlt leképezés (skaldris szorzds),



2. minden X € x(M) estén a
gX. X): M =R prg(p)(X(p), X(p))

leképezés sima.
Az (M, g) part Riemann-sokasagnak (vagy Riemann geometridnak) nevezzik, ha
M adott dimenzidji differencidlhato sokasdg és g Riemann-metrika az M sokasd-

gon.

A tovabbiakban adott X vekrotmezd, illetve g Riemann-metrika p € M pontbeli

értékét néha az X, illetve a g, szimbolummal jeloljiik.

Legyen M differencialhaté sokasag, (N,g) Riemann-sokasag, ¢ : M — N sima
leképezés és p € M. Ekkor minden X € T, M esetén

FN)=R - f=X(fop)
©(p) pontbeli derivacio, vagyis ¢ indukal egy
Qup : TyM = Ty N X = ¢p(X)
leképezést, melyre minden X, € T, M és minden f € F(N) esetén
(Lap(Xp))f = Xp(f 0 0).
Ezek alapjan X,Y € T, M esetén képezhetd
9p(X,Y) = Goip) (0sp X, 0spY ).

Ha ¢ sima diffeomorfizmus, ¢* szintén Riemann-metrika, melyet a g Riemann-
metrika @ szerinti visszahuzdsdnak neveziink, vagy még a ¢* metrikdt a g és ¢

daltal indukdlt metrikdnak mondjuk.

2.2. Kvantummechanikai alapfogalmak

Jelolje M,, azon n x n-es matrixok halmazat, melynek elemei komplex szdmok. Ki-

tiintett szerepet kapnak a pozitiv definit matrixok

M} ={DeM,|D=D* 0<D}



illetve az 6nadjungalt matrixok

My = {D € M,| D = D*} .

2.10. Definicié. Allapottérnek nevezzik adott n € Nt esetén azn dimenzids komyp-
lex (illetve valds) Hilbert-téren értelmezett onadjungdlt, pozitiv, eqységnyomii operd-

torok halmazdt. Az dllaptottér elemeit allapotnak vagy striiségi matrixnak nevezik.

Differencidlgeometriai szempontbol egyszeriibb az allapottér belsejét tekinti, ezért

az allapottérre az alabbi jelolést vezetjiik be.

M ={DeM,| D=D* 0<D, TrD = 1}

2.11. Definicié. Adott n € NT esetén mérhets fizikai mennyiségeknek (réviden
fizikai mennyiségeknek ) nevezzik a valds vagy komplex n dimenzios Hilbert-tér dn-

adjungadlt operdtorainak a halmazdt.

Az M tér az R™ ! tér egy nyilt részhalmazaval azonosithato, igy természetes
moédon n? —1 dimenzios topologikus sokasagnak tekinthetd (az identitéas fiiggvénnyel,
mint egyetlen globalis térképpel). Egy adott Dy € M P! dllapotban az érintéteret
azonosithatjuk a nulla nyomi, énadjungélt n X n-es matrixok halmazaval, melyre a

MY jelolést fogjuk hasznalni, vagyis

M ={XeM,| D=D* TrD =0}.

n,sa

Ugyanis ha X € MY _és f: M — R sima fiiggvény akkor a

n,sa

df (Do + tX)

(Xf)(Do) = dt

t=0
leképezés derivacio.
A fizikai szempontbol relevans metrikdk az ugynevezett monoton metrikik. Most

ezeket definidljuk kis elGkészités utan.

2.12. Definicié. Jelilje M,,(M,,) azon mxm-es mdtrizok halmazdt, melynek elemei
n xn-es matrizok. AT : M,, — M,, linedris leképezés pozitiv, ha pozitiv operdtorhoz
pozitiv operdtort rendel.

AT :M, — M, linedris leképezés teljesen pozitiv, ha minden k € NT esetén a

T® - My(M,) — M(M,,) [Aij] = [T(Ay)]



linedris leképezés poziliv.
AT : M, = M, linedris leképezés sztochasztikus, ha megdrzi a mdtrix nyomdt és

teljesen pozitiv.

2.13. Definicié. Riemann-sokasdgoknak egy (M, g"™),en+ rendszerét monoton
metrikdk csaladjanak nevezziik,ha minden n,m € Nt paraméterekre, minden T :
M(n,C) — M(m, C) stochasztikus leképezésre, minden D € M,, dllapotra és minden

X € M° érintétérbeli vektorra

gy (T(X), T(X)) < g (X, X)

teljestil.

2.14. Definici6. Egy f : Rt — R fiiggvény operatormonoton, ha minden n € NT
és A, B € M,, dnadjungdlt mdtrizra 0 < A < B esetén f(A) < f(B) fenndll.

2.15. Definici6. Adott D € M,, mdtriz esetén definidljuk a
Lp:M, - M, X — DX balrdl val6 szorzas és a
Rp: M, - M, X — XD jobbrél val6 szorzas operdtordt.

2.16. Definici6. A

(.): M, xM, -=C (A, B)~— Tr(A*B)

skaldris szorzdst nevezzik Hilbert—Schimdt-féle skalaris szorzasnak.

2.1. Allitas. Legyen D € M, pozitiv definit (0 < D) énadjungdlt mdtriz. Ekkor Lp

és Rp-1 egymdssal kommutdlo dénadjungdlt operdtorok, tovdbbd LDRB1 pozitiv.
Bizonyitds. Tetszbleges A, B € M,, matrix esetén

(A, LpB) = (A, DB) = Tr(A*DB) = Te(BA*D") =
= Tr(B(DA)" = Tr((DA)*B = (DA, B) =
= (LpA, B),

ami alapjan Lp onadjungalt. Az RBl onadjungaltsaga hasonloan adodik. Mivel

minden A € M,, esetén

LpR;NA) = Lp(AD™') = DAD™' = Rp-1(DA) = Rp-1Lp(A),



ezért Lp és Rp-1 egyméssal felcserélhets operdtorok. Ezek alapjan
(LpRp-1)" = R}-1L}, = Rp-1Lp = LpRp-
miatt LpRp-1 énadjungalt. Mivel barmely A € M,, \ {0} esetén
(A,LpRp-1A) = (A, DAD™") = Tr(A*DAD™') =

— <D1/2AD71/2,D1/2AD71/2> > 0’

ezért LpRp-1 pozitiv definit. O

Ezek alapjan barmely f : Rt — R folytonos fiiggvény és D € M,, esetén értelmes
az. f(LpRp-1) kifejezés.

2.1. Tétel. (Petz osztdalyozdsi tétele [6].) A monoton metrikdk csalddja és az olyan
operdtormonoton [ : RT — R fiigguények kozott, melyekre minden pozitiv x esetén
f(x) = xf(x™') teljesiil, létezik kilcsinisen egyértelmd megfeleltetés. Minden ilyen

f fiigguényre a

G(nJ) . M;";’l X M9L7sa X Mg,sa — R (D’ X’ Y> = G(Dn’f) (X’ Y>
1 1
G (X,Y) = TH(X (R (Lo R RE) ™ (V) (1)

kifejezés a (MY, G, e monoton metrikdk egy csalddjdt generdlja. Tovdbbd a

momoton metrikdak minden csalddja elddll a

GD L MET XM x MO, — R (D, X,Y) = KJD(X,Y)

n,sa n,sa

formaban, valamely alkalmas [ fiiggvénnyel.

Tobbek kozott az alabbi operatormonoton fiiggvények generalnak monoton metrikat.

fou(X) = = fualX) =
frm(X) = To;xl fra(X) = %
C 2r - 1)V _ BA-B)(z—1)
fia(X) = (1+z)loga fer(X) = @@ P-1 "€ 10.1]

Fontos megjegyezni az operatormonoton fiiggvények altal (1) képlettel generalt met-



rika jol értelmezhet§ a pozitiv matrixok M terén a

G MF X Mpga X Myga — R (D, X,Y) — GD(X,Y)
1 1
G (X.Y) = Te(X (Rpf (LpRp ) Rp) (V)
képlettel. Az M tér egy részsokasiga, az egységnyomi matrixok halmaza, az

allapottér. Ezen a téren diagonalis allapotban a monoton metrika egyszertien meg-

hatarozhato az aldbbi tétel szerint.

2.2. Tétel. [1] Tekintsik az (M, Q) sokasdgot, ahol a G monoton metrikdt az f

yf 1(5) '

figgvény generdlja. Minden x,y € RY esetén legyen m(z,y) = Legyen a

D € M dllapot D = By, alakii.
k=1

Gp(Hij, Hu) = 6ikb2m(Xi, A))

Hal<i<j<mn, 1<k<Il<n, akkor: Gp(Fij, Fi) = 0i02m( A, A;)
Gp(Hij, Fra) = 0,
hal<i< 7 < n, 1<Ek< n, akkor: GD(HijaFkk) = GD(EjaFkk) =0,
hal<i<n, 1<k<n, dkkor: Gp(Fii, Fer) = 0idm(X;, \;) (2)
teljestil.

2.3. Matrixfiiggvények derivalasa
2.17. Definicié. Legyen f : M,, — M,, és p € IntDom(f). Fkkor (Df)(p) : M,, —

M,,, az a linedris leképezés, amire

i 10 X) = 1) = (D(P)X)
X550 | X |

=0

teljesiil, ahol ||-|| az operdtornormdt jeldli.

Mivel véges dimenzios téren barmely két norma ekvivalens, ezért a definicioban

barmely normat jelolheti |||, azonban itt most operatornormaként fogjuk hasznélni.
Példéak matrixfiiggvények derivalaséra.

1. Legyen f: M, — M,, f(A) = A%. Ekkor minden A, X € M,, esetén

fA+X) = f(A) = A+ AX + XA+ X* — A%



Megmutatjuk, hogy (Df)(A)X = AX + X A teljesiil. Valoban, ugyanis

X2 X|)?
lim | X2 X"

—0.
K50 X = x50 [ X]

F(A+X) ~ f(A) — (Df)(A)X H _
1]

X—0

2. Jeldlje G,, az n x n-es komplex elemii invertalhaté matrixok halmazat és legyen

i: Gy — Gy, i(p) = p~t. Megmutathato, hogy ekkor minden X € M,, esetén

(Di)(p)(X) = —p ' Xp"!

teljestil.

3. Legyen s : Mt — M s(p) = \/p. Megmutatjuk, hogy minden p € M
és X € M, ¢, esetén

(Ds)(p)(X) = (L s+ Ryp)~ (X).

Tekintsiik az 1. példaban definidlt f(p) = p? fiiggvényt. Ekkor nyilvan minden
p € M esetén

VPP =P
vagyis s - s = id. Ennek mindkét oldalat derivalva a p pontban az X € M, s,
irAnyba
(Ds)(p)(X) - /5 + /7 (Ds)()(X) = X
adodik, amit a

(Lys+ Ryp)(Ds)(p)(X) = X

formaban is felirhatunk. Ez pedig a bizonyitandé formulat adja vissza.

2.4. Az allapottér felbontasa

Az invertalhato 2 x 2-es blokk-méatrixok pozitivitasa jellemezhets az alabbi modon.

(D, C
pC’*D27

ahol Dy és Dy invertdlhato mdtrizok. Ekkor p > 0 pontosan akkor teljesil, ha Dy > 0
és Dy —COD;'C* > 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha D1 > 0 és Dy —C*D{*C > 0.

1. Lemma. Legyen



Legyen p € M;,;l az alabbi alaku.

(D C
"“\c b,
A D = Dy + D, métrix pozitiv definit matrixok Osszege, tehat pozitiv definit,
valamint TrD = TrD; + TrDy = Trp = 1 miatt egységnyomt, vagyis D € M1,

Az A = Dy — Dy métrixrél annyit tudunk, hogy énadjungalt és

1 1

teljesiil ra, amibdl
-D< A<D

adodik, vagyis
~I <D 'V?AD™V? < 1.

Legyen
En={XeM,(K)| X=X" -I<X<I}.

Bevezetve a Z = DY2AD~1Y/2 valtozot Z € &, adodik.

Ez a gondolatmenet megfordithato. Ha Z € &, és D € M, akkor a
1 1/2 1/2 1 1/2 1/2
D1:§(D—|—D ZDY%) >0 DQ:E(D—D ZDY*) >0

matrixok lehetnek egy p € ./\/l;;;l allapot bal fels6 és jobb als6 blokk-matrixai.

A 1 Lemma értelmében
D, >CD;'C* D,>C*D;'C
teljesiil, amibdél Dy, Dy > 0 miatt

I >D1_1/20D2_10*D1_1/2 _ <D1—1/20D2—1/2> <D2—1/2C*D1—1/2>
—-1/2 —-1/2 —-1/2 —1/2\*
:(Dl /(1192/)(191 /CD2/>
I >D2_1/20*D1_10D2_1/2 _ <D2—1/QO*D1—1/2> <D1—1/20D2—1/2>

_ (D;1/2CD;1/2> * (D;1/2CD;1/2>
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Bevezetve az X = Dl_l/QC’DQ_l/2 jelolést az
I>X"X I> XX~

egyenleteket kapjuk.

2. Lemma. Legyen X tetszdleges n x n-es mdtriz. Ekkor
I>X'X <« |X||<1

teljesil, ahol ||| a mdtriz operdtornomdjdt jeloli.

Vezessiik be
Bi(n) ={X € M,(C)| || X]| <1}

jelolést. Tehat By (n) jeloli az allapottér azon méatrixait, melyeknek az operatornor-

méaja kisebb mint 1.
Ezek alapjan X = D1_1/20172_1/2 € By (n).

Megforditva ezt a gondolatmenetet, ha X € By (n), akkor C' = Di/2XD;/2 lehet

azon blokk-matrix 12 eleme, melynek 11 eleme D, és a 22 eleme Ds.

2.3. Tétel. Tekintsiik a ¢ : M} x &, x By (n) — M3,

1 (@(1 +AVD (VD(1 + AVD)'2X(vD(1 - A)@)m)

@(D7A>X):§ ()* \/E(I—A)\/E

(3)

fiigguényt, ahol a mdtriz 21 eleme az 12 elem adjungdltja. Ekkor ¢ diffeomorfizmus
a MU x &, x By (n) és a MI' sokasdg kézitt. Tovdbbd ¢ megszoritisa az ) =
MY % &, x By (n) halmazra

ola : M x &, x By (n) = M3

szintén diffeomorfizmus.

A M xE, x By (n) = M3, leképezés minden (p, A, X) € M} x &, x By (n)
pontban indukal egy

Oip : Ty M X Ty, x Tx By (n) = Tp(pax)M3,

leképezést, amely linearis vektortér izomorfizmus. Az érintGtereket matrixterekkel
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azonositva a fenti leképezés a
QO*p : Mn,sa X Mn,sa X Mn — M2n,sa

forméban is felirhat6. Ahhoz, hogy bazist adhassunk meg az érintGtérben sziiksé-
glink lesz a az alabbi specidlis matrixokra. Jelolje £;; azt a matrixot, melynek az ij

eleme 1, a tobbi pedig 0, tovabba legyen

Minden p € M és A € &, esetén a T,M} és a T4E, terek egy bazisat adja
az (Fj)i<i<j<n, (Hij)1<i<j<n vektorrendszer; tovabba minden X € B (n) esetén
TxB (n) egy bazisat adja az (Ejj)1<ij<n, (1Eij)1<ij<n vektorrendszer. Természe-

n ezen ter imenzioszama kiadj AX imenziojé
tesen ezen terek dimenzioszama kiadja T, 4 x) M3, dimenzi6jat

n® +n®+2n® = (2n)*.

12



3. Uj eredmények

3.1. Monoton metrikdk unitér invarianciaja

A D € M operator sajatértékeinek a halmazat jelolje Sp(D) = {1, ..., A\, }. Mivel
0 < D, vagyis D minden sajatértéke pozitiv, ezért az LDRE)1 operatornak is pozitiv

minden sajatértéke, ugyanis
1 1
SP(LpRy ) = S Aoy Ay —s ooy A g
1

1
Mivel 0 < x esetén f(x) # 0, ezért a h : RT — R, h(z) = —— fiiggvény bevezeté-

f(x)

G (X,Y) = Te (X(R3 h(LpRpRE (V)

sével

adodik a metrikara, amit a
G5 (X,Y) = Tr (X (WM(LpRyH(YD™V?) DY)
alakban is felirhatunk. Tetszleges U unitér matrix és n € NT esetén

(Lupv-Rypy )" (UYU(UDU*)™?) = (Lypu-Rypy-) " (UY DTV2U) =
= (Lupr+Rypuy) UYDV2U*) = UD"U*UY D PUUD"U* =
=UD"YD '*D™U* = U ((Lp«Rph) (YD) U* =
=U ((LpRp!)"(Y D) U*

adodik.

Mivel a h(LpRp') operdtor meghatarozasihoz csak az LpRj' operdtor sajitérté-

keiben kell ismerni a h fiiggvény értékeit, ezért rogzitett d esetén a h fiiggvény
m

helyettesithets egy olyan p(x) = Z a,z® polinommal, melyre
k=1

1
‘v’xe{)\l,...,)\m/\—,...,)\n}: h(z) = p(z)
1

13



teljesiil. Ekkor viszont a fenti formula alapjan

h (Lupu+ Ry py ) (UYUS(UDU*) %) = p (Lypu+ Ry by ) (UYUS(UDU*) V%) =

= Z ay (LUDU*R{]lDU*)k (UYU*(UDU*)~'/?) =

k=1

=SSl (Lo D) U =

Il
J

<<§: ak(%gﬁ)’f) (YD‘1/2)> U*=U (p(LpRp") (YD) U* =

(b (LoR5) (VD) U

I
3

teljesiil. Ebbdl viszont a metrika unitér invariancidja adodik az alabbi egyenlGségek

alapjan.
apl (UXU* UYU*) =
Tt (UXU* (M(Lypu- Ry py-)(UY US(UDU*) %)) (UDU*)~Y?) =
= T (UXU* (U (h (LpB3') (YD12) U) (UDU") ) =
=Tr (UX (h (LDR;) (YD71/2)) Dfl/ZU*) _
=Tr (X (h (LDRBI> (YD‘1/2)) D_1/2> _
= G (X,Y)

Eredményiinket az alabbi tételben foglalhatjuk Gssze.

3.1. Tétel. Minden n € Nt esetén az M., sokasdgon minden G™f monoton met-
rikdra minden D € M pontban és minden X,Y € M, . értintdvektorra minden U

n X n-es unitér mdtrzra
G (UXU*UYU*) = GBI (X,Y)
teljesiil.

Ezek alapjan elég diagonalis D allapotokban ismerni a metrika értékeit.

3.2. A p fiiggvény derivalasa

A kévetkez6kben a 2.3 tételben szereplé matrixfiiggvények derivaltjait fogjuk ki-
szamolni. Ehhez a fliggvényeket kisebb egységekre osztjuk, majd ezeket a kisebb

részeket derivaljuk a kiilonbo6z6 valtozok szerint, majd ezekbdl képezziik a teljes
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fiiggvény derivaltjat.

Elészor adott A € &, mellett tekintsiik az

fii My = M p/p(L+ A)Vp

fliggvényt.

A matrixfiiggvények derivalasa soran az olyan jol ismert derivalasi szabalyok, mint

példaul az 6sszetett vagy szorzat fiiggvény derivalasi szabalyai érvényben maradnak.

Ezek alapjan az f, fiiggvény p szerinti derivaltja a V, € M,, s, irAnyban a kovetke-

zGképp szamolhato.

(DAO)V,) = ((Lys+Rys) " (V) (1+ Ao+ 4)

-1
Vi +A) (L +Rp) " (V)
Most adott p € M esetén definidljuk az alabbi fiiggvényt.

fo:&n > M A /(14 A)p

Az fy fiiggvényben az A szerinti derivaltban a p valtozok konstansnak tekinthetdk,
igy ebben az esetben nem kell szorzat fiiggvényt derivalni. Az f, fiiggvény V4 € M, 4
irAnymenti derivaltja

(Df2)(A)(Va) = VoVav/p- (5)

Legyen ay : M} x &€, X By (n) = M} a

al(vaaX) = \/ﬁ(l + A)\/ﬁ

fliggvény.
Ekkor oy fliggvény derivaltja a kiilonb6z6 valtozok szerinti derivaltak Gsszegeként
megkaphato
~1
(Da) (p. A4, X) (Vs Vi, Vi) = (L + By) ™ (V) (L4 A) /it
-1
+ VoL +A) (L + Byp) ™ (V) + VAVav/p.

ahol V,, Vy € M, és Vy € M,,.

Az
g M x &, x By (n) — M} (p, A, X) = /p(1 —A)\/p

15



fiiggvény derivaltja az o, fiiggvény derivaltjdhoz hasonléan szamolhato, vagyis min-
den V,, Vx € M, 5, és Vx € M,, esetén
-1
(Das)(p, A, X)(Vy, Va, Vie) = ((Lys + Rys) ' (V) (1= A) /ot

+ V(L= 4) ((Lys + Rys) " (V) = VAVav.

Eddig meghatéaroztuk a (3) képletben szerepl6 matrix 11 és 22 elemének a derivaltjat.

Most az 12 elemét derivaljuk kiilonb6z6 valtozok szerint.

Legyen A € &, és X € By (n) rogzitett és tekintsiik a

g MM, pe (VoL + A)vp)PX (Vae(1 — A)y/p)'?

fiiggvényt. A konnyebb és nyomonkévethetébb szamitasok miatt a ¢ fiiggvényt

bontsuk fel a és b részekre a kovetkezSképpen.

Legyen a = \//p(1 + A)\/pés b= /\/p(1 — A)\/p. Ekkor a szorzat és az dsszetett

fiiggvény derivalasi szabalyait felhasznalva a kovetkezot kapjuk tetszéleges V, €

M,, s» méatrixra.

(Da)(p)(Vy) =(L /zmmmgs + Byvamrags) (Lys+ By (Vo)
(L4 A)p) + /(L + A) Ly + Ryp) (V)
(Dv)(p)(Vo) =(L s Zmmmys + Byzmaags) (Lys+ Ryp) ™ (Vy):
(1= A)p) + ol = ALz + R )~ (V)
Mivel
(Dg1)(p)(V,) = (Da)(p)(V),Xb + aX(Db)(p)(V,),

ezért az el6bbiekben kiszamolt derivaltak alapjan

(Dg)(P) (Vo) = (L /zmmgs + Byzaras) (Lys+ Ryp) ' (Vo):
(14 A)p) + /(1 + A) (L + Ryp) (Vo)X /(1 — A)/pt

+/ Vel +A)p X [(L\/\/ﬁ(l—A)\/ﬁ + R\/\/ﬁ(l—A)\/f)_l(((L\/ﬁ + R ;) '(V,):
(1= A)p) +p(1 = A)(L 5+ Ryp) (V)]

adodik.
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Most legyen p € M." és X € By (n) rogzitett, valamint legyen
g 6o My A (VB + AR X (VR - Ay

A ¢, fiiggvény derivaltjat a g, fliggvényhez hasonlé modon szamolhatjuk, vagyis

tetszbleges V4 € M, ¢, esetén

(Dg)(AVa) =| (L mrars + B rzammags) (VAVaVA) | X/ Vol — A)y/p+
+ VL + AWDX (L s+ R riags) (A=Va)v))

Veégiil adott p € M és A € &, esetén legyen

g Bi(n) = M, X o (VA(L+ A)5) X (/A1 — A)/p)”.

Mivel g3 fliggvényben a tényezk kozott csak egy helyen szerepel az X valtozo igy

az X szerinti derivaltjat konnyen megkaphatjuk tetszéleges Vx € M,, méatrixra.
(D) (X)(Vx) = (vp(1 + A) D)V (o1 — A)y/p)'/?

A g1, go és g3 fiiggvény derivaltjabol osszerekhatjuk a (3) képletben szereplé méatrix

12 elemének a derivaltjat. Ha

Gyt M X Ex Bi)M, (p, A, X) > (Va(L+ A)Vp) 12X (/oL — A)yp)2,

akkor az ag fliggvény derivaltjat el6bbiekben kiszamolt segédfiiggvények derivaltja-

inak Osszegeként kapjuk. Vagyis minden V,, V4 € M,, 5, és Vx € M,, esetén

(Das)(p, A, X)(V,, Va, Vx) = (Dg1)(p) (Vo) + (Dg2)(A)(Va) + (Dygs)(X)(Vx) =
=l mmmy T By (Lye+ By (V)
L+ A)WP) + VP + A)(Lys+ Ryp) (V)X Vo(1 = A)y/pt

+ VU + AV X (L mmms+ B ) (Lye+ Ryp) ™ (Vo)
(1= A)p) + ol = A) (L + Ryp) " (V)))]

(L mmmg + Rygamys WeVavel- X/l = A)yp+
+ VP + AV X (L g+ B mmays) (We(=Va)vp)
(Vo1 + A)p) X (Vp(1 = A)y/p) 2.
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3.3. A felbontasban szerepld komponenseken indukalt metrika

A 3.1 tétel alapjan elég diagonalis alappontokban ismerni a monoton metrikat, ak-
kor mér minden egyéb pontban kiszamolhatd. Diagonalis allapotot pontosan akkor
kapunk, ha p és A diagonalis, valamint X = 0. Tehat ha ilyen pontokban ismer-
jik a metrikat, akkor mar barmely més pontban is meghatarozhat6 az értéke. A

tovabbiakban tegyiik fel, hogy p és A diagonalis a
pij = 0ipi Aij = 0ijA;

méatrixelemekkel, valamint X = 0.

A metrika kiszamolasdhoz az alabbi, konnyen ellenérizhets, egyenlségeket fogjuk

hasznélni. Ha 7 pozitiv diagondlis matrix az 7,; = 0;;7; matrixelemekkel, akkor

1 1
L+ R E)=—" B,
Eijn = n; L
nki; = nily;

Eyn +nkFy = (ni +n;) Fij
Hign +nHi; = (n; +n;) Hij

Elgszor meghatarozzuk (Dy)(p, A,0)(E;;,0,0) értékét. A (Dy)(p, A,0)(E;;,0,0)
blokkmatrix 11 elemét (Dfy)(p)(E;i;) adja meg, ami a (4) képlet alapjan az alab-

bi médon hatarozhaté meg.

<<L\/ﬁ + R\/ﬁ)fl (Eij)> (1+A)/p+/p(l+ A) ((L\/ﬁ + R\/ﬁ)ﬂ (EU)> _

1 1
= mE@'(l + A)\/p+/p(l+ A)WEU =
1
NN (L4 A)/pi + (L + A))\/pj) By =
_ (1 + A“/E+AN’O_7> E;
VPi+/Pj

A (Dg)(p, A,0)(E;;,0,0) blokkmatrix 12 és 21 eleme 0, mivel X = 0. A 22 elem

pedig az 11 elembdl kaphato A elGjelének megvaltoztatasaval.
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Ezek alapjan

) ( | APt Asp M) I 0
(D) (p, A, 0)(F3;,0,0) = - 0 (1-2ZAm) Ry ©)
NN ’
Ain/PitAj\/Pj
1 (1 2R Ho X
VPit/Pi ’

Most (Dg)(p, A,0)(0, E;;,0) értekét szamoljuk ki. A (D) (p, 4,0)(0, E;;,0) blokk-
matrix 11 elemét (D f)(A)(E;;) adja meg, ami az (5) képlet alapjan az alabbi modon
hatarozhato meg.

VPEii D = \/piriEij
A (Dy)(p, A,0)(0, E;;,0) blokkmatrix 12 és 21 eleme szintén 0, mivel X = 0. A 22

elem pedig az 11 elemnek a (—1)-szerese. Vagyis

<Dw><p7A,o><o7mj,o>:§(“”Tgﬁ” ) w()—pF) ™)
(D¢) (. 4.0)(0. Hyy.0) = (@H ) \/%H) .

Végiil (Dy)(p, A,0)(0,0, E;;) értéke az eddigiek alapjan

(D@@¢&mwﬁj%):%<¢Mma+2;u_Aﬁ&;ﬂwﬂl+A?1—Aﬁ@)
(8)
(De)(p, A,0)(0,0,iE;;) =
:1< 0 i%mmU+Aau—Aﬂ@>
2\ —ivpip,(1+ A) (1 = A))Ej; 0 :

A M xE, x By (n) — M3 leképezés minden (p, A, X) € M1 x &, x By (n)
pontban indukal egy

Pup : TyMEL X TyE, X T By (n) — Tpppa.x) My

leképezést, amely linearis vektortér izomorfizmus. Ahhoz, hogy bazist adhassunk

meg az érintGtérben sziikségiink lesz a az alabbi speciélis matrixokra. Jelolje E;; azt
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a matrixot, melynek az ij eleme 1, a tobbi pedig 0, tovabba legyen
Ej = Eij + Ejz‘ és H lE — Ejl

Minden p € M és A € &, esetén a T,M;! és a TyE, terek egy bézisat ad-
ja az (Ej)lgigjgna (Hij)1§i<j§n Vektorrendszer; tovabba minden X € Bl (TL) esetén
TxB; (n) egy bazisat adja az (Fij)1<ij<n, (Hij)1<ij<n vektorrendszer. Természetesen

. oL, . . 1 4. .
ezen terek dimenziészama kiadja T, 4 x)Ms, dimenziojat

(n* —1) +n*+2n* = (2n)* - L.

A D = p(p, A,0) allapot diagonélis az M;,;l térben, blokkméatrix alakban szdmolva
2

az 11 elemének ii eleme \; =

Ai/pi + A /P
VPP

a (7) és a (8) képleben szerepld blokk-métrixok G metrika szerinti belsé szorzatét,

és a 22 elemének 7 eleme N, =

Legyen n;; = Ekkor a 2.2 tétel alapjan kiszamolhatjuk a (6),
Ti;

melyek a visszahuzott metrika komponenseit adjak. A nem nulla matrixszorzatok
az alabbiak.

. 1
p,A0 ((Fijv Oa 0)7 (Fija Oa 0)) = 1(1 + nij)2GD(E]a F )+

1
+ 1(1 — 0i;)°Gp(Fntiynts)s Fintiyntg) =

1+772)2 (1_772) /
= L )+ 0l )

. 1
p,A,0 ((07 Fij? O)? (07 Fij? 0)) = ZPinGD(Fzy, Fij )

1
+ 1P G (Flnriynti), Fonviyng) =

= Elm(x, x) + B m(X, )

. 1
a0 ((Fij,0,0), (0, Fiy,0)) = 4\/Pi/)j(1 + mi7)Gp(Fij, Fij)—

1
- Z\/pipj(l = 0i)Gp(Fntiyntg)s Fntiyntg) =

VPip (14 145) VPip; (1 —13j)
= S Ag) — S )

" 1
pa0 (0,0, Ei5), (0,0, Ejj)) = Zpipj(l + Ai)(1 = Aj)Gp(Finyj), Fignij)) =

_pp 1+ A)(1 - 4))
2

m(As, \o).

2 Vi

Ezen eredményiinket az alabbi tételben foglaljuk Ossze.
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3.2. Tétel. Legyen f : Ry — R olyan operdtormonoton fiigguény, mely monoton
metrikdt generdl. Legyen p € M1 diagondlis a p;; = 0;;p; elemekkel és A € &,

(1 + A (1 — A,
diagondlis az Aij — 51]Az Vezesstik be a )\z = pz( ;_ 1)7 a )\; — pz( 5 l) és
az My = VPi iV/Pi jelolést, tovabbd legyen m(x,y) = ———~. Jelolje G* az

NEN yf (2)

/\/l;,gl téren az f figguény dltal meghatdrozott monoton metrikanak a visszahizdsdt
az Mt x &, x By (n) térre. Ekkor a (p, A,0) € M1 x &, x By (n) pontban G*
értékeit érieker a mdtrizeqységekbdl dallo bazisban az aldbbiak.

1. A nemnulla értékek valds mdtrizokon a kévetkezdk.

. (1+ ;) (1 —mni)? .,
a0 ((Fij; 0,0), (Fii, 0,0)) = dirdji (ij@w\j) + Tj (A5 A))

540 (0. Fi3,0), (0, Fia, 0)) = 88,282 (m(X, Ay) + m(X;, X))

210 (F.0.0). (0. Fig, 00) = 358,27 (1 4 mhm(he ) — (1= m)m(X, X))

s+ A)(1 = A
2

m(Ai, Aj)-

(2 ]

540 (00,0, Ei5), (0,0, Ex)) = didj

2. A komplex mdtrizegységek hasonléan viselkednek mint a valdsak.

pAO((Hljﬂov 0), (Hi,0,0)) = pAO((Ej7070)7<Fkl>O 0))
a0 (0, Hij, 0), (0, Hy, 0)) = G}, 40 ((0, Fij, 0), (0, Fir, 0))
a0 (Hij,0,0), (0, Hy, 0)) = G}, 40 ((Fi;,0,0), (0, Fi, 0))

pAO(( ,0,1E55), (0,0,iEy)) = pAO((OvO’ L), (0,0, Eiy))

3. Az dsszes tobbi mdtrizegység belsd szorzata 0.

0 7(Hkl70 0 pA,O ((Ejaoao)a(07Hkl70)) =0
pA,O ((Fij’ 0,0), (0,0, iEij)) =0

pA,O((O £i;,0,0), (0,0, E)) = 0

pAO((Ej707 ) ))
0((Ej’0’0)7(0 0 EJ))
o ((0,Fij,0), (0, Hy, 0))
pao (0, F;,0),(0,0,iE3))
pAO((07 0, Eij), (0,0,1Ey))

)
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4. Konkluzid

A qubit-qubit rendszer esetén az Osszefonddottségi valdszintiség meghatérozasahoz

az M téren valo integralast fel lehet bontani

/...d(D):///...d(X)d(A)d(p)

M MGt &2 Bi(2)

modon, ahol rdadasul a / integral még el is hagyhato [5]. A 3.2 tételbdl latszik,

MGt
hogy a B; (n) tér szerint szépen faktorizalhato a szorzatmérték, és igy az invarians
térfogati stirdségfiiggvény is, hiszen ez a térrész ortogonalis a masik két érintGtérre,
ezért a fenti felbontas hasznalhato lesz abban az esetben is, amikor az allapotteret

monoton metrikaval 1atjuk el.

A jelen dolgozat kereteit meghaladé tavlati tervben szerepel, hogy az [5] publikaci-
6ban részletesen leirt szamolast végigvigyiik tetsz6leges monoton metrikara és igy
legalabb a qubit-qubit rendszer esetén, fizikailag relevans térfogati mértékek sze-
rint meg tudjuk mondani, hogy az allapotok hany szézaléka Osszefonddott és ezzel

részben meg tudjuk valaszolni Zyczkowski 1998-ban feltett kérdését.
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5. Koszonetnyilvanitas

Koszonom a téma elsajatitdsahoz sziikséges rengeteg kiilon elméleti foglalkozast,

valamint a dolgozat megirdsihoz nyujtott segitségét témavezetémnek, Dr. Andai

Attilanak.
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