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1 Bevezetés

Godel és Einstein 1947-es taldlkozasakor sziiletett az Einstein-egyenletnek
egy nagyszeri megoldasa, melyet Godel univerzumnak neveziink. Ebben kii-
lonféle, érdekes, esetleg paradoxnak tiné jelenségek figyelheték meg. Azonban
ezek tobbségére a mai napig nem ismeretes feloldas.

A Godel univerzumot egy négydimenziés téridon értelmezett specialis
szemi-Riemann metrika hatarozza meg. A dolgozat ennek az univerzumnak
egy specialis alakjaval foglalkozik. Az univerzumon beliil els6sorban a
geodetikusokat targyalja, mivel fizikailag nagy jelentéséggel birnak. Ismeretes,
hogy a geodetikusok a téridében az egyenes vonalid, egyenletes mozgasnak
felelnek meg, viselkedésitk a Godel univerzumban mégis rendkiviil kiilonos,
figyelemre mélto.

A masodik fejezetben a témahoz kapcsoldodd definicidkat, illetve ismert
tételeket ismertetek. A harmadik fejezetben egy érdekes jelenségre, normalt,
id6szert, térkoordinataiban zart gorbére mutatok egy példat, mely a Godel
univerzum egyik fontos jelensége. A tovdabbiakban az univerzum geodetikusait
vizsgalom, a negyedik fejezet soran egy lehetséges megoldasra mutatok példat,
illetve numerikus eszkozokkel egy olyan geodetikusra, amelyen lehetséges
az id6ben torténé visszautazas, térkoordindtaiban azonban zart. Eddig
ilyen gorbe még nem volt ismeretes. A fejezet soran felirom az univerzum
megmarado mennyiségeit, ami eddig szintén nem volt ismert. A dolgozatban
levezetem, s numerikusan is igazolom helyességiiket. Ezentdl mutatok még

néhany érdekes kovetkezményt ezzel kapcsolatban.



2 Differencialgeometriai alapok

El6szor a Godel téridot és a rajta értelmezett Riemann metrikat definialjuk.

Definicié 2.1. Godel téridének nevezzik az M = RxRT %[0, 27 xR sokasdgot,
ahol az elsé komponens az idének, a tobbi pedig az R3 hengerkoordindtds
felirdsanak felel meg. A sokasag minden (t,r,p,z) € M pontjaban tekintsik a

kovetkezo madtrizot.

-8 0 —8+2sh’r 0

0 8 0 0
G(t,r ¢, 2) =
—8+v/2sh’r 0 8sh’r—8sh’r 0

0 0 0 8

A G: M — Lin(R* R?) leképezést, illetve az dltala meghatdrozott
M — Lin(R* xRY,R)  p+ ((a,b) = (a,G(p)b))

fiigguényt nevezziik Goédel-metrikanak. Az (a, G(p)b) mennyiség az a és b

vektor p pontbeli skalaris szorzata.

A definiciéval kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy a sokasagban szereplo
[0, 27[ halmaz helyett differencidlgeometriai szempontbdl természetesebb lenne
a 0,27[ nyilt intervallumot tekinteni és a sokasigot két térképpel lefedni,
azonban a sokasagon értelmezett metrikdban nem szerepel a ¢ polarkoordinata,
igy a szamolasok és a formuldk egyszeriisitése végett a polarkoordinata
értelmezési tartomanyanak a [0, 27| halmazt tekintjiik. A definiciéban szerepl
metrika és skaldris szorzat nem a szokdsos értelemben vett metrika és skaléris
szorzat, hiszen egy vektor onmagaval vett skalaris szorzata lehet negativ is,

hanem a szemi-Riemann sokasagok elméletében elterjedt elnevezések.
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Egy részecske vagy test téridében torténé mozgéasat egy gorbével irhatjuk
le. El6szor megfogalmazzuk matematikailag azt a kijelentést, hogy a ,,részecske
minden pillanatban a fénysebességnél lasabban halad és az idoben elérefelé

mozog” .

Definicié 2.2. Egy v : R — M gorbét idészertinek nevezzik, ha minden

u € Domw pontban

(0(u), G(u(u))v(u)) <0

teljesiil. Hasonldan, fényszertinek nevezzik, ha (v(u), G(v(u))wv(u)) = 0, illetve

térszertinek, ha (v(u), G(v(u))v(u)) > 0 teljesil minden u € Domwv pontban.

A fénysebességnél lasabban haladd részecskék mozgasat idoszerti gorbék
irjak le. Ahhoz, hogy az idében elorefelé haladé mozgast leirhassuk sziikség

van az idokup fogalmara.

Definicié 2.3. Az M sokasdg eqy p pontjaban idoszeri vektoroknak nevezzik

az

I, ={veR"| (v,G(p)) <0}

halmaz elemeit.

Minden p € M esetén az I, halmazon értelmezziik a ~ reldcidt, ugy, hogy
az v,u € I, vektorokra v ~ u pontosan akkor teljesiil, ha (u, G(p)v) < 0.
[smert, hogy a ~ relacié ekvivalenciarelacio, melynek pontosan két ekvivalencia

osztalya van [5].

Definicié 2.4. Az M sokasdg egy p pontjaban az I, halmazon a ~ relacio dltal

meghatdrozott két ekvivalencia osztalyt nevezzik a p pontbeli idokupnak.



Most mar a sokasag minden pontjaban ismertek az idOszerii vektorok,
azonban az ,,id6 irdnyarol” semmit sem mond a metrika. Ezért a modellbe

kiilon kell beilleszteni az idéorientaciét, ha ez egyaltalan lehetséges.

Definicié 2.5. Az M sokasdg minden p pontjdban jelolje C, az I, egyik
iddokupjat. A

>a: M — R* D Uy
leképezést sima idokup mezének nevezzilk, ha a leképezés sima és minden
p € M pontban u, € C, teljesil. Az M idGorientécidjan sima iddkip mezdt

értink.

Az M sokasdgon létezik id6orientéci6 [5] VII. fejezet 3.4. allitdsa alapjan.
Tehat alapvetéen kétféle idoorientacioé létezhet a sokasdgon. Minden egyes
példaban azzal a feltételezéssel éliink, hogy azt az idOorientaciot tekintjiik,
melyre a vizsgdalt, vagy mozgds leirdsa esetén a kezdeti p € M pontban az
Up € C, vektor els6 komponense pozitiv (vagy pozitivva tehetd az idGorientécié
megvaltoztatdsa nélkiil). A tovabbiakban feltessziik még, hogy egy v : R — M
idOszerti gorbe alatt olyan idOszerti gorbét értiink melyre minden v € Domv
pontban v(u) € Cy) teljesiil, tehat csak idében elérefelé haladé gorbéket
vizsgalunk.

Tekintsiink egy v : R — M idészerti gorbét, mely valamely test mozgasat
irja le. Ekkor v jelenti a test energia-impulzus négyesvektorat. A szabadon
mozgd test palydja egy geodetikus gorbe [7, 4]. Ismert, hogy ha v geodetikus,
akkor a (v(u), G(v(u))¥(u)) kifejezés nem fligg az u valtozétdl [1, 5, 6],
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nevezetesen ez éppen —m?, ahol m a test tomegét jellemzi [7, 4]. Fizikdban

altalaban a gorbék sajatido szerinti paraméterezését hasznaljak, ami azt jelenti,



hogy minden v € Domyv pontban (v(u), G(v(u))v(u)) = —1 teljesiil [4]. Az
igy paraméterezett gorbéket nevezziik a tovabbiakban normélt gorbéknek.
dv

Tekintsiik a v : R — M gorbét, ahol v(u) = [t(u),r(u), (u), z(u)]. A Tu

mennyiség énmagaval vett skaldris szorzata (a v(u) pontban) ekkor

g (ﬂw))z —16 3 3—‘5@) Vash(r(u)? + 8 (dd—Z@))Q +

+8 (j—i(u))z sh(r(u))? — 8 (j—i(u))2 sh(r(u))* +8 (j—Z(u))Q.

A tovédbbiakban, ha csak mdsként nem kotjik ki, a térben csak az xy sikban

torténdé mozgast vizsgaljuk, vagyis a z(u) = 0 esetet tekintjiik.

3 Idoutazas lehetosége idoszerii, normalt gorbén

A Godel univerzumban barmely [ty, 71, @1, 21] és [t2, 72, 2, 20] € M pontok
kozott létezik idoszerti gorbe. Ennek szemléletes, am matematikailag nem
teljesen egzakt bizonyitdsa megtaldlhat a [2, 3] miivekben.

Ebben a fejezetben konstruktiv mdédon megmutatom, hogy a Godel
univerzumban lehetséges a hétkoznapi értelemben vett idéutazéas, vagyis
egy tér-id6 pontbdl elindulva egy megadott palyan a térben ugyan oda
érkeziink vissza, azonban idoben induldsunkat megl6z6 idopontban érkeziink
meg. A kovetkezékben olyan mormdlt, iddszerd gorbére mutatok példdt, mely
térkoordindtaiban zart.

Tekintsitk a v(u) = [t(u),r(u), p(u), 0] gorbét, ahol r(u), ¢(u) tetszileges,
folytonosan differencialhato fliggvények. Tegyiik fel még, hogy a v fliggvény

a [0,¢] (¢ € RT) intervallumon értelmezett. Ezekhez keresiink olyan t(u)



folytonosan differencialhaté fiiggvényt, amelyre a

dt
@(U”u:o >0 (1)

illetve a

feltétel teljesiil minden u € |0, ¢[ esetén. Azaz a gérbe 6nmagédval vett skalaris
szorzata —1, ez felel meg az univerzumban a normaélas feltételének.

Az (1) feltételnek fizikai jelentOsége van, ez garantélja, hogy idészerii
legyen a gorbénk. Ugyanis jelenlegi ismereteink szerint csak olyan eszkozt
lennénk képesek 1étrehozni, amely az adott részecskét idében elore lenne képes
elmozditani, igy olyan gorbéket keresiink, amelyekre ez teljesiil.

Tegyiik fel még tovabba, hogy r(0) = r(c) illetve p(0) = ¢(c¢) mod 2.
Az altalanossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik még, hogy ¢(0) = 0. Ezek a
feltételek garantdljdk, hogy a gorbe térkoordinataiban zart legyen. Idoutazasrol
akkor beszéliink, ha t(c) < ¢(0) teljesiil.

dt
Ekkor az (2) egyenletet megoldva a(u)—ra, kapjuk a

,do 2 % i dr 2
b ) E(u)—\/wzsh(zr(u» (G20) +5(fow)
@(u)_ 22

—4sh(r(u))2j—(p(u) + \/1 + 2sh(2r(u))? <j—(p(u)> +38 <j—;(u))




eredményeket. Az (1) feltétel teljesiilését kell ellenérizni. Hérom kiilénbozo

esetet vizsgalunk meg.

1. A j—gp(O) = 0 esetben trividlisan a (4) megoldast kell véilasztanunk.
u

d
2. A d_go(o) > 0 esetén konnyen ldthatd, hogy az (1) feltétel teljesiiléséhez
u

(3)-at nem vélaszthatjunk, mivel az ekkor negativ. A (4) megoldasbdl
elemi atalakitasokkal kapjuk az

148 (%(0))2 4 8sh(r(0))2(1 — sh(r(0))?) (j—im))? =0

feltételt, amely 7(0) < In(1 + v/2) esetén biztosan teljesiil.

Az egyenlétlenséget r(0)-ra megoldva kapjuk, hogy barmely 3—2(0) eR

EORIE)
\ )

intervallumbodl valasztva teljesil a kritérium.

esetén r(0)-4t az

dy
2_
du(0)+\/§\/1+2
0, arsh
4

dy
A =
du
A (3) megoldds valasztasakor pedig elemi dtalakitasokkal a

(0) < 0 feltétellel (4) vélasztésa esetén nyilvanvaléan teljesiil (1).

dr ’ 2 oy (d ’
1+38 <@(0)> + 8sh(r(0))*(1 — sh(r(0))?) (a(0)> <0
kritériumot kapjuk, amely nem teljesiil, ha 7(0) < In(1 + v/2).

Az el6z6ekbol kovetkezik, hogy nem minden kezdeti térkoordinatahoz,
d d
r(0), d—(p(()), d—T(O) értékekhez, tudunk olyan ¢(u) fiiggvényt taldlni, amelyre
u U

teljesiil (1), ezért ezek megvélasztasakor koriiltekintének kell lenniink.

8



A kovetkezokben egy ilyen, normalt, idészeri, térkoordinataiban zart
gorbére hozok példat, amelyen létezik id6utazas. Kézenfekvé modon és
szamolas egyszeriisitése végett vegylk a sugart allandénak.

Tekintsiik a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugar komponense
r € RT allandé és a polarszog komponensét a o(u) = u? fiiggvény irja le, ahol
u € [0,v2r[. Ekkor a (4) megolddst u szerint kiintegralva, t(0) = 0 feltétellel

kapjuk a

u+/16sh(2r)2u2 + 2
_|_
8
N In(4sh(2r)u + 1/16sh(2r)2u? + 2) L= In(2)
16sh(2r) 32sh(2r)

t(u) = —u*v2sh(r)? +

(5)

fiiggvényt. Vizsgdljuk meg, hogy r milyen megvélasztasa esetén lesz ¢(0) >

t(v/2m). Vegyiik észre, hogy

21n(4sh(2r)v/27 + /16sh(2r)227 +2) —In(2)  In(16sh(2r)?27 + 2) + In(2)
32sh(27) = 32sh(2r)

a logaritmus fiiggvény szigori monotonitdsa miatt. A t(v27) < 0 feltétel

teljesiil, ha a kovetkezd egyenlotlenség teljestil

8

5 < 6472,

V2mch(r) \/ 32r 2 In(16sh(2r)’27 +2) In(2)
sh(r) sh(2r) = sh(2r)? sh(2r)sh(r)? sh(2r)sh(r)

Az egyenlotlenség bal oldaldnak minden tagja tart 0-hoz, ha az r tart a
végtelenbe.

647/2

Vizsgaljuk meg, mikor lesz a bal oldal minden tagja kisebb, mint :

Elsoként vizsgaljuk az elsé tagot. Mindkét oldalt négyzetre emelve, kozos

nevezore hozva, s exponencialisan kifejtve kapjuk, hogy

16 4+ 8e72" + 8¢ + 1287 + 64de ¥ + 12821 + 128e? 1 + 64e* 1 _ 641
4 + 6—67" _ 26—47" _ €—2r _ e2r _ 2647" + 66r 9 :

9



Ekkor azonban a kifejezés bal oldaldnak nevezéje pozitiv, mivel eredeti
alakja sh(r)?sh(2r)? volt, és a szamldléja feliilrél becsiilhetd a (32 + 512m)et"

kifejezéssel. A nevezovel beszorozva, mindkét oldalhoz hozzaadjuk a

64
(26—47’ + 6—27“ + 627’ + 2647“) . _7T
kifejezést és ezt is felilrél tudjuk becsiilni 6 - Tﬂ - e*rrel. fgy az
egyenlétlenségiink a kovetkezoképpen alakul.
128 64
(32 + 5127 + Tﬂ) et < Tﬂ 4+ e+ €T
Tovabbi becsléssel kapjuk, hogy
12
32+ 51271 + 128m
3 < e2r
64m '
9

Ez pedig akkor teljesiil, ha r nagyobb, mint a bal oldalon all6 kifejezés
logaritmusanak fele, ami hozzavetdlegesen 2.18745.

A masodik tag esetén szintén exponencialisan kifejtve kapjuk, hogy

8In(8m el 4 8re 4 — 167 + 2) _ 647/2

elr 4 2e72r — 2e?r — e=4r 3
Ekkor, a bal oldal nevezdje nagyobb, mint e*, har > In(3)/2 ~ 0.5493, ugyanis
ekkor 3e?" < et < e 4 e és —e M > —e 2. A szamldl6 pedig konnyen
feliilr6l becsiilheté 8(In(16m) + 4r)-rel. Ebbol egyszertien kovetkezik, hogy az

egyenlotlenség teljesiil, ha

In(167) 4 4r < 872
er - 3

Konnyen ellenérizhetd, hogy ez teljesiil, ha r > 0.77898.
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A harmadik tag esetében hasonlé dtalakitasokkal kapjuk, hogy az akkor lesz

64m/2

kisebb, mint , ha r > 0.152868. Azaz, ha r-t 2.18745-nél nagyobbnak

valasztjuk, teljesiil, hogy t(v/2m) < 0. Ennél tobb is igaz, ugyanis Maple
program segitségével megallapithaté, hogy t(v/27) < 0 feltétel 0.9 és 2.18745
kozott is teljestl.

Az elobbiekben vizsgalt gorbe a tér-ido palyaja r = 1 esetén a

kovetkezoképpen alakul.

-
(5N

1. Kép: Idoutazds normdlt, idoszeri koron

4 A Godel univerzum geodetikusai

Tekintsiik a v : R — M gorbét, ahol v(u) = [t(u),r(u),o(u), z(u)]. A

Godel-univerzumban a v gorbe pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a
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kovetkezo masodrendii, nemlinedris differencidlegyenletrendszernek.

(d—%)) shi(r(u))eh(r(u)) — 2v/3 () - () + 25 () T2 )

d u? )
ch(r(u >>sh< ) =0 (6)

d*r dt . dg
duz( ) + 2v/2sh(r (u))ch(r(u ) (1) 32 () -

_3<ji( )) Sh(r(u))Ch(T(u))ﬂL?(j—i(u)) sh(r(w)) ch(r(u)* = 0 (7)
d*t dt  dr
(e () + 4sh(r(w) () - (w) +

+23Bshr 1)) (1) (1) 2 ) -

VB () o) 2 ) = 0 N
d?z
= )

Lathat6, hogy a z koordinata z(u) = au + b alaku, ahol a,b € R, azonban
a tobbi egyenlet megolddsa messze nem trivialis.

Differencialegyenletek elméletébol ismert, hogy a fenti differencidlegyenletrendszernek
minden kezdeti feltétel esetén létezik egyértelmii megolddsa [1, 5, 6].

Az egyenletek alakjabdl leolvashato egy egyszerii, am szép allitas.

Tétel 4.1. Legyenek t,p és r kétszer folytonosan differencidlhato figguények

megolddsai a (6), (7), (8) differencidlegyenleteknek a t(0) = 0, ¢(0) = 0,
dt dy dr s

r(0) = 7o, %(O) = to, %(0) = o, %(O) = 0 kezdeti feltételek mellett, ahol

ro,to, po € R. Ekkor r pdros-, t és ¢ paratlan figguény.

Bizonyitds. Leolvashat6, hogy ha t(u), p(u),r(u) megolddsa a differencidle-

gyenletrendszernek, akkor —t(u), —p(u),r(u) is megoldasa, hiszen (6), (7) és
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(8) egyenletekbe behelyettesitve visszakapjuk az eredeti egyenleteket.
Ugyanakkor t(—u), o(—u), r(—u) is megoldasai az egyenleteknek. Hiszen, a

(6) egyenletet nézve, annak minden u-ra kell teljesiilnie, ezért specidlisan —u-ra

d2Q0 —u)s —aueh(r(—u dt iy dr u
d(—u)Q( )sh(r(—u))ch(r(—u)) Qﬂd(—u)( )d(— )( )+
+2 dr de (_u) =0

is fenndll. Konnyen lathatd, hogy minden g € C? fiiggvényre

d d? d?

—d—i(—u) és d(—75)2(_u) = d—ugz(_u) Vagyis teljesiil a geodetikusra
vonatkozo differencidlegyenlet

e
du?

(—u)shi(r(—u)eh(r(~u)) — 225 () T () +

+2dd—2(—u>d—“‘)(—u> 0.

Hasonlban ellendrizhet6 ez a tobbi egyenletre is.

Mivel —t(0) = 0 = t(—=0) = t(0), —¢(0) = 0 = ¢(—0) = ¢(0), r(—0) =

B dt o dt B dy _de B dr o
r Ty e L o
@(0) =0 = —@(O), igy az unicitds miatt t(—u) = —t(u), p(—u)

—p(u),r(—u) = r(u). A geodetikusokra vonatkozé differencidlegyenlet-

rendszer megolddsanak unicitdsa megtalalhat6 példaul [3]-ban. O

Erdekes kérdés, hogy mit tudunk mondani akkor, ha 3—2(0) =% 0. Fontos
latni, ha t(u),r(u), p(u) megolddsai a differencidlegyenlet-rendszernek, akkor
t(u+c)+dy, r(u+tc), p(u+c)+ds is megoldasai, ahol ¢, dy, dy € R. Ezt, az eléz6
bizonyitas modszerével hasonléan belathato. Ekkor, ha létezik olyan ¢ € R,

d
amelyre d—r(c) =0, akkor az t(u+c)—t(c), r(u+c), p(u+c) —¢(c) fliggvények
u
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szintén paros-, illetve paratlan fliggvények lesznek, valamint megoldésai a (6),
(7), (8) differencidlegyenlet-rendszernek. Ilyen ¢ azonban nem mindig létezik.
Példaul valasszuk meg a t(u) és ¢(u) fiiggvényeket konstansnak. Ekkor a

(6) és (8) egyenletekre azonosan nullat kapunk, mig a (7) egyenletre

d?r
w(u)

adédik. Vagyis 7(u) = ru + ro alakd. Igy ¢(0) = t1, 7(0) = 7o, ©(0) = ¢,

E(O) =0, dr _ ry >0 és d_gp(o) = 0 kezdeti feltételek mellett nincs olyan
du du du

d
c € R, amelyre d—r(c) = 0. A t1, ¢ lehet nulla is.
u

4.1 Geodetikusok differencialegyenletének egy megoldasa

A fejezetben megmutatom, hogy létezik térkoordinataiban korpalyas
geodetikus, mely idékoordinatajaban linearis.

Tekintsiik a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugar komponense
r € R* 4lland6. Ekkor a geodetikusra vonatkozd differencidlegyenletek a

kovetkezokre redukalodnak.

Qﬁsh(r)ch(r)g—i(u)d—gp(u) -3 <d_g0(u)) sh(r)ch(r) +

@t

() =0 (12

A (10) és (12) egyenletekbdl kovetkezik, hogy t(u) = tyu + tg és p(u) =
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©1 U+ po. Tgy (11) elsall
2V2t 1 — @2 +2¢%sh(r)2 =0
alakban. A skalaris szorzat pedig
—812 — 16ty 1 V2sh(r)? + 8 p2sh(r)? — 8 p2sh(r).

Ha ¢; = 0, akkor r tetszdleges és a gorbe fényszerti, ha ¢; = 0, kiilonben
id6szerti. Tegytik fel, hogy t1, 1 adott és ¢; # 0. Pontosan akkor létezik valds

r, t; > 0 esetén, ha p; > 2v/2t vagy 1 < 0, illetve t; < 0 esetén ¢ < 2v/2t

o1 — 22t
r = arsh R -
2¢1

Ezt a skalaris szorzatba helyettesitve kapjuk a

vagy ¢1 > 0. Ekkor

8t%—8\/§t1¢1+2ap%

kifejezést. Szorzatta alakitva pedig kovetkezd alakban all el6

8 (tl - \/§2+ 1@1) (tl — \/52_ 1%) :

Ebbdl lathato, hogy a skalaris szorzat akkor nulla, ha t; =

V2 -1

t = 5 L Idoszerti a geodetikus, azaz a skaldris szorzat negativ, t; > 0
- 2 2
#1 /21 V21

t; esetben. Minden mas esetben pozitiv. Figyelembe kell még venniink,

V241

¥1, vagy

t1 < t1, illetve t; < 0 feltétellel 1 <1 <

2
V2 +1
hogy a gorbe osztalyozasa fiigg a valés r miatti Osszefiiggéstol is ¢ és 1 kozott.
2

V2 -1
2—1
1 < 1 < 2V/2t;. Fényszert, ha t; = \/_2 P1.

Azaz a geodetikus idOszert, t; > 0 esetén, ha 2V/2t, < 1 < ty illetve,

t; < 0 esetén, ha

2
V2 -1
15



2
V2-1

t; vagy ¢ > 0 fennallasakor.

[lletve térszeri pozitiv ¢, esetén, ha p; > t; vagy o < 0, illetve t; <0
2

V2 -1

A kovetkez6 dbran a (1, p1) pontparokhoz tartozé geodetikusok, az elébbi

esetben ¢; <

szamitasoknak megfelel6 osztdlyozésa lathato.

- Térszeni geodetikus - Mem kért alkatd pontpér
[ 1eEszerti geadetitus

—— Fényszeni geodetikus

2. Kép: A geodetikus gorbe osztilyozdsa (t1,p1) pontpdr figguényében

4.2 Példa geodetikuson torténo idéutazasra

A fejezet sordn megmutatom, hogy lehetséges a geodetikuson torténd
idéutazas, amely jo kozelitéssel térben zartnak mondhaté. Ilyen geodetikus

gorbe eddig nem volt ismert.
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A (6), (7), (8) differencidlegyenlet-rendszert, bonyolultsiga miatt, csak ko-
zelitéleg tudjuk megoldani. A Maple programnak koszonhetéen a megoldas
hibajat, mind a relativ, mind az abszolit hibajat, elég nagy pontossiggal be
tudjuk hatarolni.

A geodetikuson torténé mozgas a Godel-téridoben az egyenes vonalu,
egyenletes mozgasnak felel meg fizikailag. A kovetkezd geodetikus gorbe kezdeti
dw( dr

—7(0) = 0.2, —(0) =
2(0) = ~02, T-(0) =0,

valamint a 2. fejezetben, a normalt gorbékkel kapcsolatban elmondottak

feltételei legyenek: ¢(0) = 0, ¢(0) = 0, r(0) = 1.5,

alapjan a S—Z(O) értéket valasszuk meg 0.220015-nek. Ekkor a skalaris szorzat
értéke hozzavetolegesen —1.000007719. Ismeretes, hogy geodetikuson a skaléris
szorzat allandé, azaz a geodetikus idOszerti, és jo kozelitéssel normaltnak
mondhaté. A Maple programcsomag dsolve programjanak bvp modszerével
beallithatd, numerikus megoldés esetén, az abszoltut hiba, melyet vélasszunk
10~ -nek a [0, 3] intervallumon. Ekkor a geodetikus gorbe az ug = 2.805910322

helyen a kovetkez6 értékeket veszi fel.
t(up) = —1.46203495492751400
r(up) = 1.50000000000000022

©(ug) = 0.508898268801676638 - 10"

dt
d—(uo) = (0.220015000000031935
u
dr 6
d—(uo) = (.252669839666541765 - 10
Uu
de

Tu (up) = —0.199999999999971754

fgy a gorbét jo kozelitéssel térkoordinatdaiban zartnak tekinthetjiik, amelynek
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palyajat az alabbi dbra szemlélteti.

0.29 L
_—

\
oT] 08 1 ) 1‘4
\ x
N \
\\ 77/"77"7"/// )

0.2 —

3. Kép: A geodetikus gorbe térkoordindtai

A hozza tartozo idofiiggvényt pedig az aldbbi dbra mutatja.

4. Kép: A geodetikus gorbe idokoordindtdja
A geodetikuson torténo idéutazas igen jelentos kérdés, ugyanis szamos maés,

még megoldatlan problémat vet fel. Az egyik ilyen példaul a ,,billidardgolyé

paradoxon”. Tekintsiink két pontszerii testet, a-t és b-t. Legyen b palydja
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olyan, hogy az a-val torténé iitkozése utan azt egy olyan geodetikus palyara
taszitja, mely térkoordinataiban zart, s visszautazik az idoben, kilokve sajat
magat arrol a helyrol, ahol b eredetileg eltaldlta. Ekkor, mivel mar azon a
helyen, ahol b-vel iitkozott, nincs semmi, b-nek haladnia kellene tovabb eredeti
palyajan, ami igy latszolagos ellentmondashoz vezet, feloldasa azonban eddig
még nem ismeretes.

Az el6bbiekben elmondottak alapjan t sokkal inkabb egy negyedik
térkoordinata tulajdonsdgait olti magéra, az idorol eddig benntiink kialakult

fogalmakkal szemben.

4.3 Geodetikusok szarmaztatasa megmarado mennyisé-

gekbol

Ismeretes az univerzumokban a megmaradd mennyiségek kiszamitasara kép-
let, azonban altaldnos kiszamitasa nehézkes. A kovetkezdkben megmutatom,
hogy a geodetikusok szarmaztathatok ezekbol a megmarado mennyiségekbol, il-

letve forditva, azaz a megmarado mennyiségek szarmaztathatok geodetikusokbal.

Tétel 4.2. Legyen H(g1,92,t,7,¢) a kivetkezéd mdtrix

gich(r)? 0 (g1 + 892 + gich(2r))sh(r)?
2 42
cos(p)(ch(2r) — 2)sh(2r)
2
sin(p)(ch(2r) — 2)sh(2r)
2

g2 +

—v/2cos(p)sh(2r) sin(p) —

V2sin(p)sh(2r)  cos(p)

Ekkor minden ga, g1 valds szamhoz és minden t(u),r(u), p(u) megolddsihoz a

(6), (7), (8) differencidlegyenlet-rendszernek léteznek olyan cq,cy valés szamok
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és f(g1,92) valds konstans, amelyre teljesiil a

dt

=) F (g1, 2)
H(gr,ga,t(w) 1. 0(w)- | Ty [ =]

de

%(“) Co

dsszefiiggés. A tovabbiakban H (g1, go, t(u), r(u), p(u)) mdtrizot impulzusmatrixnak
nevezzik.

. "y cqse dt dr dy
Bizonyitds. Jeloljiik a (@(u), ﬁ(u), Tu

szimbélummal.  Tekintsiik a (6), (7), (8) differencidlegyenletrendszer bal

(u)) vektort a tovabbiakban a v(u)

oldalat, mint egy vektort, az X = [(8),(7), (6)] sorrendben. Ezt szorozzuk
be egy D(t(u),r(u), p(u)) 3 x 3-as invertalhaté matrixszal, melynek elemei
akarhanyszor differencialhaté fliggvények. Tegytik fel, hogy az igy kapott

vektor eldall
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teljesiil. Ha a D matrix oszlopvektorait dy, dy és ds jeloli a fenti egyenlet az

dy—— + dy—— dg

du du du

o ot

d%t d?r

:d_ +d2 —l-dg

d*t d2 ad > od > od 2
at d u or \du dp \du

(P obY dedr (00,
dudu

dso

8g0+

O ardg | (04 O\ dgpdr _
ot ) dudu dp  0Or ) dudu

<2Sh(T)Ch(T)3 - 3sh(7’)ch(r))d2 (dgo) +

du  Zdu du
+ <4i§8 d - (iﬁ o @) S—Zj—z + Qﬂsh(r)ch(r)@%j—i+
+ ((2\/§sh(r)ch(r) — 2\/§ %) ﬁ‘l‘ m@) j—idd—z

alakban frhato fel. Elemi atalakatasok utan, a megfelel6 egyiitthatok egyenlévé

tételével a kovetkezd parcidlis differencidlegyenletrendszert kapjuk a (d;)i=1,2,3

vektorokra.
% ~0 (13)
% - _% _ %@ + 4dyth(r) (14)
% ~0 (16)
‘2_% — _% + Sh(TfW@ +2v/2ch(r)sh(r)d, — 2v2d,th(r) (17)
‘Z_% = ds(ch(2r) — 2)sh(2r) (18)

Vegyiik észre, hogy di,ds, ds vektorok minden elemére ugyanaz az egyenlet-

rendszer érvényes, igy a tovabbiakban csak a vektorok els6 komponenseivel
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foglalkoznuk, melyeket roviden csak di,ds és ds szimbolumokkal jeloliink.
(Vagyis miden i € {1,2,3} esetén d; jeldli a d; vektor elsé komponensét.)

A (13) és (16) egyenletekbdl latszik, hogy di = d;(r, ) illetve dy = da(t, )
alaki. Igy (15) egyenlet mindkét oldaldt ¢, és ¢ szerint derivélva, a (18)

egyenlet felhasznédlasaval kapjuk, hogy

Ch<2’/’) -2 82d2 . 82d2
( 2 ) ot> _\/iat&p

A fenti képlet mindkét oldalét r szerint derivalva a (16) egyenlet felhasznalasaval

a kovetkezo alakot kapjuk a do fiiggvényre.

da(t, ) = b1 ()t 4 ba(¢) (19)

A (18) egyenletbdl kovetkezden dz a kovetkezd alaku.

ds(t,r, @) = % (t/bl(ap) dy + /62(<p) dgo) - (ch(2r) — 2)sh(2r) + e(r, t)

Ezt behelyettesitve a (14) egyenletbe, majd azt ¢ szerint derivalva kapjuk, hogy

2v2  Oe(r,t)
~ ch(r)sh(r) Ot

0 = —2v2(ch(2r) — 2) /bl(go) do

Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan A € R szam, hogy

B ) 1 Oe(r, t)
/ h(p)dp=A, & (ch(2r) — 2)ch(r)sh(r) ot

teljesiil. Ebb6l kovetkezik, hogy bi(p) = 0, azaz dy = ba(p) . A dy,ds,ds

=—-A

fliggvények igy az alabbi alakban allnak el6.

b= ([morae) i —2pmen <o)
o= () @1
dy = /2sh(2r) /bg(go) do+ f(r) (22)
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A (17) egyenletbe a fenti, (20), (21), (22) egyenleteket behelyettesitve kapjuk

az

i—b;(@ - —% ( / ba(0) dgo) (2(ch(2r) = 2)ch(2r) + 25h(2r)?) ~ %( )+

+ m (% ( / ba () dgp) (ch(2r) — 2)sh(2r) + g(r)) +

+2v2 (\/§sh(2r) / by(p)d g + f(r)) ch(r)sh(r)—

—2/(2) (xfsh (2r) / 2y )dgo—i—f(r)) S};E:; .

Az egyenlet rendezése utan kapjuk az

dbz(@)
de

_dg(r) 29(r) r)ch(r)sh(r) — r)f(r
Tt ey T2V )eh)shr) — 23 () )

+ /bg(ap) d<p<ch(27’)2 —sh(2r)? — 4ch(2r) + 4sh(27)th(r) + 4) =

Osszefiiggést. Elemi szamitdsokkal beldthat6, hogy a bal oldalon a [ by(p)dp

egyiitthatdja 1. Ebbol kovetkezik, hogy

dl:;ff) +/bz(80)d<p: Q

fennall, ahol « valés konstans. Igy

ba(p) = ky cos(p) + ko sin(yp) (23)

teljestil, ahol ki,ky € R.  Ennek megfeleléen dy,ds,ds fiiggvények a

kovetkezoképpen alakulnak.

dy = \/5(1{:1 sin(p) — ko cos(go))sh(Qr) + f*(r) (24)
dy = ky cos(p) + ko sin(p) (25)
dz = %(]{71 sin(p) — ko cos(ap)) (ch(2r) — 2) sh(2r) 4+ ¢*(r) (26)
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Az igy kapott fliggvényeket helyettesitsiik be az eredeti

- (D{t(u) r(u), p(u)) - (u)

formuldba.  Vegyiik észre, ha feltevésiink igaz, akkor ezt a Kkifejezést
megszorozva a D~! matrixszal, akkor annak pontosan a (6), (7), (8)
differencidlegyenletek bal oldalat kell, hogy adja megfelel6 sorrendben, ezért

f*(r) és g*(r) fiiggvényekre a kovetkez6 differenidlegyenletrendszert kapjuk.

~4Beth(2r)g(r) + (ch(2r) ~ 25 () e o
239" (r) — (eh(2r) — 2)F()

(1 4+ 2ch(2r) — ch(47’))f*(7“) + ﬁsh(%)ig; (r) 4 -

T sh(2r)(2y/(2)g*(r) — (ch(2r) —2)£*(r))  sh(2r) 28)

Ebbdl elemi atalakitasokkal kapjuk az

df ) = —4v/2g%(r)
dr sh(2r)

dg* (r) = 4(g"(r) + V2f*(r)sh(r)*)
dr sh(2r)

+4f*(r)th(r)

Osszefiiggéseket. Az els6 egyenletbél kifejezve g*(r) fliggvényt és behelyettesitve

a masodik egyenletebe, elemi atalakitasok soran kapjuk az

df* B d2 f*
2ch(2r) ir (r) =sh(2r) 17 (r)
egyenletet, amelynek a megoldasa
* 1 2
f7(r) = g2 + 5 gich(r)™. (29)

2

Itt g1, g2 € R. Ennek megfelel6en

(g1 + 8g2 + gich(2r))sh(r)?
44/2 '
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Ennek megfeleléen a D matrix oszlopvektorai a kovetkezdk lesznek

dy = \/5(& sin(yp) — kg cos(p))sh(2r) + 1(g2 + %5110}1(7“)2) (31)

| S~

= ki cos(p) + kg sin(p) (32)

ds =

(k1 sin(p) — kg cos(p))(ch(2r) — 2)sh(2r) + (33)

N —

41 (g1 + 8g2 + gich(2r))sh(r)?

ES 4\/5 ’

ahol 1 az a vektor, amelynek minden eleme 1 és k;, ko, 1 vektorok linedrisan

fliggetlenek, mivel feltettiik, hogy D invertalhat6. Ennek megfeleléen a D
matrixot beszorozva balrél annak a matrixnak az inverzével, melynek oszlopai

[l, ko, ﬁ] kapjuk a H (g1, go,t, 7, ) matrixot, ezzel a tételt belattuk. O

A kovetkezékben numerikus vizsgdlat ald vetem a fenti tétel allitasat.
Megmutatom, hogy a differencidlegyenlet-rendszer numerikus megoldasanak
hibahataran beliill marad a Kkifejezés két oldalanak eltérése. A fenti
osszefliggésben elegendo a ¢y, g2 konstansokat két linearisan fiiggetlen vektor
elemeiként megvalasztani, hiszen azokbdél mar barmely mas konstansok is

eloallithatok; mivel konnyen ellenérizhetd, hogy

f(g1,92) + f(hi,he) = f(g1 + h1, g2 + ha)

teljestl minden g1, g2, h1,he € R paraméterre. fgy specidlisan tekintsiik a

1
H(0,1,t,7,¢) és H (1, —Z,t,r, gp) matrixokat.
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A tételben el6fordulé egyenlet kifejtve a kovetkezéképpen alakul.

D 4 (w2 — r0,1) 34
ch(QZ(u))dé(;L) . sh(zr&%))‘*dgiw g (17_2) (35)
V2 cos(ap(u))sh(Qr(u))j—Z(u) + sin(w(u))j—Z(u) -
coslplu)(chir(w) Z9h@ri)de ) . (ag)
V2 sin (i u0))sh(2r (1)) 1)+ cos(ip ) T ) +
Il (eher() = Db dey,) o, (ay)

A Maple programcsomag dsolve programjanak dverk78 mddszerével beallithatd
az abszolit és relativ hiba. Tekintsiikk az abszolut és a relativ hibat most
10~® nagysdginak. A kovetkezd tdbldzatban a fenti egyenletek numerikus
megolddsanak maximélis eltérését adjuk meg a [0, 2] intervallumon a kezdeti

értékekben felvettektol.
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t©0) | r© | © [ 30) | (34)hiba | (35)hiba | (36) hiba | (37) hiba
133 | 078 | 0.81 056 | 0510° | 0.510° 04107 | 054 10°
1.14 | 021 | 026 | -137 | 0710 | 0610° | 025107 | 0.4210°
0.5 097 | 067 | 0.14 [02510° | 0.12910° | 0.726 10°] 0.3 107

068 | -1.05 | 097 | -034 | 0210° | 0.1310° | 0.64107 | 0.4 10~
0.1 1.43 129 | -037 | 0410° | 0.1910° | 0.3810° | 0.810°
0.84 | -0.56 | 1.36 1.11 | 0210% | 0210° 0.810° | 0.2810°
062 | 0.96 0.3 -0.69 | 07107 | 0.41710” [0.261310° | 0.6 107
126 | 013 | 0.75 037 | 0310° | 0310° 02107 | 0210°
029 | 0.32 126 | 067 | 0110 | 0.110° | 0.1510° | 0.6 10
011 | -052 | 123 | -0.03 | 0.110° | 0.110° 0.110° | 0.1110°
128 | -031 | 067 | -058 | 0410° | 02610° | 0.16107 | 0.610°
0.14 | -0.82 14 052 | 0.110® [ 0210° | 0.1710° | 0.1910F
0.35 092 | 0.02 043 [ 042107 [0.217710° | 0.532107 0.1 107

124 | 079 | 0.69 125 | 0810° | 0.810° 05107 | 0.810°
015 | -1.17 | 149 | 014 [ 0.110° | 0.110° | 0.1510° | 0.310®
0.3 045 | 035 097 | 09107 | 0610° | 0.10510%] 0.28 10°
0.41 0.69 149 | -008 | 0.110® | 0.110° 0410° [0.1910°
0.7 0.2 1.41 148 | 0.110° | 0210° 0.610° | 04107
0.2 0.17 1.14 | -1.06 | 0.110° | 0.110° | 0.1210° | 0.4 10
036 | -084 | 131 | -1.08 | 0210° | 0.110® 0.310° | 0.1810°%

1. Tablazat: A megmarado mennyiségek numerikus hibdja

A téblazatbdl leolvashat6, hogy a maximalis hiba a [0,2] intervallumon
a hetedik sorban felirt (36) egyenlet hibdjanak kivételével minden érték a
hatéron beliil marad, és az eltérés ott is csak egy tizedesjeggyel tobb. Igy ennek

megfelelden a numerikus vizsgalat soran is igazolast nyert a tétel allitasa.

4.4 Néhany egyszeru kovetkezmény

dt d
A fenti (34), (35) egyenleteket d(:j)’ giu)

linedris egyenletrendszert kapjuk, hogy ezen fliggvények csak r(u)-tdl illetve a

fiiggvényekre megoldva, mint

kezdeti feltételekol fiiggenek és a kovetkezdképpen alakulnak

diw) 47 (1)
du ch(r(u))?

— f(0,1)th(r(u))” (38)

(39)



, dt(u 1
iy 110
U

< 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha 4 f (1, —1) < £(0,1)sh(r(u))?.
dt(u)

Ennek egy egyszeri kovetkezménye, hogy < 0 minden wu-ra, ha

u
1 dt 1
f (1, —1) < 0és f(0,1) >0, illetve d(u) > 0 minden u-ra, ha f (1, _Z) >

U =

0és f(0,1) < 0.

d
Masik érdekes megallapitas, hogy g

érték megvalasztasa esetén. Tekintsiik ugyanis a H matrix inverzét, aminek az

fliggvény korlatos minden kezdeti

elemei az alabbiak.

8 — 4ch(2r(u))
g1+ (g1 + 4g2)ch(2r(u))
(1)) (g1 + 892 + gich(2r(u)))th(r(u))
V2(g1 + (g1 + 4g2)ch(2r(w)))
(

(
(H)5 = sin(p(u))(g1 + 892 + gich(2r(u)))th(r(u))
V2(g1 + (g1 + 4g2)ch(2r(u)))

(H ") =

(H—1)12 B COS(QO

—1 . 8\/5
H Do = o T dgy)eh(ar(w)
(H )y = 2 cos(p(u))(g1 + 8g2 + gich(2r(u)))
27 (g1 + (g1 +4ga)ch(2r(u)))sh(2r(u))
(H)g — —2sin(p(u))(g1 + 892 + gich(2r(u)))
(91 + (91 +4g2)ch(2r(u)))sh(2r(u))

Ebbdl kovetkezik, hogy

dr(u .
") _ gy sinp(u) + e cos(pw) (10)
d
Azaz r{u) korlatos és () < |e1] + |e2| minden wu-ra.
du du
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A p(u) és r(u) fiiggvények kozott is felirhatunk egy Osszefliggést, ugyanis

(39) és (40) egyenletek miatt

dr c1sin(p) + ¢ cos(p)
do f(0,1)ch(2r) —4f (1, —i) '
22 Sh(2r)?

Azaz

V2(4f (1,-4) ch(2r(u)) = £(0,1))
sh(2r(u))

casin(p(u)) — ¢ cos(p(u)) = +m

minden u-ra a geodetikuson valamely m valdés konstanssal.

5 Konkluzido

Példat mutattam olyan normalt, idoszerii gorbére, mely térkoordinataiban
zart, illetve azon id6utazas torténik. A geodetikusok vizsgalata sordn a gorbét
alkoto fiiggvények paritdsara vonatkozoan mondtam ki tételt, bizonyos kezdeti
feltételek fenndllasa esetén illetve megmutattam, hogy mas kezdeti feltételek
esetén nem tudunk ennél tobbet allitani. A geodetikusok differencidlegyenlet-
rendszerének felirtam egy megoldasat, amelyen a részecske az univerzum
kozéppontja kortl korpalyan kering. Illetve olyan geodetikusra mutattam
példat numerikus eszkozokkel, amely jé kozelitéssel zartnak mondthaté
térkoordindtaiban, és idéutazast hajt végre a rajta haladd részecske. Ehhez
hasonlé gorbe eddig nem volt ismeretes.

Tovabba a dolgozatban targyaltam a Godel univerzum megmaradé meny-
nyiségeit, amelyek szarmaztathatdak a geodetikusok differencidlegyenlet-rend-
szerébol, és forditva. Ismert altalanos képlet a megmaradd mennyiségek kisza-

mitasara, ennek hasznédlata azonban nehézkes. Levezettem ezen mennyiségek
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egyenletét analitikus eszkozokkel, illetve numerikusan is alatamasztottam. Ezek
explicit képlete eddig szintén nem volt ismert. Sok egyéb kdvetkezménnyel is
szolgalhatnak, amelyeket a dolgozatban nem taglaltam. A Godel univerzum
egyik csodaja pontosan a benne rejlo, a mi vildgunkban paradoxnak tiiné je-
lenségek sokasaga, amelyek megértéséhez esetleg kozelebb vihet ez a dolgozat.
A geodetikusokra illetve az idéutazéasra kapott eredmények Gsszhangban van-

nak a [2]-ben és [3]-ban lefrtakkal.
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