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El0sz6

Koszonettel tartozom a TDK-dolgozat megirdsaban nyujtott 0sztonzé segitségért,
valamint a dolgozat atnézéséért Andai Attilanak.



Bevezetés

A kvantummechanika els6 axiémaja ' kimondja, hogy egy fizikai dllapotnak egyértel-
miien megfelel egy absztrakt Hilbert-tér projektor-haldjanak egy eleme, masodik axio-
maja pedig kimondja, hogy minden fizikai mennyiség megfeleltetheto egy ezen a projek-
tor-halén haté 6nadjungalt operatornak. Amennyiben meg akarjuk tudni, hogy a fizikai
térido egy adott matematikai modelljében egy elemi részecske milyen tulajdonsédgokkal
rendelkezik, abrazolnunk kell a térid6-modell szimmetriacsoportjat egy Hilbert-tér pro-
jektor-haldjan. Ezt az eljarast nevezziik projektiv abrazolasnak.

A TDK-dolgozatomban a téridé nemrelativisztikus modeljét vizsgalom, azaz a tér-
id6 invaridans a Galilei-transzformaciék alatt. Ezen matematikai model szimmetria-
csoportjat nevezziik Galilei-csoportnak. A TDK-dolgozatomban azokat az eseteket fo-
gom vizsgalni, amikor a téridé idodimenzidja egy, és a térdimenzidja pedig legalabb
négy.

A huszadik szazad eleje 6ta ismert tény, hogy a harom térdimenzids nemrela-
tivisztikus kvantummechanikdban minden elemi részecskét két paraméterrel jellemez-
hetiink, az egyik a részecske tomege, ami egy pozitiv valés szam, a masik pedig a
részecske spinje, ami egy félegész szam. Sokaig azt gondoltuk, hogy a két térdimenzios
eset a harom térdimenzios eset megszoritdsa kétdimenziés mozgasra, tehat minden
elemi részecskét csak a tomeg és a spin jellemez. Grigore 1996-ban megjelent cikkében
megadta a két térdimenzids Galilei-csoport irreducibilis projektiv abrazoldsait, amibol
kideriilt, hogy egy elemi részecskének van egy harmadik jellemz6 paramétere, egy sajat
bels6é méagneses fluxusa, amit azéta kisérletileg is igazoltak.

A négy és tobb térdimenzids eset azonban azota is nyitott kérdés maradt. Miutan
kideriilt, hogy a két és a harom térdimenzids eset alapjaiban kiilonbozik, egyaltalan
semmi garancia nincs arra nézve, hogy magasabb térdimenziok hasonld viselkedést
mutassanak, mint a harom térdimenziés eset. A TDK-dolgozatomban megmutatom,
hogy a harom és a magasabb térdimenzios esetek ugyanarra a végeredményre vezetnek,
viszont némileg eltéré modon.

A dolgozatomban tehat meg fogom adni a négy és tobb térdimenziés Galilei csoport
osszes folytonos irreducibilis projektiv abrazolasat. Ennek érdekében az 1. felyezetben
attekintiink néhany fontosabb, és a dolgozatomban hasznalt abrazoldselméleti fogalmat
és tételt [2], [4] és [5] alapjan. Ennek a fejezetnek egyik legfontosabb konklizidja az
lesz, hogy a csoport projektiv abrazolasai kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetok
a csoport Lie-algebrajan értelmezett tigynevezett kommutator-kociklusok gyenge ko-
homolégia-osztalyainak. Tovabbda, ha mar ismerjik a kommutator-kociklusok koho-
mologia-osztalyait, akkor a projektiv abrazolas megkaphaté a Galilei-csoport centralis
kib&vitésének unitér abrazolasaibol. Az unitér dbrazolasok pedig Mackey tétele értelmé-
ben mind megkaphatdak az inukalt abrazolasok modszerével.

LA Neumann-féle axima-renszert tekintjk



A 3. fejezetben [2] alapjan bemutatésra keriil maga az abrézolandé csoport, a nem-
relativisztikus térid6é szimmetria-csoportja.

A 4. fejezet a vizvalasztéo a harom eset, a két-, a hdrom-, illetve a magasabb
térdimenzios esetek kozott. Ebben a fejezetben keresem meg a kommutator-kociklusok
gyenge kohomologia-osztalyait, amik indexelik az irreducibilis projektiv abrazolasokat,
tehat indexelik a lehetséges elemi részecskéket is. Harom térdimenzi6 esetén [2] -ben
levezetésre keriil, hogy minden kohomoldgia-osztaly egyetlen p pozitiv valés szdmmmal
indexelhet6 és megmutathatd, hogy ez maga a tomeg. A spin pedig a csoport cetralis
kib6vitésének unitér dbrazdzolasa sordan jon ki. Két térdimenzié esetén [3] alapjén azon-
ban méar nem egy, hanem harom szammal indexelheték a kommutator-kociklusok, és
ezek lesznek a tomeg, egy sajat impulzusmomentum és egy belsé magneses fluxus.
Tehat két- és harom térdimenzié esetén a spin eredete is kiilonbozik. A négy és tobb
térdimenzos esetben eltéré szdmoldsi modszerrel kapok hasonlé végeredményt mint
hérom térdimenziéban, a kommutator-kociklusok gyenge kohomolégia-osztalyait egyel-
ten p paraméter indexeli. Kés6bb megmutatom, hogy ez maga a tomeg.

A 5. felyezetben el6szor elkészitem a Galilei csoport centralis kibévitését, majd
megadom ennek az Osszes irreducibilis abrazolasat az impulzustérben. Miutan kissé
meglepd mdédon a harom és a tobb térdimenzids esetben ugyanazt kaptam a kom-
mutator-kociklusok kohomoldgia-osztélyaira, igy ebben a fejezetben mar nem meglepo,
hogy a harom és a tobb térdimenzids esetben a kibévitett csoport unitér abrazolasai ha-
sonléak. Az eltértés a két eset kozott a forgascsoport abrazolasa, mig harom térdimenzié
esetén az SU(2) csoport dbrazolasaibdl szarmazik a spin, addig magasabb dimenziékban
az SO(n) fed6csoportjanak abrazolasaira lenne szitkség. A nulla-spinii abrézolas esetén
megadom a valds térbeli projektiv abrazolasait a Galilei-csoportoknak.

A 6. felyezetben az eredmények fizikai konkliziéit mutatom meg. Lényegében harom
kiemelked6en fontos fizika eredményt kapunk meg. Az elsé fontos eredmény az, hogy
a Galilei-csoport osszes irreducibilis folytonos projektiv dbrazolasat visszavezetjik egy
kompakt Lie-csoport, az SO(n) fed6csoportjanak unitér abrazoldsaira, ami minden n
esetén ismert. A feddcsoport trivilis abrazolasa esetén meg is adtuk a valds térbeli
abrazolasokat. Mésodik fontos eredmény az, hogy a négy és tobb térdimenziés nem-
relativisztikus kvantummechanikdban minden elemi részecske két paraméterrel jelle-
mezhetd, az egyik egy poztiv valés szdm, a tOmeg, a masik pedig az SO(n) fed6csoport-
janak abrazolasabdl adodoé kvantumszam. A harmadik fontos eredmény pedig az, hogy
csupan a kvantummechanika két axioméjat kihaszndlva a téridé szimmetridgjabdl le-
vezetjlik a Schrodinger-egyenletet, azaz hogy egy fizikai allapot idéfejlodéséért a teljes
energia felelOs.



1. Csoportok abrazolasa, projektiv abrazolas

1.1. Definicié. Legyen G egy csoport. Azt mondjuk, hogy v a G csoport abrazolasa
egy X halmazon, ha v: G — Sx csoporthomomorfizmus, ahol Sx jeloli az X halmaz
onmagara torténd bijektiv transzformécidinak csoportjat.

Legyen v abrazolasa a GG csoportnak az X halmazon. Ekkor
- az X halmazt a v dbrdzolds terének nevezziik;

- minden g € G esetén a y(s): X — X bijekciét az s csoportelem dbrdzold

operdtoranak nevezzik.

1.2. Definicié.

- Azt mondjuk, hogy v topologikus dabrdzoldsa a G csoportnak az X topologikus

téren, ha minden s € G esetén a y(s): X — X abréazol6 operator folytonos.

- Azt mondjuk, hogy V' linedris dbrazoldsa a G csoportnak az E vektortéren, ha

minden s € G esetén a V(s): E — E abrazol6 operétor linedris.

- Azt mondjuk, hogy V wunitér abrdzoldsa a G csoportnak a H Hilbert-téren, ha
‘H Hilbert-tér, és V olyan abrazolasa a G csoportnak a H halmazon, amelyre
minden s € G esetén V(s): H — H &brazold operétor linearis izometria. Ekkor

V(s) unitér.

1.3. Definicié. Legyen V; illetve V5, unitér abrazolasa a G csoportnak a H; illetve
‘H, Hilbet-téren. Ekkor

C(Vi; Vo) :=={u e L(H1;Hs) | Vs € G: Va(s)ou=uoVi(s)}

halmazt a V; és Vo dbrdzoldsokat 6sszekotd folytonos linedris operdtorok halmazdnak
nevezzik. Azt mondjuk, hogy a Vj és V5 unitér abrazolasok unitér ekvivalensek, ha

C(Vq; V) tartalmaz unitér operétort.

1.4. Definicié. Ha ~ abrazoldsa a G csoportnak az X halmazon, akkor egy H C X

halmazt y-invaridnsnak neveziink, ha minden s € G esetén v(s) (H) C H teljesiil.



1.5. Definicié. Legyen V unitér abrazolasa a GG csoportnak a H Hilbert-téren. Azt
mondjuk, hogy

- V algebrailag irreducibilis, ha H # {0} és C(V;V) = C - idy, vagyis csak azok
a H — H folytonos linedris operatorok kotik ossze V-t onmagaval, amelyek az

identikus operdtor szamszorosai;

-V geometriailag irreducibilis, ha H # {0} és minden F' C H zéart V-invarians
linedris altérre F' = {0} vagy F' = H teljesiil.

1.1. Tétel. AV unitér dbrazoldsa a G csoportnak a H Hilbert-téren, pontosan akkor

algebrailag vrreducibilis, ha geometriailag irreducibilis.

1.2. Tétel. Legyen H egy Hilbert-tér, és P(H) a H projekcidinak halmaza. Ekkor
a projekciok és a zdrt alterek kozott megadhato eqy o eqy-eqyértelmi megfeleltetés.
Minden P € P(H) esetén a: P+ RanP, és egy zdrt altérhez o' az erre az altérre

vetitd projekciot rendeli hozzd. A P(H) halmazon értelmezzik az A és a V miveletet a
kovetkezd képpen. Minden P, Q) € P(H) esetén

PAQ =a'Y(RanP N RanQ),
PVQ =a'(RanPU RanQ).

Az N és V mivelettel elldtva P(H) hdld lesz.

1.6. Definicié. Egy #H Hilbert-tér P(H) a H projektorainak halmazit az A és a V

miivelettel ellatotva a H Hilbert-tér projektorhaléjanak nevezziik.

1.7. Definicié. Legyen G csoport, és e az egységeleme. Legyen ‘H egy ketténél nagyobb
dimenzidés Hilbert tér, és jeldlje P(H) ennek projektorhaléjat. A G csoport projektiv
dbrdzoldsa egy A: G — Aut(P(H)) csoporthomomorfizmus, melyre minden g,h € G

esetén

AgOAh :Agh- (1].)

1.3. Tétel. (Wigner) Ha A € Aut(P(H)) és a H Hilbert-tér dimenzicja kettdnél

nagyobdb, akkor létezik eqy egységnyi abszolutértéku szorzo erejéig meghatdrozott U



unitér vagy antiunitér operdtor, ami A-t generdlja. Ha A a G csoport projektiv dbrdzo-
ldsa, akkor minden g € G csoportelemhez létezik eqy eqységnyi abszolutértéki szorzo

erejéig meghatdrozott U, unitér vagy antiunitér operdtor, melyre
Ay(P) =U,PU,! (1.2)

teljesil minden P € P(H) esetén. Ha G Osszefiiggé Lie-csoport, akkor minden U,

unitér operdtor.

Jelolje T az egységnyi abszolutértékli szamok halmazat.

Legyen A: G — Aut(P(H)) a G csoport egy projektiv dbrazolasa egy H Hilbert-
téren, és legyen U: G — Aut(H) az A abrazolast generdlé unitér vagy antiunitér
operator. Legyen U, := I, igy a csoportszorzéds (1.1) alapjan minden g, h € G esetén

UgUh :w(g, h)Ugh, (13)

ahol w: G x G — T. Ekkor (1.2) alapjan az asszociativitast felhaszndlva kapjuk az
alabbi relaciét minden f, g, h € G esetén.

w(e,e) = 1 (1.4)
w(g, h)w(gh, f) = w(h, flw(g, hf) (1.5)

1.8. Definicié. Legyen G csoport. Egy w: G x G — T fiiggvényt, ami rendelkezik
az (1.4) és az (1.5) tulajdonsdggal unitér kociklusnak neveziink. Két unitér kociklus w
és W' kohomoldg eqymdssal, ha létezik egy olyan 7 : G — T fiiggvény, melyre minden

g,h € G esetén
7(g)7(h)
7(gh)

Két unitér kociklus gyengén kohomoldg, ha w és W’ vagy w és w’ kohomolég, ahol a w

W'(g,h) = w(g, h)

jeloli az w szam komplex konjugéltjat.

1.4. Tétel. A G csoport unitér kociklusainak halmazdn a (gyenge) kohomoldgia ek-

vivalenciareldciot hatdroz meg.

1.9. Definicié. A G csoport unitér kociklusainak halmazan az egymassal (gyengén)
kohomolég unitér kociklusok ekvivalenvia-osztalyainak Osszességét (gyenge) kohomold-

gia-osztalynak hivjuk.



Megmutathat6, hogy ha G Lie-csoport, akkor minden unitér kociklus kohomolég
egy olyan w unitér kociklussal, amelyre w(g, g~*) = 1 teljesiil minden g € G esetén,
valamint w(g,h) = 1 ha g és h ugyanannak az egyparaméteres részcsoportnak az
egységelem egy alkalmas kornyezetébe esé elemei. Az ilyen unitér kociklust lokalisan
kanonikus unitér kociklusnak nevezziik.

1.10. Definicié. Az (U,w) part a G csoport H Hilbert-téren megvaldsitott sugdrdb-
rdzoldsdnak hivjuk, ha w a G unitér kociklusa, és U a csoporton értelmezett olyan
leképezés, mely minden g € G elemhez H egy U, unitér operdtorat rendeli ugy, hogy
U, = I és (1.3) teljesiilnek.

1.11. Definicié. Egy G csoport (U,w) sugdrabrazolasa hi, ha g # h esetén U, nem
szamszorosa Up-nak; irreducibilis, ha nincs nemtrividlis altér, amely minden Uj-re in-
varians. Az (U,w) és (U’',w') sugdrdbrazolds ekvivalens, ha létezik olyan V unitér vagy

antiunitér leképezés és 7: G — T 1gy, hogy a
VU, = 1(9)UV
Osszefliggés teljesiil, azaz kovetkezésképpen w és w’ gyengén kohomoldg.

1.12. Definicié. Egy G Lie-csoport (U, w) sugardbrazolasat folytonosnak nevezziik,
ha a w analitikus az egységelem egy kornyezetében, és a g — U, hozzérendelés erésen

folytonos.

Lattuk tehat, hogy egy sugardbrazolas egyértelmiien meghataroz egy projektiv
abrazolast, egy projetiv abrazolast viszont tobb sugardbrézoléds is adhat. Viszont két
sugarabrazolas akkor vezet ugyanarra a projektiv dbrézolasra, ha ekvivalensek, vagyis,
ha w és W’ gyengén kohomolég. A G csoport minden projektiv dbrézoldsa egyértelmiien
meghataroz egy 6t generald unitér dbrazolast és az ehhez tartozé unitér kociklusok egy
gyenge kohomoldgia-osztalyat, valamint minden unitér abrézolds és a hozza tartozo
unitér kociklusok egy gyenge kohomoldgiaosztalya egyértelmiien meghatarozza a G
csoport egy projektiv abrazolasat.

A kvantummechanikaban sziikség van egy adott csoport 0sszes gyengén irreducibilis
folytonos projektiv abrazolasara. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy w lokalisan
analitikus. Mivel a projektiv abrazolasok szempontjabdl csak az unitér kociklusok
gyenge kohomoldgiaosztalyai 1ényegesek, igy feltehetjiik, hogy w az egységelem kornyeze-
tében analitikus, lokalisan kanonikus unitér kociklus.



1.13. Definicié. Legyen G 0Osszefiiggd Lie-csoport g a Lie-algebraja, és |-, -] a kom-
mutdtor. Egy k: g x g — R bilinedris, antiszimmetrikus zart (k([a, b], c) + &([c, a], b) +
k([b,cl,a) = 0) fuggvényt a g Lie-algebra kommutdtor kociklusinak nevezzik. A k
és k' kommutator kociklus kohomoldg egymdssal, ha létezik olyan n : g — R linedris

fliggvény, amelyre minden a,b € g esetén
K'(a,b) = r(a,b) + n(la, b)).
Két kommutator kociklus gyengén kohomoldg, ha k és k' vagy —k és k' kohomoldg.

1.5. Tétel. Legyen G egy Lie-csoport, és jelolje g a csoport Lie algebrajat. Min-
den a € g elem esetén létezik eqgy € > 0 paraméter, és eqy ehhez eqy egyértelmiien
meghatdrozott p,: |—¢e,e[ — G folytonos leképezés, mely eqyparaméteres részcsoportot
hatdroz meg, és melyre p,(0) = a teljesil. A jelolések egqyszerisitése végett, alkalmasan

kicsit € R paraméter esetén a tovabbikban a p,(t) értékét a [ta] szimbdlummal jeloljik.

1.6. Tétel. Egy-egyértelmi. megfeleltetés létezik eqy G Lie-csoport lokdlis kociklu-
sainak (gyenge) kohomolgia-osztdlyai és a csoport g Lie-algebrdjinak kommutdator ko-

ciklusainak (gyenge) kohomoldgiaosztalyai kézott. A megfeleltetést a

k(a,b) = —ilim 12 log (w([ta] [tb], [—ta][—tb])w([ta], [tb])w([—ta], [—tb])> (1.6)

t—0 t

dsszefiiggés adja meg, ahol a,b € g és a t — [ta] a G-beli a irdnyi egyparamélteres

részcsoportot jeloli.

Tehat a G csoport minden projektiv abrazolasa egyértelmiien meghataroz egy 6t
generald unitér abrazolast és az ehhez tartozé kommutator kociklusok egy gyenge ko-
homolégia-osztalyat, valamint minden unitér abrazolas és a hozza tartozé kommutator
kociklusok egy gyenge kohomoldgiaosztalya egyértelmiien meghatarozza a G csoport
egy projektiv abrazolasat.

1.14. Definicié. Legyen G csoport, és w a G unitér kociklusa. Ekkor legyen GG, az a

csoport, melynek alaphalmaza G x T, és a csoportszorzas

(9, M) (h, ) == (gh, w(g, h)Ap). (1.7)



1.7. Tétel. Legyen (U,w) a G Lie-csoport sugardbrdzoldsa. Ekkor az
Ui = AU, (9, A) e GxT

formuldval meghatdrozott U¥ a G, csoport unitér abrazoldsat adja. Forditva, ha (g, ) —

Vign @ Gy csoport unitér dbrdzoldsa, amelyre igaz, hogy minden A € T elemre
Vor=A"1id (1.8)

teljesiil, akkor bevezetve az Uy := V1 jelolést az U : g — U, formuldval meghatdrozott

leképezéssel (U,w) a G csoport sugdrdbrdzoldsa. Tovabbd

Vg = AU, (1.9)
teljesil minden g € G és minden A\ € T esetén.
1.8. Tétel. Egy G csoport G univerzdlis fedécsoportjdnak folytonos projektiv dbrdzo-

ldsai kozott megtaldljuk a G csoport dsszes folytonos projektiv dbrdzoldsat.

Tehat elegendo a csoport helyett annak univerzalis fedécsoportjanak projektiv abra-
zolasait meghataroznunk, és kivalogatni a csoport projektiv dbrazolésait.

A 1.7 tétel értelmében pedig, amennyiben ismerjiik egy G csoport unitér kociklusait,
akkor G sugarabrazolasa visszavezethetd egy masik csoport unitér abrazolasara, ami
egy egyszeriibb feladat. Ennek elméletével foglalkozunk a kovetkezo fejezetben.

2. Unitér abrazolasok

2.1. Csoporthatas

2.1. Definicié. Legyen S); az M halmaz bijektiv transzforméaciéinak a csoportja és
G egy tetszOleges csoport. A G csoport hatdsa az M halmazon egy T': G — Syr; g — 1,

leképezés amely rendelkezik a

T.x = =z

TaTba: = Tab.’L'

tulajdonsdgokkal minden z € M és a,b € G elemre. A (G, M,T) hérmast transz-

formdciocsoportnak nevezziik.



2.2. Definicié. Legyen (G, M, T) transzforméciécsoport.

- Az M halmaz fizpontjainak halmaza az M% = {x € M | Tyx = z, ¥V g € G}

halmaz.

- Az xy € M pont stabilizdtora vagy az xo ponthoz tartozé kiscsoport a G, = {g €

G | Tyxo = xo} halmaz, melyrdl egyszertien beldathat6, hogy csoport.

- Az M halmazon értelmeziink egy ~ relaciét, v ~y & 3Jge G: z =Ty A ~

relacio ekvivalenciarelécid.

- Az M halmaz ekvivalenciaosztalyait hivjuk pdlydknak vagy orbitoknak. Minden
x € M pont egyetlen pélya eleme, melyre a G(z) = {T,z € M | g € G} jelolést

hasznéljuk.

- Egy transzfoméciocsoportot tranzitivnak hivunk, ha M egyetlen palyabol &ll.

2.3. Definicié. Egy (G, M,T) transzformécidcsoportot topologikus transzformdcid-
csoportnak neveziink, ha G topologikus csoport, M topologikus tér, T': G — Hom(M),
és a (g,z) — Tyx leképezés folytonos, ahol Hom(M) jeloli az M — M homeomorfiz-

musok halmazat.

A tovabbiakban a topologikus transzforméciocsoportok egy specialis osztalyara lesz
sziikségiink. Nevezetesen a tovabbiakban feltessziik, hogy mind a G topologikus cso-
port, mind az M topologikus tér lokalisan kompakt, teljesen metrizalhaté és eleget tesz
a masodik megszamlalhatésdgi axiéménak.

2.4. Definicié. Legyen (G, M, T) tranzitiv topologikus transzforméciécsoport, és zq €
M. Egy c: M — G figgvényt xg ponthoz tartozé Borel metszet-figguénynek neveziink,
ha

Tewyro = VeeM

és ¢ Borel-mérhet6 fiiggvény az M és G topologikus terek kozott

2.1. Tétel. Ha (G, M,T) tranzitiv topologikus csoport, akkor minden x € M ponthoz

létezik Borel metszetfigguény.
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2.2. Tétel. (Stone) Legyen G egy Lie-csoport és g a Lie-algebraja. Legyen [ta] a
G csoport eqy egyparaméteres részcsoportja, valamint U ennek eqy folytonos unitér
abrazolasa eqy H Hilbert-téren. Ekkor egyértelmien létezik eqy H € H onadjungdlt

operdtor ugy, hogy minden t € R esetén
Ut — eitH

teljesiil.

2.2. Féldirekt szorzat

2.5. Definicié. Legyen A és H csoport, és tovabba
t: H— Aut(A) h — ty,

csoporthomomorfizmus. A H és A csoport féldirekt szorzata a t leképezésre nézve a
G = H x4 A szimbélummal jelolt csoport, melynek elemei (h,a) parokbdl allnak, és a
csoportmiveletet a

(h,a)(h',a") = (bl aty(a))

Osszefiiggés adja meg. Ha A és H topologikus csoportok, és t € Hom(H, Aut(A)) olyan,
hogy
t'"HxA— A (h,a) — tp(a)
leképezés folytonos, akkor a H x; A féldirektszorzatot a szorzattopoldgiaval ellatva
topologikus féldirektszorzatnak nevezzik.
Ha A és H szepardlt, lokalisan kompakt, masodik megszamlalhatdsagi axiomanak
eleget tevé topologikus csoport, valamint A kommutativ, akkor specidlis lokdlisan kom-

pakt féldirekt szorzatrol beszéliink.

2.6. Definicié. Az A topologikus csoport folytonos unitér karaktereinek a halmaza a
A={f: A= T| ffolytonos homomorfizmus} (2.10)

halmaz.
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Az A halmaz a pontonkénti szozassal csoportta tehetd. Ezen a csoporton a kompakt
halmazon torténd uniform konvergencia topologiat ad meg, erre a topologidra nézve a
csoportmiveletek folytonosak, azaz A topologikus csoport.

2.3. Tétel. Az Rn, mint topologikus csoport izomorf R™ topologikus csoporttal, azon-
ban maivel nincs kozottik kitintetett bijekcio, ezért a P* = R” jelolést haszndljuk.

Tovabba, ha T jeloli az eqységnyi abszolutértékii komplex szamok csoportjdt, akkor
T=2, é7Z=T.

Legyen G = H X; A a H és A topologikus csoportok topologikus féldirekt szorzata.
Ekkor H hatédsa a A csoporton a

A

Q: H— Aut(Ad)  hQ

leképezés, melyet a R
Qna = aoty— VheHaeA

egyenl6ség definidl. Ekkor (H, A, Q) harmast a H x, A féldirekt szorzathoz rendelt
transzformdcidocsoportnak nevezzik.
2.3. Megengedett hatos

2.7. Definicié. Legyen Z egy lokalisan kompakt 75 topologikus tér. Jelolje Cy(Z, C)
a Z — C folytonos, kompakt tartdji figgvények terét. Egy u: Co(Z,C) — C fiiggvényt

Radon-mértéknek neveziink, ha
(1) linedris;
(ii) pozitiv, azaz minden f € Cy(Z,R), f > 0 fiiggvény esetén p(f) > 0;

(iii) Minden K C Z, K kompakt halmazra létezik olyan Cx € RT szdm gy, hogy
minden f € Cy(Z,C) esetén, ha Supp(f) C K, akkor |u(f)| < Ck - || f|l -

Ha f € Cy(Z,C) és  Radon-mérték, akkor pi(f) helyett gyakran [, f(p)du(p) alakot
irunk, ahol Supp(f) jeloli az f fiiggvény tartdjat.

2.8. Definicié. Legyen G = H x; A specialis lokalisan kompakt féldirekt szorzat. Az

(Z> My @, Ag, Cag s m)

rendszert megengedett hatosnak neveziink, ha
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(1) Z egy lokalisan kompakt H pélya az A csoportban,
(2) p nem nulla Radon-mérték a Z pélyan,

(3) ¢: H x Z — R{ olyan folytonos fiiggvény, hogy minden h € H és minden
f € Co(Z,C) esetén

[ et s @aut) = [ rQuydnty
teljestl,
(4) ap € Z pont a Z pélyan,
(5) cqy €gy ag ponthoz tartozé Borel metszet-fiiggvény,

(6) m a Gy, kiscsoportnak folytonos unitér dbrazoldsa egy K Hilbert téren.

Legyen X egy lokalisan kompakt, Th-tér, u pozitiv mérték X-en, K komplex Hilbert-
tér és jelolje |||/ a normat C-n. Ekkor

L2(X, 1, K) := {f X — K| fmérhet6 / 115 du(z) < +oo}
X

komplex linearis tér és a

I L2 — B f o 1] = \/ [ 11 dnto
X

félnormdval elldtva teljes prehilbert-tér C felett. Az £2(X, u, K)-hoz asszocialt Hilbert-
teret jeloljik L*(X, u, K)-val.

2.4. Tétel. Legyen H := L*(Z, 1, K). Ekkor a féldirekt szorzat folytonos unitér dbrd-

zolasa az adott hatos altal

U: (Hx; A)x H—H (hya, f) = Una)(f)

(U(h,a) (f)) (p) -
= p(a) V Sp(h_lvp)m(cao (G’O))m(cao (p)_l h Cag (Qh—lp)>m(cao (aﬂ))_lf(Qh—lp)

alaki, ahola € A, he H, fe H,pe Z C A.
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Specialisan, ha h = ey, akkor az dbrdzolo operdtor

(Ua(£)) () = pla) f(p)- (2.11)
Az abrazolds alakja sokat egqyszerisodik, ha p egy H-invaridns mérték a Z pdlydn,
ugyanis ekkor ¢(-,-) = 1; valamint, ha a cqy(ag) = ey is teljesil, akkor az dbrdzold
operdtor
(Unay (1)) (0) = p(@)m(Cag (0) ™" h Cag (Qn-1D)) F(Qn-11) (2.12)
lesz.

Tehat a megengedett hatos megtalalasaval meg tudjuk adni a csoport unitér abra-
zolasat. A kovetkezd néhény tétel ezen dbrazolasok ekvivalencidjaval foglalkozik.

2.5. Tétel. Legyen H x; A topologikus féldirekt szorzatnak (Zy, p1, 1, Cay, m1) €s
(Za, pi2, 92, Cay, Ma) két megengedett hatosa. Az ezek dltal generdlt abrdzoldsok akkor és

csak akkor unitér ekvivalensek, ha létezik olyan (g, V') pdr, mellyel
(i) g € H és ga; = as
(i) V: Ky — Ky olyan unitér operdtor, hogy
ma(ghg™") =V om(h)o V™!
teljesil minden h € H,, kiscsoportbeli elemre.

2.6. Tétel. Legyen H x; A topologikus féldirekt szorzatnak (Zy, 1, @1, Cay, 1) €gy
megengedett hatosa. Legyen
Z,l = {p S A ‘ pil € Z}7 b1 = pfla

Cp_y - Z,— H, Cp—1(p) = Cpy (p_l)'
Jeloljon p_q1 egy nemnulla, pozitiv, H-kvaziinvarians mértéket Z_,-en a kovezkezd tu-
lajdonsdgokkal: van hozzd ¢: H x Z_y — RT melyre hu_1 = o_1(h™',)u_y teljesiil
minden h € H esetén. Ekkor

(th H—1,¥Y—-1,P-1, Cp717 mfl)

a féldirekt szorzat megengedett hatosa, valamint, ha my és m_y dbrdzoldsok antiunitér
ekvivalensek, akkor a két megengedett hatos dltal generdlt dbrdzolasok is antiunitér

ekvivalensek.
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2.7. Tétel. (Mackey) Legyen H x; A topologikus féldirekt szorzat. Tegyiik fel, hogy
minden A-beli H -pdlya lokdlisan kompakt, és tegyiik fel, hogy létezik az A topologikus
térben olyan Borel-halmaz, amely az A/ H faktorhalmaznak teljes reprezentans rend-
szere. Bkkor a H x; A minden komplex, szepardbilis Hilbert-térbeli folytonos unitér ir-
reducibilis abrdazoldashoz létezik H x; A-nak olyan megengedett hatosa, mely dltal generdlt

Hilbert-térbeli abrdzolds az adott abrdzoldassal unitér ekvivalens.

2.4. Fourier-transzformacio

Legyen n € NT rogzitett, és minden p € R" esetén vezessiik be a
Xp: R" = C; z s e

fiiggvényt, ahol (-, -) jeloli az R™ feletti euklideszi skalaris szorzast. Legyen tovabba F
egy rogzitett komplex Hilbert-tér. Jelolje a Lebesgue-mértéket R™-en.
Ha f € LY(R",duy, F'), akkor minden p € R"-re fx,, [x_p € LYR",du,, F) és az

FfR' > F; pes (2m)78 | fxopdpn = (27)72 | f(z)e P2 dp, (2),
Rn Rn

FrRY—=F; p—=2m)7 2 | fxpdp, = (2m)72 | flx)e'PPdp,(z),
R?’L

Rn

fiiggvények folytonosak, végtelenben eltiindk, tovabba

IFflloe < Ml IFFl <11

fn,1

teljesiil, ahol ||-|| . a sup-normat az R™ — F korlatos fliggvények terén.

2.9. Definicié. Az Ff (illetve az Ff) fiiggvényt az f Fourier-transzformdltjdnak

(illetve konjugdlt Fourier-transzformdltjanak) nevezzik.
2.8. Tétel. Ha f € LY(R",du,, F) és g € LY(R", du,,C), akkor

[(Fg),(Fflg. [(Fg).(Ffg € f € LR, dpn, F),

tovabbd

[ 1Fodn = [ Fpodm. [ $Fodim = [ Fiadu



15

2.9. Tétel. (Fourier-féle inverzids tétel) Ha f € LY(R", du,, F) olyan fiiggvény, hogy
Ff e LY R du,, F), akkor Ff € LY(R"”, duy,, F) és

§=F(FH = FF
teljesil R™-en p,-majdnem mindendtitt.

2.10. Tétel. (Plancherel) Legyen F' eqy komplex Hilbert-tér. Egyértelmien léteznek
olyan

F,F: L*(R", dp,, F) — L*(R", dj,, F)

unitér operdtorok, amelyekre minden f: R™ — F kompakt tartoji végtelenszer diffe-
rencidlhatd fiigguény esetében F(f*) = (Ff)* ésF(f*) = (Ff)* teljesiil, ahol f* jeldli az
f fuggvénnyel p-majdnem mindenttt eqyenld figguények ekvivalencia-osztdalydt. Fkkor
az F unitér operdtort az L*(R", du,, F') Hilbert-tér feletti Fourier-transzformaciénak

nevezzuk.
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3. A csoport

A tovabbiakban egyetlen speciélis csoporttal, az n térdimenzids (n > 4) Galilei-
csoporttal foglalkozunk. A csoport, mint halmaz

G =S0(n) x RxR" x R",
és a szorzasi szabély pedig R, R’ € SO(n), 7,7 € R, v,v' € R" és u,u’ € R" esetén
(R,7,v,u)(R 7' v ,U)=(RR, 7+ 7 RV + v,Ru +u+1'v)

alaki, ami éppen a Galilei-transzforméciénak felel meg. A csoport egy (R, 7,v,u)
elemének az inverze

(R,7,v,u)™ = (R, —1,—R"'v, R} (tv — u))

lesz. A csoport féldirekt szorzat szerkezetii; legyen A = {(1,7,0,u)} C G és H =
{(R,0,v,0)} C G. Ekkor t: H — Aut(A) a H csoporthatdsa az A csoporton

t(R,o,v,o)(l, 7,0, u) = (1, 7,0, Ru + 7-v)

alaku lesz.
A csoport felirhaté az (n + 2) x (n + 2) matrix-csoport részcsoportjaként. Ugyanis,
ha R € SO(n), 7 € R, v € R" és u € R", akkor ezeket

R
0
0

o = <
— 3 g

modon matrixba rendezve, és ezt ellatva a szokdsos métrix-szorzassal éppen a Galilei-
csoporttal izomorf csopotot kapunk.

A Galilei-csoport topologikus csoport, hiszen topolégiat ad meg rajta az R* (k =
(g) + n + n+ 1) szokdsos topolégidja. Tovabba Lie-csoport is, hiszen a szorzés és az
inverz-képzés is differencialhato.
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4. A csoport kommutator kociklusai és unitér ko-

ciklusai

Az 1.6 tétel és kovetkezménye értelmében a csoport kommutéator-kociklusainak
gyenge kohomoldgia-osztdlyai indexelik a lehetséges elemi részecskéket. A fejezet elso
részében tehat megkeresem a kommutator-kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyait.
Ennek végeredménye az lesz, hogy minden gyenge kohomoldgia-osztalyt egyetlen pozitiv
valds p paraméter indexel, amirél kés6bb memutatjuk, hogy maga a tomeg. A szamolas
soran sokszor ki fogjuk haszndlni 1.13 definiciéban szereplé kommutator-kociklusok
héarom tulajdonsagat, a bilinearitast, az antiszimmetriat valamint a zartsagot. Ennek
segitségével meg fogjuk keresni azt a 1.13 definiciéban szerepld, gyenge kohomoldgiat
megado 7 fiiggvényt, ami minden kommutator-kociklushoz megadja azt a vele gyengén
kohomolég kommutator-kociklust, amit mar csupan a p paraméter jellemez

A fejezet masodik fele az unitér kociklusok megadasarol fog szolni. A 1.6 tétel
értelmében a kommutator-kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyai bijekciéban allnak
az unitér kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyaival. A kommutator kociklusok gyenge
kohomolégia-osztalyaibdl reprezentans elemnek az imént megkeresett, egyetlen p para-
méterrel indexelheté kommutator-kociklust valasztjuk. Ehhez fogunk megadni egy re-
prezentanst az unitér kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyaibol. Erre azért van sziik-
ség, mert a 1.7 tétel értelmében a Galilei-csoport sugarabrazolasai megkaphatdk a cso-
port centralis kibdvitésének unitér dbrazolasaibdl. A kibovitett csoport megadasdhoz
pedig sziikség van az unitér kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyainak ismeretére.

4.1. A kommutator kociklusok

4.1. Tétel. Azn térdimenzios Galilei-csoport kohomoldgia-osztalyai egyetlen paramé-

terrel indexelhetok n > 4 esetén.

Bizonyitds. Legyen k a csoport egy tetszéleges kommutator kociklusa. Meg fogunk
adni egy k' kommutator kociklusat a csoportnak, amely gyengén kohomolég a x kom-
mutator kociklussal, valamint «'(B;, D;) (1 < i < n) kivételével az Gsszes tobbi helyen
felvett értéke nulla. Tovabba meg fogjuk mutatni, hogy <'(B;, D;) = p (u € RY) az i
indextdl fiiggetleniil. A gyenge kohomoldgiat megado linedris fiiggvényt jelolje 7, azaz
’%('7 ) = "i('v ) + n(['v ])

Legyen A;; az SO(n) azon infinitezimadlis generatora, azaz
(Aij)gy = Oind1 — djx0u l<ijs<n l<kli<n+2

ahol d;; a Kronecker-szimbélum. Szdmunkra azok az A;; métrixok szamitanak, ahol
1 <1i < j < n, de a szamitasok egyszertibb alakban val6 felirhatésdga érdekében
értelmeztiik ellenkezd esetben is A;; = —Aj; Osszefliggéssel.
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Az eltolasok infinitezimalis generdtora legyen B;, a két koordinatarendszer kozotti
attérés infinitezimalis generatorat jelolje D;, valamint az id6fejlédés infinitezimalis
generatora legyen F', vagyis

(Bi)y = OikOint2 1<e<n,
(Di)yy = Oiklint1 1<i<n,
(F)kl = 5k,n+15l,n+2-

Ekkor egyszerii szamoléassal igazolhatok a kovetkezé kommutéacios reléacidk

[DzuF] = Bi7

és az 0Osszes tobbi kommutdator nulla. Ezek kozil most belatunk egyet, a tobbi hasonld
modon megy.

([Aij7 Bt])kl = (5ik5js - 5jk5is) ((Sts(;l,n—l-Q) - <5tk53,n+2) (51'553'[ - 5js(51l> =

0hat#it#7,
= 0ik0jt01n+2 — 0jk0it01n+2 — OtkOint2051 + 04020y = (Bj)w ha t =1,
(_Bz’)kl ha t :] .

Vagyis i és j is legfeljebb n lehet, igy az utolsé két tag nullat ad. Tehat a kommutator
akkor nem lesz csak nulla, ha ¢t =i vagy t = j. Mivel A;; = —Aj;, igy elég csak at = j
esetet vizsgalni, ez pedig éppen a fenti kommutator-relaciot adja vissza.

A fent definidlt matrixok bazisat képezik a Lie-algebranak, igy elég csak ezek kom-
mutator kociklusanak kohomolégia-osztélyait vizsgalni.

El6szor vizsgaljuk SO(n) kommutétor kociklusait. Ha az 4, j, k és [ indexek mind
kiilonbozoek, akkor

K (Aija Ap) = K ([Aw, Akj] , Aw) = —K ([Akja Aw], Air) — £ ([Ar, Air] ’A’fj) -
= K (Aji, Air) — £ (A, Aj)

masfelol viszont

K (Aija Akl) =K ([Az‘l, Alj] ,Akl) = —K ([Am Akl] ,Ail) — R ([Ak;l, Ail] 7Alj) =
=K (—Aim —Ajl) — R (—Akj, —Au) = —K (Ajla Az’k) — KR (Alia Akj) .

A két egyenletet Osszeadva azt kapjuk, hogy
R (Az'jy Akl) =0,
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ha az Osszes index kiilonbozik. Viszont ekkor [A;;, Ay] = 0, és mivel 1 (0) = 0, igy a
r-val kohomoldg k'-re is teljesiik a x (A;;, Ag) = 0.
Definialjuk n értékeit az 0sszes A-ra. Legyen

n(Ai;) = —k(Aiir, Aiv1,) 1<i<n-2, i+1<y;
n(Aiir1) = —k(Airrive, Aiito) 1<i<n—-1;
n(An—l,n) = _K(An,la An—l,l)-

Ezzel az 0sszes A métrixon definidltuk 7-t. Ezzel a definiciéval elértiik, hogy
K (Ai,iJrla A/L'+17j) = O, ha 1 <i<n-—-2 ési1+1< j,
K (Aif1ie1, Aiige) =0, hal<i<n-—1
H,(An,la An—l,l) =0.

Vizsgaljuk meg r’ értékeit a tobbi A matrix-paron. Mar lattuk, hogy ha a matrixoknak
nincs egyez6 indexiik, akkor a kommutator kociklusuk nullaval egyenlo. Tovabbi egyszerti-
sito feltevéseket tehetiink.

- Felteheto, hogy a két egyezo index az elso valtozd masodik, illetve a masodik
véltozé elsé indexe, ugyanis ellenben A;; = —Aj; cserével ilyen alakra hozhato.
Vizsgalando tehat &' (A;;, Ajk).

- Felteheto tovabba, hogy k < 4, ugyanis ellenkez6 esetben
R (A, Aji) = K (Ajiy Arj) = =6 (Aij, Aji) -
- Megallapithatjuk tovabba, hogy ¢ # k, ugyanis ebben az esetben az antiszimme-
tria miatt lesz &' (A;;, Ai;) = 0.
Ezekkel az egyszertisito feltételekkel az alabbi eseteket kell megvizsgélnunk.

1. Ha j = i+ 1, igy k > ¢ + 1 ekkor éppen a mar fent leirt egyenletet kapjuk,
miszerint

K (A, Aivag) = 6 (A Aig) + 1 (Aig) = 0.
2. Haj#i+1ésk>i+1,akkor

K (Aigs Ajr) = £ (Aig, Aj) + 0 ([Aigs Aje]) = 65 ([Aiivns Airagls Aje) + 0 (Ai) =
= —K ([Az'—i-l,ja Ai,i—i—l] 7Ai,i+1> - K([Aj,m Ai,i—i—l]u Ai—i—l,j) +n (Azk) =
N——

0
= —R (Aiy1h, Aiip1) — K (Aiigr, Aipar) = 0.

3. Haj#i+1és k=141, akkor
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e j # i+ 2 esetén

K (Aij, Ajiv1) = =k (Aig, Aiprg) — 0 ([Ais Aig]) =
= —k ([Aiiv2, Aivajl Airry) + n1(Aiip) =
= k(0, Aira) + K([Aivay, Aiv1], Avire) — 8 (Aigrire, Aiig2) =0,

e j =1+ 2 esetén

K (Aiigo, Aigrive) = K (Aiive, Aigrive) + 1([Aiive, Aigit2]) =

/

-~

—Ajit2

= K (Ajite, Aiv1ir2) + K (Ais1ite, Aiire) = 0.

Tehat n > 4 esetén az SO(n) minden kommutator kociklusa az azonosan nulla
fiiggvénnyel kohomolog.

Vizsgéljuk az E Euklideszi csoport kommutator kociklusainak kohomolégia-osz-
talyait. Két megfigyeléssel kezdjiik.

1. Mivel [B;, B;] = 0, {gy

K (Bi, B;) = K ([Aw, B B;) = —K/([Br, B;] Aw) — K/ ([B;, Awx) Bi) = 0.
0 0

2. Amennyiben ¢, j és k indexek kiilonbozéek, akkor az [ indexet ezektol kiillonbozonek

valasztva
k' (Aij, Br) = £ ([Au, Aij] Bi) = —K'([Br, Au] Aij) = —+'([A1j, B] Au) =0
T ho,—/
adddik.
Ezek utan definidljuk n értékét minden B-re
N (Bit1) =k(Aiit1,B;) 1<i<n—1;
U(Bl) = KJ(AHJ, Bn)

fgy mar csak azt kell megvizsgalni, amikor B indexe egyezik A valamelyik indexével.
Feltehet6, hogy ez A els6 indexe, k' (A;;, B;). Az alabbi eseteket kell vizsgalnunk.

e Legyen j =1+ 1. Ekkor

K (Aiiv1, Bi) = 6 (Aij, Bi) + 1 ([Aiiv1, Bi]) = £ (A, Bi) + 1 (Biy1) =
=k (Aij, Bi) + 1 ([Aiis1, Bi]) — £ (Agj, Bi) + 1 ([Aiira, Bi]) = 0.
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e Legyen j # i+ 1, ekkor

K'(Aij, Bi) = & (A, Bi) +n ([Aij, Bi]) = £ ([Aijo1, Aj1], Bi) +n(=Bj) =
= —k([Bi, Aij1], Aj15) — k([Aj-14, Bil, Aij—1) + 0 ([Aj-14, Bj-a]) =

= =K (Bj-1, Aj15) + 0 ([Aj-15, Bjal) = K (Aj15, Bj-1) = 0
adddik, ahol az utolso egyenloségben az el6z6 pont eredményét hasznaltuk fel.

Tehét E minden kommutétor kociklusa a nulldval kohomoldg.
A fent leirtak igazak maradnak akkor is, ha a B matrixok helyébe a D matrixokat
helyettesitjiik be, hiszen ugyanigy kommutalnak egymassal és az A matrixokkal is.

Vizsgaljuk az F matrixszal vett kommutator kociklusokat.
- Az antisszimetria miatt &' (F, F') = 0.

- Az s indexet az i és j indexektdl kiillonbozének vélasztva
K (Aij, F) = £ ([Ais; Ayi] F) = =r" ([Ag;, F] Ais) — 6 ([F, Ais] Agj) = 0.

- Tovébbd &' (Bi, F) = # ([Ayy, B;] F) = ' ([B;, F] Ay;) — # ([F, Ay)] B;) = 0.
- Végil k' (D, F) = ' ([Aiy, Dj) F) = = ([D;, F] Ayj) — r' ([F, Ayy] D;) = 0.

Tehat mar csak a ' kommutator kociklus B és D matrixokon felvett értékeit kell
vizsgdlni. Mivel x antiszimmetrikus, igy elég &' (B;, D;) értékét vizsgalni.

e Ha i # j, akkor a k indexet ezektdl kiillonbozonek valasztva
k' (Bj, Dj) = v ([Aik, Bi] Dj) = =" ([D;, Ax] Be) — K" ([Br, Dj] Aix) = 0.

e Ha k # i, akkor
k' (Bi, D;) = &' ([Ai, Bx] D;) = —r' ([D;, Ai] Br)—+' ([Bi, Di] Air,) = &' (By, Dy -

Legyen tehéat &' (B;, D;) := u, minden 1 < i < n esetén, ahol p € R. Megmu-
tatjuk, hogy erre a paraméterre mindig sziikség lesz. Ehhez az kell, hogy akarhogyan is
irjuk fel B;-t és D;-t kommutatorként, a kommutator-kociklusok zartsdgat kihasznélva
azonossagot kapunk. Tehat harom lehetdség van.

1. Kihaszélva a [A;;, Bj| = B; relaciot
K (Bi, Di) = k' ([Aij, Bj], Di) = =K' ([Di, Ay], By) =" ([Bj, Di] , Aij) = =" (Dj, Bj) .

iy i

2. Kihaszédlva a [D;, F] = B, relaciét
li, (BZ, Dz) = KJ/ ([DZ, F] ,Dz) = —Ii, ([DZ, Dz] ,F)—Iﬂll ([F, Dl] y Dz) = —Ii, (—Bz, Dl) .
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3. Kihasznélva a [A;;, D;] = D; relaciot

K (Bi, Di) = K" (B, [Aij, Dj]) = £ ([Dj, Aij], B;) =
= =" ([Ayj, Bi] . D;) — &' ([Bi, Ds], Aij) = =" (=B;, D;) .

Tehat mind a harom lehet0ség azonossagra vezetett, igy az n térdimenzids Galilei-
csoport kommutéator-kociklusainak kohomoldgiaosztédlyai egyetlen 1 € R indexel jelle-
mezhetdek, a gyenge kohomoldgiaosztalyok (amelyekre a kés6bbiekben sziikségiink

lesz) pedig egyetlen 1 € RT indexszel.
U

4.2. Unitér kociklusok

4.2. Tétel. Azn térdimenzids Galilei csoport kommutdtor kociklusainak pi-vel indezelt

kohomologiaosztilyathoz tartozo unitér kociklus
w'u' ((R7 T? V; u); (Rly 7—/7 V/, u’)) = e%(<U,RVI>7<V,Ru/>+TI<V,RV/>). (413)

Bizonyitds. A fenti definiciéval megadott fliggvény akkor lesz unitér kociklus, ha
(1.4) és (1.5) alapjan minden g, h, f € G esetén teljesiilnek a

wule,e) = 1,

w#(g7 h)w,u(gh'7 f) = w,u(h7 f)wﬂ(g7 hf)
relaciok, ahol e a G csoport egységeleme. Ezek egyszerii helyettesitéssel ellendrizhetok.
Az (1.4) egyenletbe helyettesitéssel w,((1,0,0,0),(1,0,0,0)) = = 0=0+0) = 1 adédik.
Legyen
(Ra T,V, LI),
(R, 7', v' u'),
f — (R/I 7_// v// u//)

SIS
I

ekkor

gh = (RR,7+7,v+Rv,u+ Ru +171'v),
hf _ (R/RH, 4 T”,V/ + R/VH, W+ R'u + T//V/).
Ekkor az (1.5) egyenléség jobb oldala
W;L(gv h)wu(gha f) =
— e%"((u,Rv’)7(v,Ru’)+T/(v,RV’>+(Ru/+u+T’V,RR’v”)7<Rv/+v,RR/u”)+‘r”(Rv’+v,RR’v”)) —

6%‘L((u,Rv’)—<V7Ru’)—|—7"<V,RV’>-|—(u’,R’v”>—i—(u,RR’v")—&—‘r’(V7RR’V”)—<V’7R’u”>—<v,RR’u”> .

'67_//(V/7R/V//>+TH(V,RR’V”>)
)
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és bal oldala

wlh, flwu(g, hf) =

e%uf((u/7R/v//>_(V/7R/u//)+7_//<V/7RIV//)+<u7R(R/v//+V/)>_<V7R R,u//+u,+7—,lvl))+(’r’+7—)<V,R(R/VH+V/)>)

( -
— e%"((u/,Rv”)—<v/,Ru”>+T” (v, Rv")+{u,RR'v"")+(u,Rv')—(v,RR'u")—(v,Ru')—7" (v,Rv')+7/(v,RR'v")
.6%(+T’<V,RV/>)+T”<V,RR/V">+T"<V,RV/>) ]

A kettot Osszevetve azonossagot kapunk. Tehat a (4.13) Osszefliggéssel definiélt leképe-
zés val6ban kommutétor kociklus, ami lokalisan analitikus is. Tehat az (1.6) egyenlet
alapjan, ha minden a,b € g esetén (ahol g jeloli a G csoport Lie-algebréjét)

(a.b) = —ilim (} log (cw([fal [#8], [—tal [ 6] [1al, [b] o, (| —ta), [—tb}))),

akkor k£ kommutator kociklust hataroz meg, igy % antiszimmetrikus lesz. Ezek az egy-
paraméteres részcsoportok pedig a matrixos felirasban az alabbiak.

cost —sint

(tA;;] = (tD;] = ¢

sint cost

1 1 t
1 1

Ahol az indexeknek megfeleld sorokban és oszlopokban &ll cost, sint és t, a féaltéban
a jelolt elemeken kiviil csupa 1 all, és a nem jelolt elemek pedig mind nullak. Mivel
K antiszimmetrikus, igy elég csak az (A;j, D), (Aij, Br), (Aij, F), (D;, B;), (D;, F)
és (B;, I) parokon felvett értékeit vizsgalni, és ezekrdl bizonyitani, hogy egyeznek az
imént kiszdmolt x értékeivel.

Elészor is vegytik észre, hogy w,([ta], [tb]) = 1 kivéve, ha (a,b) = (D;, B;); ebben
az esetben pedig w,([tD;], [tB;]) = w,([—tDi], [—tBi]) = e~ 51, Tovabba [ta][th] és
[—ta][—tb] ugyanolyan alaki csoportelem, ezért wy,([ta][tb], [—ta][—tb]) akkor lesz 1-t6l
kiilonb6z6, ha [ta)[tb]-ben van v # 0 és u # 0 vagy van v # 0 és 7 # 0.
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Azonban [tA;;|[tDg] -ban u = 0 és 7 = 0, [tA;;][tBgl-ban v = 0, [tA;;|[tF]-ban

v = 0 és [tB;][tF]-ban is v = 0. Ezekben az esetekben tehat
. . . |
H(Aij, Dk) = IQ(AZ‘]', Bk> = KJ(AU, F) = —1 11f1—1>% t_2 lOgl = 0.

Vizsgéljuk (D;, F') esetét. A métrixok szorzasat elvégezve

t2

0

0 0 0
0 0 0
. ~ S S TP —2u ..t
. Ly ' _ (= —tY) i
adodik, és igy R(D;, F) i 1138 ik 5 1138 w 0.
Tehat mar csak (D;, B;)-t kell vizsgélni. Ekkor
0 0 0
t —t
0 0 0
Tehat, ha i # j akkor w,([tD;|[tB;], [-tD;|[-tB;]) = 1, ezért £(D;, B;) = 0. Azonban,
ha ¢ = j, akkor
W(tD[tB)), [tD,)[~tB;]) = e*CPH) =1,
WD), [tB]) =

—ip g2
5t

w([=tDy],[-tB;]) = e :

és ez alapjan

L 12 Ting2

; i L log o 1,
/i(Dini):—lemsloge 2 e 2 :_th_(_lﬂt):—,u

—0 t t—0 12

Azaz minden a,b € g-re kK(a,b) = K'(a,b) tehdt a (4.13) Osszefiiggéssel definidlt w,

valéban az n térdimenzios Galilei csoporthoz tartozé unitér kociklus.

O



25

5. Az n térdimenzidés Galilei-csoport projektiv abra-

zolasai

5.1. A csoport

A 3. felyezetben bemutatasra keriilt a négy és tobb térdimenzidos Galilei-csoport
szerkezete. Ennek projektiv abrazolasahoz viszont 1.7 tétel értelmében egy masik cso-
port, az 1.14 definiciéban megadott G*" kibdévitett csoport unitér &dbrazolasait kell
megadni. Ehhez sziikséges az eredeti Galilei-csoport unitér kociklusainak ismerete,
amely (4.13) szerint

wu (R, 7, v,u), (R, 7, v, u)) = ¢ % ((WRY) = (v,Ru') 47/ {v,RV"))

alaku.
Igy 1.14 definicié alapjan a kibovitett csoport

G'={(R,7,v,u,() | R€ SO(n), Tt € R,v,ueR" (€T},
valamint a csoportszorzas a (1.7) definicids egyenldség alapjan

(R, 7, v,u,Q) (R, 7, v/,u, () =
=(RR, 7+ 7 ,RV +v,Rd +u+7v,((w, (R, T,v,u), (R, 7,V 1u))).

5.2. A kibovitett csoport szerkezete

Legyen
A ={(1,7,0,u,{) e G* | T e R,ue R",( € T}

a tér- és idobeli eltolascsoport, ami egy Abel-részcsoport. A tovabbiakban ennek egy
altalanos elemét jelolje (1,7,0,u,() = (7,1, (). Legyen tovabba

H* ={(R,0,v,0,1) e G* | R€ SO(n),v € R}.

Ennek a csoportnak egy dltalanos elemét a tovdbbiakban jelolje (R, v, 1). Ekkor tetsz6-
leges G*-beli elem egyértelmiien felbonthatoé egy A*-beli és egy HH-beli elem szorzatara

(ru Ce B0 (Rov, 1) = (R,7,v,u,0) (5.14)

modon. Tovabba a H* csoportnak van egy természetes hatdsa az A* csoporton.

t: H* — Aut A
(R,V,l) = t(R,v,l)

trvy (T,0,() = (T, Ru+Tv,ge—i%(2<vvRu>+T<v7v>)>
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Rovid szamolassal meggy6zodhetiink arrdl, hogy ez a hatas kompatibilis a G* cso-
port szorzasaval. Tetszéleges (R, 7,v,u), (R, 7/,v/,u’) € G* esetén

(R, 7,v,u,C) (R, 7',V u’,C’) =
= (T u,(e‘i%(“’v>) (R,v,1) (7’ o, (e ia Y )(R’ v/ 1) =
= (r,u,¢e7 V) (7, Ru/ + 'v, (e~ 2 (WO R VY)Y (RR! RV + v, 1) =

= (RR,7+7,Rv +v,Ru + u+7"v,
(e ((mv)+u’, v>+2<v,Ru’>)ez‘%(<Ru’+u+r’v,Rv’+v>—0+0>) =

=(RR,7+7 RV +v,Rd +u+7v,(C(w, (R,7,v,u,(), (R, 7 Vv, d (),

ahol az els6 egyenloségnél a két GH-beli elemet felbontottuk A* és H* csoportbeli
elem szorzatara, a masodik egyenldségnél pedig vettiik a szorzat masodik tényezdjének
hatasat a harmadik tényezore és alkalmaztuk a csoportszorzas szabdlyait. Eredményiil
pedig pont a fent definialt szorzasi szabalyt kaptuk meg, azaz a csoporthatas jol
definialt. Ezzel a definicioval elértiik azt, hogy a G* csoport féldirekt szorzat szerkezetii
legyen.

5.3. Az A" csoport karakterei

Vizsgéljuk A" karaktereit, ezek (2.10) egyenlet szerint a Ar = {A# — T} folytonos
csoporthomomorfizmusok halmaza. Ekkor, mint topologikus csoportok A# = PxP" xZ.
Igy az A" csoport egy altaldnos eleme (pg, p, k) € A* alakban irhaté, mely a

(po, P, k) (1,1, () = ¢Feilrorimp))

folytonos csoporthomomorfizmust reprezentilja.
Keressiik meg H* adjungalt hatasat az A" csoporton, vagyis azt a

Q: H" — Aut A"

fiiggvényt, melyre minden h € H* és a € A* esetén
Qra :=aoty-1.
Mivel (R, v, 1)_1 = (R7Y,—R'v,1), ezért ha a € A*, akkor
th-1(a) = tg-1,-r-1v) (1, 0,() =
_ <77 Rlu—7Rv, Ce—z‘g(2<—R*1V,R*1u)+T<R*1V,R*1v>)) 7
és igy
(9o, P, k) (7_7 R'u—7Rlv, Ce—i%(2<—R*1V,R*1u>+T<R*1v,R*1v>)) _

_ <k 1Ek(=2(v,u)+7(v, v))ei<Tpo+<R71u—TR’1v,p>)

)
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ami alapjan

1
Q(R,V,I) (p07 P, k) = (pO - <V7 Rp> - Ekﬂ <V7 V> 7Rp + k,uv> k) .

5.4. Palyak és stabilzatorok An csoporton

A Ar csoporton értelmezett

0: A —» R (po, P, k) — (P, P) + 2kupo

fliggvény invaridns lesz a Q) csoporthatdsra, hiszen a h = (R, v, 1) elemmel transz-
formalva

0(Qn(po, P, k) = (Rp + kpv, Rp + kuv) + 2kp (po — (v, Rp) — 3k (v, v)) =
= (BRp, Rp) + 2k (v, Rp) + k*® (v, v) + 2kupo — 2kp (v, Rp) — K*pi (v, v) =
= (p, p) + 2kupo = 0(po, p, k)
adodik, ahol kihasznaltuk, hogy R unitér. Tehat a

Zp = {(po, P, k) | (P, P) + 2kpupy = p}

halmaz invaridns a H* csoporthatdséra nézve, ha k € Z\ {0} és p € R vagy han =0
és p € RY. A Z,, egy dltaldnos pontja ((2nu)~' (p — (p,p)),p,n). A k # 0 esetban
Zy.p; valamint p # 0 esetén Z , pélya lesz. Azonban Zj o nem lesz pélya, viszont ennek
minden pontja fix marad H" alatt.

Vegyiink egy reprezentans elemet az egyik palyarol

Ap,p = ((2ku)_1 0,0, k) )

Az ezen ponthoz tartozé Borel metszet-fiiggvény k # 0 esetén

Car, ((2kp)™ (0= (p.P)) . P, k) = (L, (kp) ' p, 1) € H",

ugyanis
1,(kp)™ (<2k/1’ - P, 0 k) =

= ((2kp) " p— ((kp) "' p, 1- 0> ku<(/~w) p, (k)" p), 10+ kp(kp) ' p,k) =
= (((2kp)~ (p = (p, >)>P> k)) .

Az ay , pontbeli stabilizator, k£ # 0 esetén éppen a forgascsoport, mivel
_ _ 1
Qs (250 0.8 = 2k = b v.v) v, ).

ami csak v = 0 esetén hagyja helyben a ((Qk,u)_1 p,0,k) pontot.
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5.5. A mérték
Rogzitett k # 0 esetén a

g Pr— Zk,ﬂ
p — ((2kp)~" (p— (p.p)) P, k)
leképezés egy homeomorfizmus, tehat a palya lokalisan kompakt, valamint a py, pa, ..., pn

komponenseket tekinthetjiik koordinataknak a Zj , palyan.
A dp Lebesgue-mérték egy H* invaridns mérték lesz a Zj , péalydn, hiszen ez in-
varians a forgatasokra
Qro,1) (Po, P, 1) = (po, Bp, k) ,

valamint az eltolasokra

1
Qu (1) = (10— (v.0) = b v v) o+ v ).

5.6. Sugarabrazolasra vezeto palyak kivalasztasa

Ha U a G* csoport Zj, , palyajdhoz tartozé irreducibilis 4brézolas, akkor U hat a Zj, ,
-bél egy adott véges dimenziés K Hilbert-térre képzé fiiggvények H = L2 (P, K, dp)
Hilbert-terén. Viszont (1.8) alapjan G*-nek csak azon unitér dbrézoldsai hatarozzak
meg G sugdrdbrizoldsait, amelyekre U 0,0,¢) = (' -id, {gy nem minden Zj , palydhoz
tartozé U unitér abrazolas lesz jo. Altalanos esetben egy a € A és f € H esetén (2.11)
alapjan

(Uaf) (o, P, k) = ((po, P, k) a) - f (po, P, k),

azaz az eltolashoz rendelt unitér operator egy fazisfaktorral torténd szorzés operatora.
Mivel (0,0,¢) := (1,0,0,0,() € A*, és

(po, P, k) (0,0,¢) = ¢*e® = (¥,

igy csak k = —1 esetén kapjuk meg G* unitér reprezentacigjabdl G sugarabrazolasat.

5.7. Az abrazolas

Azonositsuk a megengedett hatos elemeit. Mindegyik megengedett hatos egy p € R
és egy p € R szdmmal indexelhetd. Rogzitett p € R és p € R esetén a megengedett
hatos elemei a kovetkezd alakuak.

1. A H* palya At-n: Z_1p= {(—i (p—(p,P)), P, —1)} ={(p)}.

2. Minden pélyan a H* invaridans mérték a Lebesgue-mérték dp.
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3. Mivel invarians a mérték, o = 1.
4. A reprezentdns pont a Z_; , palydn a_; , = (—ﬁp, 0, —1).

5. Az ezen ponthoz tartozé Borel metszet-fliggvény ¢ <(—i (p—(p,P)),p, —1)) =

2p
(1,—§p, 1) =

6. A kiscsoport minden esetben G,_, , = {(R,0,1)} = SO(n)*, és ennck folytonos
unitér abrézolasa a K Hilbert-téren legyen m : R — m(R) minden R € SO(n)*
esetén.

Ekkor (2.12) alapjén, ha a g € G*, és g = ah, ahol a € A* h € H*, akkor a g € G
elemhez rendelt unitér opetator U, € Lin(H) hatédsa

(Uyf) (p) Zg(g)m(C(p) c(Qun-1p)) £ (

~
2

\

3.

minden f € H és p € Z_;, esetén.

Legyen g = (R,7,v,u,(), ekkor (5.14) alapjdn a = (7’, u, Qe_i%<“"’>) és h =
(R,v,1), tehdt h~! = (R} —R v, 1). Ezek alapjan az U kifejezésében szerepld
tényezok az alabbiak

1. A H* adjungalt hatasanak kifejezése alapjan
f (Q(R—l,—R—lv,l) (p)) =f (Rflp — (—Rilv)) =f (Ril (p + Iuv)) .

-1
2. Felhasznalva, hogy ¢ (p) ™ = (1, —%p, 1) = (1, l%p, 1) € H" és,hogy ¢ (Qp-1p) =
c(R (p+pv)) = <1, — R (p A+ pv), 1) € H*, igy

n(
-
- ((n-

és R € SO(n)*

p.1) (Rv. ) (L—R ™ (p+pv).1)) =
R,v+1p, 1) (1,—1}2—1 (p+uv),1)> _

(p+pv) +v+1p,1)) = (R.0,1)) =m (R).

I \KZI)—‘

tl*—‘

3. Felhaszndlva A" hatdsat az A* csoporton

(=5 (0= (0.B)) P, 1) (ryu, GeiEv)) = (et G pplsp)
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Tegyiik fel, hogy 1étezik egy olyan S halmaz, hogy minden s € S esetén m® egy
folytonos, irreducibilis unitér abrazoldsa a kiscsoportnak, és s; # so esetén m** és m*™
nem ekvivalnesek. Ekkor

iTp

(Uit ) 0) = (ce®) 7 lomin) e o) e () 1 (R b+ ).

Ezek utan attérhetiink az eredeti G Galilei-csoport sugarabrazolasaira. Wigner
tétele szerint a projektiv dbrazolast generdl6 unitér vagy antiunitér operator csak egy
egységnyi abszolutértéki fazisfaktor erejéig meghatarozott, igy az e faktor elhagy-
hatd. Tehat (1.9) alapjan a sugarabrazolas operédtora

(Vi) () = (P8 TEO) s (R) f (R (b4 o), (5.15)
valamint a csoportszorzés (1.3) Osszefiiggéssel 6sszhangban VA*VES = w (g1, g2) Vi, -
nek adodik minden gy, g2 € G esetén.

5.8. Abrazolasok ekvivalenciaja

A 1.11 definicié értelmében az eredeti Galilei-csoport unitér kociklusainak csak
gyenge kohomologiaosztalyai adnak nem ekvivalens projektiv abrazolast, igy a p index
pozitiv kell, hogy legyen. A 2.7 tétel értelmében a kib6vitett csoport minden unitér
abrazolasahoz létezik olyan megengedett hatos, amely 0t generalja. Mivel megadtuk az
Osszes megengedett hatos altal generat unitér dbrazolast, igy megtalaltuk a kibovitett
csoport Osszes unitér abrazolasat. A 2.5 tétel érlemében két megengedett hatos altal
generdlt abrazolas akkor unitér ekvivalens, ha egyrészt a reprezentdans pontok (ay,,)
egyazon palya elemei, mésrészt a kiscsoport abrazolasai unitér ekvivalensek. Tehat
(5.15) Osszefiiggéssel megadott

Vll«lyml éS V,U«Q,mQ

operatorok akkor és csak akkor vezetnek ekvivalens projektiv dbrazolasra, ha p; = ps
és az my és mo kiscsoport-abrazolasok unitér ekvivalensek.

5.9. Abrazold operatorok a valdés térben

Az (5.15) abréazolé operator az L*(P", dp, K) Hilbert-tér egy unitér operdtora. Mivel
P™ = R™ mint topologikus csoport, és az izomorfizmus a Fourier-transzformacio, igy az
dbrézolé operator megadhatd, mint az L?(R", dx, K) Hilbert-tér unitér operatora, ahol
dx jeloli az R™ halmazon a Lebesgue-mértéket. Tehat, ha F jeloli a 2.9 definiciéval
megadott Fourier-transzforméciot, akkor minden (R,7,v,u) € G, u € R, és s €
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S esetén, ha V" € Lin (L*(P",dp, K)) az 5.15 oOsszefiiggéssel megadott unitér

R,1,v,
operator, akkor a
I4yS _ 14,8 —1
W(R,T,v,u) - ‘F‘/(R,T,v,u)‘/_-‘
definiciéval megadott operator az (R,7,v,u) € G csoportelemet az L?*(R", dx,K)
Hilbert-téren abrazol6 unitér operator lesz.

A Fourier-transzformacio elvégzése érdekében bevezetiink néhany operatort. Legyen
Lo, My, Kr € Lin(L*(P",dp,K)) a kovetkezd, minden f € L*(P",dp,K), p,b € P,
R € SO(n) és ¢ € C(P",T) esetén

(Luf)(P) = f(p—h)
(Myf)(p) = ¢(p)- f(p),
(Krf)(p) = f(R'p).

A tovabbiakban a Fourier-transzformacié egyszertibb elvégzése érdekében, egy speci-

alis esettel foglalkozunk, amikor a kiscsoport abrazolasa a K Hilbert-téren a trivialis

(nulla spinil) abrézolds, azaz minden R € SO(n) esetén m: R — id.
Az (5.15) egyenletben szerepld operdtort a kovetkezé alakra tudjuk hozni.

(‘/v(l;%,T,v,u)f) (p) =
i(%(v,v)—%(u,v))eii (R=Y(p+uv),R™ 1 (p+uv)) ei<R*1u7R*1(p+MV)>

e TR ) f(R (p + puv))

=€

Ezek alapjan legyen

(Mg, f) () = €'%PP f(p),
(Mg, f)(p) = {FwP) f(p),

(
(Mo f)(p) = {2 p(p),
és ekkor az (5.15) egyenletben szereplé operétor a

V'u ) = 04M¢3M¢2M¢1L,HR71VKR

(R,mv,u

alakot Olti. A valés térbeli abrazold operdtor pedig

W rvm) = O g’-"Mfi]-"_lA}"Mfi}"‘ifoi]-"_lA}"L_Mijv}"_lj}"KR]-"_l

R,T,v,u

z5 z4 z3 z9 Z1

lesz. Ki fogjuk szdmolni az Gsszes operator Fourier-transzforméltjat. Eloszor a zs,
z3 6s z4 operatorok meghatdrozasat végezziik el. Legyen f € C{°(R", K) tetszéleges
fiiggvény, ekkor minden u € P" és x € R" esetén

F(p— e™P) f(p)) = Lu(Ff)
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hiszen
(u,p) 1 —i{u,p) i(px)
F(prr e"™P f(p))(x) = o/, f(p)e "R e"PXdp =
n/z f(p)e"P* Wdp = (F[)(x —u)
Rﬂ/
amibdl az

wf(x) = e RV fx),
nf(x) = f(x+71R V),
uf(x) = f(x—R'u)

egyenloségek kovetkeznek. Mivel a folytonos, kompakt tartéju fiiggvények stirtin van-
nak az L?(R", dx, K) fiiggvénytéren, tehdt ezek az egyenl6ségek igazak lesznek az egész
L*(R", dx, K) téren.
Helyettesitéses integrallal megmutathatd, hogy FKpF 1 = | det R| K (R+)-1, amibdl,
mivel R € SO(n) unitér, a
21 = K R

egyenlet adddik.

Parcidlis integraldasokkal megmutathatd, hogy ha q(p1,...,pn) = D> ¢pi"...po»
egy tetszbleges polinom, akkor FM, F~1 = > ¢;(—idy)™ ... (—id,)*, ahol §; jeldli a
p; valtozo szerinti differencidlast. Ez alapjan

i A
25 =€ ‘2

ahol A jeloli a Laplace-operatort.
A valés térbeli dbrazolé operéator ezek alapjan

Wiroo) = e 1, (5.16)
(Whomwaf)(x) = e (ER0=3000) £(R1(x — ), (5.17)

5.10. Kapcsolat a Schrodinger-egyenlettel

A 2.2 tétel alapjan minden egyparaméteres részcsoport folytonos unitér abrazolasahoz
egyértelmiien létezik egy onadjungalt operator, ami az dbrazolast generédlja. Az (5.16)
egyenlet alapjan az idéfejlédés infinitezimalis generatora

-1

H=—
21
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Legyen f € L*(R",dx, K) analitikus fliggvény, és b € R™ tetszéleges pont. Jelolje
e; az 1-dik bazisvektort az R" szokasos bézisabdl. Ekkor az e; iranyu egyparaméteres
részcsoport a te; alaki pontokbdl all alkalmasan kicsi ¢ € R esetén. Ekkor

> 9% f(b = O
o+ tey) = 30 AT ( k_]!tk) F(b) = ¢ f(b),

k=0 k=1

tehat, ha P; jeloli az e; irdnyu eltoldsok infinitezimalis generdtorat, akkor

Az idé6fejlodés infinitezimalis generatorat osszehasonlitva az eltolasok infinitezimalis
generatoraval, a

egyenloség adodik. Mivel az eltolasok infinitezimalis generatora az impulzus, igy azt
kaptuk eredményiil, hogy az idéfejlodés infinitezimalis generatora a teljes kinetikus
energia. Ebbdl az Gsszefliggéshbdl latjuk, hogy a p paraméter valéban a tomeg.
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6. ésszefoglalés

Az el6z6 fejezetben a négy és tobb térdimenzids Galilei-csoport Osszes folytonos,
irreducibilis projektiv abrazolasat sikertilt visszavezetniink egy kompakt Lie-csoport,
az SO(n) unitér dbrazolasaira. Ez egy sokkal egyszer(ibb feladat, és minden n értékekre
jol ismert.

Ennek az eredménynek abban van nagy jelentosége, hogy megadja egy négy és
tobb térdimenzids kvantumos vildgban egy elemi részecskét milyen paraméterekkel
tudunk jellemezni. Az egyik ilyen paraméter a tomeg, ami egy pozitiv valds szam.
A tomeg tehat a kommutator-kociklusok gyenge kohomoldgia-osztalyainak jellemzo6
paramértere. A mésik jellemzé paraméter pedig az SO(n) univerzalis fed6csoportjanak
véges dimenzids unitér abrazolasabol szarmazik. Ezt n = 3 esetén spinnek nevezziik,
nagyobb n értékekre mar bonyolultabb a megadasa, de ismert minden n értékre. Tehat
a ’spin’ eredete a forgascsoport fel6csoportjanak abrazolasa.

Ezzel a dolgozattal teljessé véalt a Galilei csoportok projektiv reprezentaciéjanak
elmélete, minden legalabb két térdimenzids Galilei csoport 6sszes folytonos, irreducibilis
projektiv dbrazoldsa ismert. Ezen dolgozat, valamint [1] alapjan az abrazolé operator
hérom és tobb dimenziéban hasonl6 szerkezetii, minden (R, 7,v,u) € SO(n) x RxR" x
R" (n > 3) és f € L*(R",dx, K) tetszdleges fliggvény esetén, ha SO(n) fedScsoportjat
trividlis médon dbrazoljuk egy KC Hilbert-téren, akkor az abrazol6 operator

i o —ig-A
Wiroe = € 7

(W(%,O,V,u)f) (ZE) = 67iu(<v,x>7%<wu>)f(R_l(X — u))

lesz. A két térdimenzios Galilei-csoport esetén az abrazold operator bonyolultabb szer-
kezeti, ugyanis mar a kommutator kociklusok kohomoldgia-osztédlyai sem egy, hanem
hérom szammal indexelhetdk, részletesen a [3] foglalkozik ezzel.

Tehat ezaltal ismertté valt a tetszoleges véges térdimenziéval rendelkezé nemrel-
ativisztikus kvantumos vilagban a Galilei-transzformaciokat leiré operatorok alakja,
és ezekbdl tovabbi kovetkeztetéseket vonhatunk le, példaul a Schrodinger-egyenletre
vonatkozoan.

A dolgozat utolsé fejezetében megmutattam, hogy csupan a kvantummechanika
két alapveto axiémajat felhasznalva elkészitve a téridé-model abrazolasat, akkor an-
nak kozvetlen kévetkezménye a Schrodinger-egyenlet, azaz hogy az idoéfejlédés in-
finitezimalis generatora a teljes energia.
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7. Kitekintés

Kitekintésként két iranyt tudok megfogalmazni, az egyik a Galilei-csoportok abra-
zolasaval kapcsolatos, a masik irany pedig ennek az abrazolaselméleti modszernek az
alkalmazasa mas csoportokon.

A dolgozatom végén, amikor megadtam a valds térbeli operdtorokat az addigi
altalanos esetrdl attértem egy specidlis esetre, amikor az SO(n) fed6csoportjéat trivialis
modon abrazolom. Egy fejlodési lehetoség az, hogy a feddesoport tetszéleges abrazolasa
esetén megadjuk az operatorokat, és ebben az esetben kideriil, hogy magasabb di-
menziékban mi a ’spin’. Ehhez azonban sziikséges az SO(n) feddcsoportjdnak Osszes
véges dimenzids unitér abrazolasanak ismerete. Egy masik fejlodési lehetdség, hogy a
csoport-szimmetriakhoz hozzavesziink tovabbi belso szimmetriakat. Jelentek meg olyan
cikkek, amik ezen bels6é szimmetriak alapjan levezetik a Maxwell-egyenleteket.

A bemutatott és a Galilei-csoporton alkalmazott mddszer nagy erdssége, hogy ele-
gendd hozza a téridé szimmetria-csoportjanak ismerete, és ez alapjan messzemeno
fizikai kovetkeztetéseket lehet levonni. A nemrelativisztikus esetben ugyan a Schrodin-
ger-egyenletet sokféle analdgia alapjan le lehet vezetni, azonban relativisztikus esetben
mar sokkal nehezebb a feladat, a Lorentz- és a Poincaré-csoport projektiv dbrézoldsa
nélkiil nehezen juthatunk barmilyen eredményre. Azonban amennyiben megadjuk a
projektiv abrazolasokat, kovetkeztetéseket vonhatunk le az elemi részecskékrol. Példaul
kideriil, hogy a relativisztikus és a nemrelativisztikus tomeg méshol jelenik meg a
szamitasokban, mig a Galilei-csoport esetén a kommutator kociklusok kohomoldgia-
osztalyait indexeli a tomeg, addig a Poincaré-csoport esetén a palydkat. Valamint a
Poincaré-csoport abrazoldsabdl az is kideriil, hogy egy nemnulla tomegi részecskét a
tomege és a spinje jellemez, viszont vannak nulla tomegl részecskék, amiket a he-
licitasuk jellemez.

A médszer mindig alkalmazhatd, ha ismert a térid6-model szimmetria-csoportja. Ez
akar lehet egy gorbiilt sokaség is, ha kivancsiak vagyunk az adott téridén é16 kvantumos
elemi részecskék tulajdonsagaira, valamint a szimmetriat megado6 operatorokra, csupan
meg kell keresni az unitér kociklusokat, a kibovitett csoportot valamit azzak az unitér
abrazolasait.
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