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* Reprezentacioelmélet a kvantummechanikaban
* GOmbfelszin téridomodellje

» Abrazolasok meghatarozasa
* (Kitekintes)

A Tétel-lel megjelolt allitasok sajat evedmenyet.




Kvantummechanika — Kvantum logika

* Neumann-féle axiomarendszer
* Fizikai esemény — komplex Hilbert-tér zart linearis altere
*EVF := Span(EUF)
*EAF:=ENF

cEl:= {x e H|Vy e H : (x,y) =0}

Zart

lineéris @ Projektor

altér

* (P(H),V,A,-1) projektorhalo (ortomodularis o-halo)




Terido és kvantummechanika

e Téridd modell: differencialhato + Szimmetriacsoport: G
sokasag + szimmetriacsoport Vg, hEG
AgAh —_ Agh

A:G - Aut(P(H))

A G csoport projektiv
abrazolasa.

Szimmetria-

transzformacio




Terido és kvantummechanika

Fizikai megfontolasok
e

Reprezentacioelmelet
—

Szimmetria- Kvantum-

csoport mechanika

Gyengen
irreducibilis, Elemi
folytonos részecskék

abrazolasok




Gombfelszin térido-modellje
e Tér: S, = {x € R3|||x]||, = 1} > Tér-transzlaciok: SO(3)

* [d6: R »1do-transzlaciok: (R, +)
e Térido: R X S, > Attérés forgé rendszerbe: Lie(SO(3))

* Forgd rendszerbe valo attérések kompozicidja?
e exp(tw; X-)exp(tw, X-) = exp(t(@; + @&,) X-) + 0BG (1) l

* Infinitezimalis” forgatasok .
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Gombfelszin térido-modellje

* R3 = Lie(SO0(3)) : @ » & x-
*j:SO3)XxR3>->R3? (R,w)~- grw =Rw
* SO(3) x5 R?
(Ry, @1) - (Ry, @3) = (R1R,, Wy + R1w3)
* Tovabbi egyszerusites: az 1doeltolasok trivialisan csatolodnak
» Acsoport: (SO(3) x5 R%) X R




(SO(3) x5 R?) x R csoport abrazolasai

» Tétel: Az (SO(3) X5 R*) X R gyengén irreducibilis folytonos
projektiv abrazolasal azonosithatok a folytonos irreducibilis unitér
abrazolasaival:

Ag(P) = UgPUg‘l.
e Irreducibilis unitér abrazolasok:

* (SO(3) X, R3) X R folytonos irreducibilis unitér abrazolasait
megfeleltethetjuk olyan (m, U) paroknak, melyekre m € R, és U az
SO(3) X5 R3 csoport egy folytonos irreducibilis unitér Abrazolasa.

. Abrazolo operatorok:
U:(SO3) X RI) XRXW > W
(A) T, l/)) = U(A,'[)l/) = elmTUAl/J.




SO(3) x5 R* csoport unitér abrazolasai

* Mackey-féle indukalt abrazolasok modszere

X} 'Ll,, 9{0) C 0’ V
Lokalisan

kompakt g-palya Gy, Tolyt. irred.
R3-ban unitér abrazolasa

g-1nvarians

€ X _beli
itk Xeen X X - SO(3), x,-beli

Borel-metszet: Vx € X:

VR Y ey, (x) (x0) = x
Generalt abrazolas:

U:(S0(3) x4 R®) x L2(X, u, W) » L2(X,u, W),  (R,&,¢) » Ugraz¥,
(U(R,Z)’)l/))(x) = eiZ)’-x -V (Cxo (x)_lRCxO (R_lx)) l/)(R_lx)




SO(3) x4 R® csoport unitér abrazolasai

. Palyék (r € R*):

X" :={x € R°|||x]|; =1}
Y :={0 € R3}

* 1, normalt Lebesgue-mérték a gombfelszinen
e x4 == (0,0,7)

2
X X1X>
/x3 + —2 —
1+X3 1+X3
* C)%O (X) — X1X2 xi
—~ 3+
1+X3




SO(3) x5 R* csoport unitér abrazolasai

* Stabilizatorok ¢s abrazolasuk:

e x| stabilizatora: SO(2) = T. T abrazolasai egy n € Z szammal

indexelhetdk:
(": TxC-C,
(9,2) » {4z =q"z

* x5 = (0,0,0) stabilizatora a teljes SO(3). SO(3) 4brazolasai
o€ %N szammal indexelhetdk (D?), és C2°*1 téren valosulnak
meg.




(SO(3) x5 R?) x R csoport abrazolasai

Tétel: Az (SO(3) X; R3) x R csoport folytonos irreducibilis unitér dbrazolasai a kovetkezok:

« X" palyahoz tartozo abrazolasokat (m,r,n) € R X R* X Z szdmharmassal indexelhetjik. Az
abrazolo operatorok

itz ((S0(3) xg R?) X R) X L2(S3, 4, €) = L2(S3, 4, ©),

(R; 5: T, lp) = Ugg}:gﬁ)ﬁb»

(Ulkainyw) () = emmei@ . ¢ (cf, ()~ Re, (R™2) ) (R ™).
* Y palyahoz tartozo6 abrazolasokat (m, o) € R X %N szamparral indexelhetjiik. Az abrazolo
operatorok
U™+ ((S0(3) x4 R?) X R) x €27+ - €27+1,

(R;r;L ?1 T, l/)) = UZZ:%,T) l/J;
’ o—— mt o
U(R,Z)),T)lp = e * DR lp.




Lie-algebra X palyahoz tartozo linearis abrazolasa
Tétel: (m,r,n) € R X R* X Z szdmharmashoz tartozo linearis

abrazolas infinitezimalis generdtorai:

* Idofejleszté operator: H™ = m.

* Forgo rendszerbe valo attérés infinitezimalis generatorai
KIp(x) = reap(x), 1 € 12(S,, 1, C).
* Térbeli transzlacio infinitezimalis generatorai

1

S0 = (nyp e — 7 XV U@
1

Y0 = (nyy — 7 XMz Y

STY() = (n =2 (x x V)3) Y. ‘




Kitekintes

« M differencialhat6 sokasag, g metrikus tenzormezd, p € M.

« AT(M,p) : p-ben értelmezett antiszimmetrikus 1-1 tenzorok.
Ap = AL(M,p) @ T,(M)

[(51,0),(52,0). p = (5182 — 5251, 0)
[(S,0), (0, P)], = (0,SP)
[(O, Pl)' (01 PZ):p = (R(Pli Pz), O)

* Feltétel:
[R(PLPZ):S]p = R(SP,, P1) — R(SPy, P;)
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Valasz a Biralo kérdeseire

 Letezik-e a Mackey-féle konstrukcio olyan verzioja mellyel végtelen
dimenzios Lie algebrdk centralis kiterjesztései is targyalhatok? (Pl.

Viasoro algebrak (Diff(S1)))

Nincs ilyen
Mackey-féle
konstrukcid

Lokalisan kompakt csoportok Lie-csoportok
Mackey

Véges dimenzids Végtelen dimenzios




« Mi lehet a kapcsolat a [5] 6.20- 6.21 egyenletek, és a jelen
konstrukcioban kiszamolt S, S3', S3 operatorok altal meghatarozott
operatoralgebra kozt?

- SO(3)/S0(2) = S,

* [2] 3.39 egyenletben megjelenik szintén magneses tulajdonsagokkal
Osszefliggésbe hozhato tag. A magneses tulajdonsag a tér dimenziojaval
hozhatd kapcsolatba.




Gombfelszin térido-modellje
e Tér: S, = {x € R3|||x||, =1} »Tér-transzlaciok: SO(3)

e [d6: R »1do-transzlaciok: (R, +)
e Téridé: R X S, > Attérés forgo rendszerbe: Lie(SO(3))

R € SO(3): (t,x) » (t,Rx)
TeR: (t,x)» (t+71,x)
w € Lie(SO(3)): (t, x) = (£, exp(tw)x) |
* Két forgo rendszerbe valo attéres: wq, w, € Lie(SO(3))
(t,x) » (t,exp(tw;)exp(tw,)x) = (t,exp(tw)x) s
t—->0:w=w;+ w,y
exp(twq)exp(tw,) # exp(t(w, + wy)) /

Ellentmondas!



Gombfelszin térido-modellje

* R3 = Lie(S0(3)) : @ » @ x-
* (R, w) € SO(3) x R3 hatésa a téridd (t,x) € R X S, pontjan

. (t,x) » (t,exp(tw X-)Rx)

e exp(tw, X-)exp(tw, X-) = exp(t(w; + @,) X-) + 0@ (¢)
. Rexp(tw X-) = exp(t(Rw) X-)R

* (R, w1), (R,, w,) € SO(3) x R3 hatasa

. (t,x) » (t,exp(tw, X-)Riexp(tw, X-)R,x) =

. = (t, exp(t(w; + R{w,) x-)R1R2(1 + 0@ (1) )x)

* Infinitezimalis” forgatasokra:
(R1,@1) - (R, @2) = (R1Ry, (W1 + RW,))




Projektiv abrazolasok

* Projektiv abrazoldsokat visszavezetjiik unitér dbrazolasokra

* Wigner-tétel: A : G — Aut(P(H)) projektiv abrazolas,
dim(H) + 2, ekkor Vg € G esetén 1ényegében egyértelmiien 1étezik
U, unitér vagy antiunitér operator:

( csoport eqgy

_ -1
Ag (P) = UgP Ug unitér kociklusa
*Vg,heG:
Uy,Up = w(g, W)Uy

w(g,h) €ET.

w(e,e) =1

w(h, f) w(g, hf) = w(g, w(gh,f) Vg, hf€EG ‘







(SO(3) x5 R?) x R csoport abrazolasai

» Tétel: Az (SO(3) X5 R?) X R csoport minden kommutator-kociklusa
az azonosan 0 fiiggvénnyel kohomolog.

* Irreducibilis unitér abrazolasok:

* (S0(3) X4 R3) x R folytonos irreducibilis unitér 4brazolasait
megfeleltethetjiik olyan (m, U) paroknak, melyekre m € R, és U az
SO(3) X; R3 csoport egy folytonos irreducibilis unitér abrazolasa.

* Abrazolé operatorok:
U:(SO) Xz R3) XRXW - W

(A1, ) » Uapp = e™ Uy '




