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• Reprezentációelmélet a kvantummechanikában

• Gömbfelszín téridőmodellje

• Ábrázolások meghatározása

• (Kitekintés)

A Tétel-lel megjelölt állítások saját eredmények.



Kvantummechanika – Kvantum logika

• Neumann-féle axiómarendszer

• Fizikai esemény – komplex Hilbert-tér zárt lineáris altere

• 𝐸 ∨ 𝐹 ∶= Span(𝐸 ∪ 𝐹)

• 𝐸 ∧ 𝐹 ∶= 𝐸 ∩ 𝐹

• 𝐸⊥ ∶= {𝑥 ∈ ℋ| ∀𝑦 ∈ ℋ ∶ 𝑥, 𝑦 = 0}

Zárt 

lineáris 

altér

Projektor⟺

• (𝒫 ℋ ,∨,∧,⋅⊥) projektorháló (ortomoduláris 𝜎-háló)



Téridő és kvantummechanika

Téridő Téridő

Szimmetria-

transzformáció

• Téridő modell: differenciálható 
sokaság + szimmetriacsoport

𝒫(ℋ) 𝒫(ℋ)

𝑔

𝐴𝑔

• Szimmetriacsoport: 𝐺
∀ 𝑔, ℎ ∈ 𝐺
𝐴𝑔𝐴ℎ = 𝐴𝑔ℎ

𝐴 ∶ 𝐺 → Aut(𝒫(ℋ))

A 𝐺 csoport projektív 
ábrázolása.



Téridő és kvantummechanika

Téridő
Szimmetria-

csoport

Kvantum-

mechanika

Fizikai megfontolások Reprezentációelmélet

Gyengén 

irreducibilis,

folytonos

ábrázolások

Elemi 

részecskék⟺



Gömbfelszín téridő-modellje
• Tér: 𝑆2 = 𝑥 ∈ ℝ3 | 𝑥 |2 = 1}

• Idő: ℝ

• Téridő: ℝ× 𝑆2

• Forgó rendszerbe való áttérések kompozíciója?

• exp 𝑡𝜔1 ×⋅ exp 𝑡𝜔2 ×⋅ = exp 𝑡 𝜔1 +𝜔2 ×⋅ + 𝒪(2)(𝑡)

• „Infinitezimális” forgatások

➢Tér-transzlációk: SO(3)

➢Idő-transzlációk: (ℝ, +)

➢Áttérés forgó rendszerbe: Lie(SO(3))



Gömbfelszín téridő-modellje

• ℝ3 ≅ Lie SO 3 ∶ 𝜔 ↦ 𝜔 ×⋅

• 𝑞 ∶ SO 3 × ℝ3 → ℝ3, 𝑅, 𝜔 → 𝑞𝑅𝜔 = 𝑅𝜔

• SO 3 × 𝑞 ℝ
3

(𝑅1, 𝜔1) ⋅ 𝑅2, 𝜔2 = 𝑅1𝑅2, 𝜔1 + 𝑅1𝜔2

• További egyszerűsítés: az időeltolások triviálisan csatolódnak

• A csoport: (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ



(SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ csoport ábrázolásai

• Tétel: Az (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ gyengén irreducibilis folytonos 

projektív ábrázolásai azonosíthatók a folytonos irreducibilis unitér 
ábrázolásaival:

𝐴𝑔 𝑃 = 𝑈𝑔𝑃𝑈𝑔
−1.

• Irreducibilis unitér ábrázolások:

• (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ folytonos irreducibilis unitér ábrázolásait 

megfeleltethetjük olyan (𝑚, 𝑈) pároknak, melyekre 𝑚 ∈ ℝ, és 𝑈 az 
SO 3 × 𝑞 ℝ

3 csoport egy folytonos irreducibilis unitér ábrázolása.

• Ábrázoló operátorok:
𝑈 ∶ SO 3 × 𝑞 ℝ

3 × ℝ ×𝑊 → 𝑊
𝐴, 𝜏, 𝜓 ↦ 𝑈 𝐴,𝜏 𝜓 ≔ 𝑒𝑖𝑚𝜏𝑈𝐴𝜓.



SO 3 × 𝑞 ℝ
3 csoport unitér ábrázolásai

• Mackey-féle indukált ábrázolások módszere
(𝑋, 𝜇, 𝑥0, 𝑐𝑥0 , 𝑉)

𝑥0 ∈ 𝑋
𝑞-invariáns 

mérték 𝑋-en 

𝐺𝑥0 folyt. irred. 

unitér ábrázolása 

Lokálisan 

kompakt 𝑞-pálya 

ℝ3-ban

𝑋 → SO(3), 𝑥0-beli

Borel-metszet: ∀𝑥 ∈ 𝑋:
𝑞𝑐𝑥0 𝑥 𝑥0 = 𝑥

Generált ábrázolás:

𝑈 ∶ SO 3 × 𝑞 ℝ
3 × 𝐿2 𝑋, 𝜇,𝑊 → 𝐿2 𝑋, 𝜇,𝑊 , 𝑅, 𝜔, 𝜓 ↦ 𝑈(𝑅,𝜔)𝜓,

𝑈 𝑅,𝜔 𝜓 𝑥 ≔ 𝑒𝑖𝜔⋅𝑥 ⋅ 𝑉 𝑐𝑥0 𝑥
−1𝑅𝑐𝑥0 𝑅

−1𝑥 𝜓 𝑅−1𝑥



SO 3 × 𝑞 ℝ
3 csoport unitér ábrázolásai

• Pályák (𝑟 ∈ ℝ+):
𝑋𝑟 ≔ 𝑥 ∈ ℝ3 | 𝑥 |2 = 𝑟}

𝑌 ≔ 0 ∈ ℝ3

• 𝜇𝑟: normált Lebesgue-mérték a gömbfelszínen

• 𝑥0
𝑟 ≔ 0,0, 𝑟

• 𝑐𝑥0
1 𝑥 =

𝑥3 +
𝑥2
2

1+𝑥3
−

𝑥1𝑥2

1+𝑥3
𝑥1

−
𝑥1𝑥2

1+𝑥3
𝑥3 +

𝑥1
2

1+𝑥3
𝑥2

−𝑥1 −𝑥2 𝑥3



SO 3 × 𝑞 ℝ
3 csoport unitér ábrázolásai

• Stabilizátorok és ábrázolásuk:

• 𝑥0
𝑟 stabilizátora: SO 2 ≅ 𝕋. 𝕋 ábrázolásai egy 𝑛 ∈ ℤ számmal 

indexelhetők:
𝜁𝑛 ∶ 𝕋 × ℂ → ℂ,
𝑞, 𝑧 ↦ 𝜁𝑞

𝑛𝑧 ≔ 𝑞𝑛𝑧

• 𝑥0
0 = 0,0,0 stabilizátora a teljes SO(3). SO(3) ábrázolásai

𝜎 ∈
1

2
ℕ számmal indexelhetők (𝐷𝜎), és ℂ2𝜎+1 téren valósulnak 

meg.



(SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ csoport ábrázolásai

Tétel: Az (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ csoport folytonos irreducibilis unitér ábrázolásai a következők:

• 𝑋𝑟 pályához tartozó ábrázolásokat 𝑚, 𝑟, 𝑛 ∈ ℝ × ℝ+ × ℤ számhármassal indexelhetjük. Az 
ábrázoló operátorok

𝑈𝑚,𝑟,𝑛 ∶ SO 3 × 𝑞 ℝ
3 × ℝ × 𝐿2 𝑆2, 𝜇, ℂ → 𝐿2 𝑆2, 𝜇, ℂ ,

𝑅, 𝜔, 𝜏, 𝜓 ↦ 𝑈 𝑅,𝜔,𝜏
𝑚,𝑟,𝑛 𝜓,

𝑈 𝑅,𝜔,𝜏
𝑚,𝑟,𝑛 𝜓 𝑥 ≔ 𝑒𝑖𝑚𝜏𝑒𝑖𝑟𝜔⋅𝑥 ⋅ 𝜁𝑛 𝑐𝑥0

1 𝑥 −1𝑅𝑐𝑥0
1 𝑅−1𝑥 𝜓 𝑅−1𝑥 .

• 𝑌 pályához tartozó ábrázolásokat 𝑚, 𝜎 ∈ ℝ ×
1

2
ℕ számpárral indexelhetjük. Az ábrázoló 

operátorok

𝑈𝑚,𝜎 ∶ SO 3 × 𝑞 ℝ
3 × ℝ × ℂ2𝜎+1 → ℂ2𝜎+1,

𝑅,𝜔, 𝜏, 𝜓 ↦ 𝑈 𝑅,𝜔,𝜏
𝑚,𝜎 𝜓,

𝑈 𝑅,𝜔,𝜏
𝑚,𝜎 𝜓 ≔ 𝑒𝑖𝑚𝜏 ⋅ 𝐷𝑅

𝜎𝜓.



Lie-algebra 𝑋𝑟 pályához tartozó lineáris ábrázolása

Tétel: 𝑚, 𝑟, 𝑛 ∈ ℝ × ℝ+ × ℤ számhármashoz tartozó lineáris 
ábrázolás infinitezimális generátorai:

• Időfejlesztő operátor: 𝐻𝑚 = 𝑚.

• Forgó rendszerbe való áttérés infinitezimális generátorai
𝐾𝑖
𝑟𝜓 𝑥 = 𝑟𝑥𝑖𝜓 𝑥 , 𝜓 ∈ 𝐿2 𝑆2, 𝜇, ℂ .

• Térbeli transzláció infinitezimális generátorai

𝑆1
𝑛𝜓 𝑥 = 𝑛

𝑥1
1 + 𝑥3

−
1

𝑖
𝑥 × ∇ 1 𝜓 𝑥

𝑆2
𝑛𝜓 𝑥 = 𝑛

𝑥2
1 + 𝑥3

−
1

𝑖
𝑥 × ∇ 2 𝜓 𝑥

𝑆3
𝑛𝜓 𝑥 = 𝑛 −

1

𝑖
𝑥 × ∇ 3 𝜓 𝑥 .



Kitekintés

• ℳ differenciálható sokaság, 𝑔 metrikus tenzormező, 𝑝 ∈ ℳ.

• 𝐴1
1 ℳ,𝑝 ∶ 𝑝-ben értelmezett antiszimmetrikus 1-1 tenzorok.

𝒜𝑝 ≔ 𝐴1
1 ℳ,𝑝 ⊕ T𝑝(ℳ)

𝑆1, 0 , 𝑆2, 0 𝑝 ≔ 𝑆1𝑆2 − 𝑆2𝑆1, 0

M 𝑆, 0 , 0, 𝑃 𝑝 ≔ (0, 𝑆𝑃)

M 0, 𝑃1 , 0, 𝑃2 𝑝 ≔ 𝑅 𝑃1, 𝑃2 , 0

• Feltétel:
𝑅 𝑃1, 𝑃2 , 𝑆 𝑝 = 𝑅 𝑆𝑃2, 𝑃1 − 𝑅(𝑆𝑃1, 𝑃2)



Köszönöm a figyelmet!
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Válasz a Bíráló kérdéseire

• Létezik-e a Mackey-féle konstrukció olyan verziója mellyel végtelen 
dimenziós Lie algebrák centrális kiterjesztései is tárgyalhatók? (Pl. 
Viasoro algebrák (Diff(S1)))

Lokálisan kompakt csoportok Lie-csoportok

Véges dimenziós Végtelen dimenziós

Mackey

Nincs ilyen 

Mackey-féle 

konstrukció



• Mi lehet a kapcsolat a [5] 6.20- 6.21 egyenletek, és a jelen 
konstrukcióban kiszámolt 𝑆1

𝑛, 𝑆2
𝑛, 𝑆3

𝑛 operátorok által meghatározott 
operátoralgebra közt?

• SO 3 /SO 2 ≅ 𝑆2
• [2] 3.39 egyenletben megjelenik szintén mágneses tulajdonságokkal 

összefüggésbe hozható tag. A mágneses tulajdonság a tér dimenziójával 
hozható kapcsolatba.



Gömbfelszín téridő-modellje
• Tér: 𝑆2 = 𝑥 ∈ ℝ3 | 𝑥 |2 = 1}

• Idő: ℝ

• Téridő: ℝ × 𝑆2

➢Tér-transzlációk: SO(3)

➢Idő-transzlációk: (ℝ, +)

➢Áttérés forgó rendszerbe: Lie(SO(3))

𝑅 ∈ SO(3): 𝑡, 𝑥 ↦ 𝑡, 𝑅𝑥

𝜏 ∈ ℝ: 𝑡, 𝑥 ↦ 𝑡 + 𝜏, 𝑥

𝜔 ∈ Lie(SO(3)): 𝑡, 𝑥 ↦ 𝑡, exp 𝑡𝜔 𝑥

• Két forgó rendszerbe való áttérés: 𝜔1, 𝜔2 ∈ Lie(SO(3))

𝑡, 𝑥 ↦ 𝑡, exp 𝑡𝜔1 exp 𝑡𝜔2 𝑥 = (𝑡, exp 𝑡𝜔 𝑥)
𝑡 → 0 ∶ 𝜔 = 𝜔1 + 𝜔2

exp 𝑡𝜔1 exp 𝑡𝜔2 ≠ exp 𝑡(𝜔1 + 𝜔2)

Ellentmondás!



Gömbfelszín téridő-modellje

• ℝ3 ≅ Lie SO 3 ∶ 𝜔 ↦ 𝜔 ×⋅

• 𝑅,𝜔 ∈ SO 3 × ℝ3 hatása a téridő t, 𝑥 ∈ ℝ × 𝑆2 pontján

• 𝑡, 𝑥 ↦ (𝑡, exp 𝑡𝜔 ×⋅ 𝑅𝑥)

• exp 𝑡𝜔1 ×⋅ exp 𝑡𝜔2 ×⋅ = exp 𝑡 𝜔1 + 𝜔2 ×⋅ + 𝒪(2)(𝑡)

• 𝑅exp 𝑡𝜔 ×⋅ = exp 𝑡 𝑅𝜔 ×⋅ 𝑅

• 𝑅1, 𝜔1 , (𝑅2, 𝜔2) ∈ SO 3 × ℝ3 hatása

• 𝑡, 𝑥 ↦ 𝑡, exp 𝑡𝜔1 ×⋅ 𝑅1exp 𝑡𝜔2 ×⋅ 𝑅2𝑥 =

• = 𝑡, exp 𝑡 𝜔1 + 𝑅1𝜔2 ×⋅ 𝑅1𝑅2 1 + 𝒪 2 𝑡 𝑥

• „Infinitezimális” forgatásokra: 

𝑅1, 𝜔1 ⋅ 𝑅2, 𝜔2 = 𝑅1𝑅2, 𝜔1 + 𝑅𝜔2



Projektív ábrázolások

• Projektív ábrázolásokat visszavezetjük unitér ábrázolásokra

• Wigner-tétel: 𝐴 ∶ 𝐺 → Aut(𝒫(ℋ)) projektív ábrázolás,
dim ℋ ≠ 2 , ekkor ∀𝑔 ∈ 𝐺 esetén lényegében egyértelműen létezik 
𝑈𝑔 unitér vagy antiunitér operátor:

𝐴𝑔 𝑃 = 𝑈𝑔𝑃𝑈𝑔
−1

• ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺 ∶
𝑈𝑔𝑈ℎ = 𝜔 𝑔, ℎ 𝑈𝑔ℎ

𝜔 𝑔, ℎ ∈ 𝕋 .

𝜔 𝑒, 𝑒 = 1
𝜔 ℎ, 𝑓 𝜔 𝑔, ℎ𝑓 = 𝜔 𝑔, ℎ 𝜔 𝑔ℎ, 𝑓 ∀𝑔, ℎ, 𝑓 ∈ 𝐺

𝐺 csoport egy 

unitér kociklusa



Projektív és unitér ábrázolások

𝜔𝜇 𝜔𝜈

𝑈𝜇,2𝑈𝜇,1 𝑈𝜇,3 𝑈𝜈,2𝑈𝜈,1 𝑈𝜈,3

𝐴𝜇,1 𝐴𝜇,2 𝐴𝜇,3 𝐴𝜈,1 𝐴𝜈,2 𝐴𝜈,3

…

…

…



(SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ csoport ábrázolásai

• Tétel: Az (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ csoport minden kommutátor-kociklusa

az azonosan 0 függvénnyel kohomológ.

• Irreducibilis unitér ábrázolások:

• (SO 3 × 𝑞 ℝ
3) × ℝ folytonos irreducibilis unitér ábrázolásait 

megfeleltethetjük olyan (𝑚, 𝑈) pároknak, melyekre 𝑚 ∈ ℝ, és 𝑈 az 
SO 3 × 𝑞 ℝ

3 csoport egy folytonos irreducibilis unitér ábrázolása.

• Ábrázoló operátorok:
𝑈 ∶ SO 3 × 𝑞 ℝ

3 × ℝ ×𝑊 → 𝑊
𝐴, 𝜏, 𝜓 ↦ 𝑈 𝐴,𝜏 𝜓 ≔ 𝑒𝑖𝑚𝜏𝑈𝐴𝜓


