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Differenciadlgeometriai alapok

1 Definicié. Godel téridének nevezzik az M = R x RT x [0,27] x R sokasdgot, ahol az
elséd komponens az iddének, a tobbi pedig az R? hengerkoordindtds felirdsdnak felel meg. A
sokasdg minden (t,r,p,z) € M pontjdban tekintsik a kovetkezd mdtrizot.

_8 0 —8v2sh’r 0
0 8 0 0
G(t,r,p,2) = —8v2sh’r 0 8sh’r—8sh'r 0
0 0 0 8

A G : M — Lin(R*, R*) leképezést, illetve az dltala meghatdrozott
M — Lin(R* xR, R)  p— ((a,b) — (a,G(p)b))

figguényt nevezziik Godel-metrikdnak. Az (a, G(p)b) mennyiség az a és b vektor p pontbeli
skalaris szorzata.

Egy részecske vagy test téridoben torténé mozgasat egy gorbével irhatjuk le. El6szor
megfogalmazzuk matematikailag azt a kijelentést, hogy a ,,részecske minden pillanatban a
fénysebességnél lasabban halad és az id6ben el6refelé mozog”.

2 Definicié. Egy v: R — M gorbét idészeriinek nevezziik, ha minden u € Domw pontban
(o(u), G(v(w))d(u)) <0

teljesil. Hasonldan, fényszertinek nevezzik, ha (v(u), G(v(u))v(w)) = 0, illetve térszerilinek,
ha (v(u), G(v(w))v(u)) > 0 teljesil minden u € Domw pontban.
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3 Definicié. Az M sokasdg egy p pontjaban idészerti vektoroknak nevezziik az
I, ={veR"| (v,G(p)v) <0}
halmaz elemeit.

Minden p € M esetén az I, halmazon értelmezziik a ~ reldciét, agy, hogy az v,u € I,
vektorokra v ~ u pontosan akkor teljesiil, ha (u, G(p)v) < 0. Ismert, hogy a ~ reldcié
ekvivalenciarelacié, melynek pontosan két ekvivalencia osztalya van.

4 Definicié. Az M sokasdg egy p pontjaban az I, halmazon a ~ reldcid dltal meghatdrozott
két ekvivalencia osztdlyt nevezziik a p pontbeli idékiapnak.

5 Definicié. Az M sokasdg minden p pontjaban jelolje Cy, az I, egyik iddkipjat. A
pa: M — R? D Up

leképezést sima idOkup mezdnek nevezziik, ha a leképezés sima és minden p € M pontban
u, € Cp teljesil. Az M idborientdciéjan sima idékip mezdt értunk.

A tovabbiakban, ha csak mésként nem kotjiik ki, a térben csak az xy sikban torténd
mozgést vizsgdljuk, vagyis a z(u) = 0 esetet tekintjiik.
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Id6utazas lehetosége idoszerili, normalt gorbén

Tekintsik a v(u) = [t(u),r(uw), p(u),0] gorbét, ahol r(u),p(u) tetszdleges, folytonosan
differencidlhaté fiiggvények. Tegyiik fel még, hogy a v fuggvény a [0,¢] (¢ € RT)
intervallumon értelmezett. Ezekhez keresiink olyan ¢(u) folytonosan differencidlhaté

fliggvényt, amelyre a
dt

0 >0 (1)

illetve a

(¥(u), G(v(u))¥(u)) =

__g (dt(u)>2 - mﬂ(u)%(u)ﬁsh(r(wf 48 (C““(u))2 4

du du du (2)
+8 <ji(u)> sh(r(u))? — 8 (jz(u)) sh(r(u))* = —1
feltétel teljesiil minden u € |0, ¢[ esetén.
Ekkor az (2) egyenletet megoldva j—i(u)—ra, kapjuk a
de de 2 dr 2
ﬂ( . —4Sh(r(u))2a(u) - \/1 + 2sh(2r(u))? <du(u)> +8 (du(u)> 5
du" = 2v/2
de 2 (de w ’ dr u i
4 f4sh(r(u))2£(u) + \/1 + 2sh(2r(u)) (du( )> +8 (du( )> "

du = 2/2

eredményeket. Az (1) feltétel teljesiilését kell ellenérizni.
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1.

2.

d
A d—i(@) — 0 esetben trividlisan a (4) megoldést kell vélasztanunk.

d
A T@(O) > 0 esetén konnyen lathatd, hogy az (1) feltétel teljestiléséhez (3)-at nem
u

vélaszthatjunk, mivel az ekkor negativ. A (4) megolddsbdl elemi &dtalakitasokkal
kapjuk az

1+8 (;12(0)>2 + 8sh(r(0))%(1 — sh(r(0))?) (?5(0))2 >0

feltételt, amely r(0) < In(1 + v/2) esetén biztosan teljesiil.

d
Az egyenl6tlenséget r(0)-ra megoldva kapjuk, hogy barmely é (0) € R esetén r(0)-4t

23—5(0) + \/5\/1 +2 <ji(0))2 +8 <32(0))2
1220

)

0, arsh

du

intervallumbdl valasztva teljesiil a kritérium.

d
A ﬁ(O) < 0 feltétellel (4) védlasztdsa esetén nyilvanvaléan teljesiil (1). A (3)

megoldas vélasztasakor pedig elemi atalakitasokkal a

2 2
1+8 (;12(0)> + 8sh(r(0))?(1 — sh(r(0))?) (?5(0)) <0

kritériumot kapjuk, amely nem teljesiil, ha r(0) < In(1 + v/2).

Vazlat
Diffgeo

Normalt gérbe
Geodetikusok

Egy megoldds

Példa idéutazasra

Megmaradé mennyiségek

Kévetkezmények

(5sszefogla lds

Irodalom




Tekintsiink a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugér komponense r € R*
allandé és a polarszog komponensét a ¢(u) = u? fiiggvény frja le, ahol u € [07 V2T [ Ekkor
a (4) megoldést u szerint kiintegralva, ¢(0) = 0 feltétellel kapjuk a

uy/16sh(2r)2u? + 2
3 +

N In(4sh(2r)u + 1/16sh(2r)%u? + 2) L= In(2)
16sh(2r) 32sh(2r)

t(u) = —u?v2sh(r)? +

fiiggvényt. Vizsgaljuk meg, hogy r milyen megvalasztdsa esetén lesz t(0) > ¢(+/2m).

Hosszadalmas, de elemi atalalkitasok utan kapjuk, hogy r-t 2.18745-nél nagyobbnak
vélasztjuk, teljesiil, hogy t(v/27) < 0. FEnnél tobb is igaz, ugyanis Maple program
segitségével megallapithatd, hogy t(v27) < 0 feltétel 0.9 és 2.18745 kozott is teljesil.
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A vizsgalt gorbe a tér-idé palydja r = 1 esetén a kdvetkezSképpen alakul.

1. Kép: Idéutazds normdlt, iddszeri kéron
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A Godel univerzum geodetikusai

Tekintsiik a v : R — M gorbét, ahol v(u) = [t(u),r(u), o(u), z(u)]. A Gbédel-univerzumban

a v gorbe pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a kovetkez6 masodrendii, nemlinedris Vazlat
differencidlegyenlet-rendszernek. Diffgeo
) Normalt gérbe
ro 22032200
2w ) shlr(w)e(r(w) — 2V () T (0) + 25 - (0 SE ) ___
du du du du =0 (6) Egy megoldds
ch(r(u ))Sh( ( ) Példa idéutazdsra

9 Megmaradé mennyiségek
d?r dt, . de Kévetkezmények
— 2v/2sh h pui — Svetkezménye
) + 2VBsh(r(w))ch(r () T () T (0) R

d 2 d 2 Irodalom
=3 S () ) sh(r(uw))eh(r(u) +2( 52 (u) ) shir(u)) ch(r(u))* = 0 (7)
du du
d’t dt . dr
o (w)eh(r(u)) + 4sh(r(u)) () () +
odr, de
2/Bsh(r(u))eh(r(u))? T (1) 52 (u)
dr, . de

F2VBsh(r () T (0) 2 () = 0 ®)
d?z
w(u) =0 (9)

Léthatd, hogy a z koordindta z(u) = au + b alakd, ahol a,b € R, azonban a t6bbi
egyenlet megoldasa messze nem trivialis.




1 Tétel. Legyenek t,p és r kétszer folytonosan differencidlhatd fliggvények megolddsai a

t
(6), (7), (8) differencidlegyenleteknek a t(0) = 0, ¢(0) = 0, r(0) = ro, E(O) = to,
d d 32
ﬁ(O) = (o, —T(O) = 0 kezdeti feltételek mellett, ahol ro,tg, o9 € R. Ekkor r pdros, t és M
du Diffgeo

@ pdratlan fligguény. Norm3lt gérbe

d d Geodetikuso

Bizonyitds, vdzlat. Kénnyen lathatd, hogy minden g € C? fiiggvényre g (—u) = ——g(—u) detikusok

d(—u) du Egy megoldds
B d? g 3 . B . Példa idéutazdsra
és W(_ u) = d 2( u), ezért a t(—u),r(—u), p(—u) fiiggvények kielégitik az egyen- Y ————
letrendszert, ha t(u), r(u), p(u) megolddsai voltak annak. Valamint az egyenletrendszerbe T
behelyettesmve —t(u),r(u), —p(u) fliggvényeket, megkapjuk, hogy azok szintén megoldjdk Osszefoglalds
azt. A kezdeti feltételek Osszevetésével kapjuk a tétel &llitdsét, ugyanis —¢(0) = 0 = rodalom

dt dt

H-0) = 1(0), —4(0) = 0 = §(~0) = $(0), r(~0) = r(0) = ro, - (~0) = T(0) = 15,
d d d d d
ﬁ(—O) = —QO(O) = o, d—Z(—O) = d—Z(O) =0 = —i(O), {gy az unicitds miatt
t(—u) = —t(u), o(—u) = —p(u),r(—u) = r(u). O

Erdekes kérdés, hogy mit tudunk mondani akkor, ha j—u( 0) # 0. Fontos ldtni,
ha t(u),r(u), p(u) megolddsai a differencidlegyenlet-rendszernek, akkor t(u + ¢) + di,
r(u+ ¢),p(u + ¢) + do is megolddsai, ahol ¢,dy,ds € R. Ekkor, ha létezik olyan ¢ € R,
amelyre j—;(c) = 0, akkor az t(u+c)—t(c), r(u+c), p(u+c)—p(c) fiiggvények szintén paros,
illetve paratlan fiiggvények lesznek, valamint megoldésai a (6), (7), (8) differencidlegyenlet-

dt dr ., d
rendszernek. A t(0) = t1, 7(0) = 19, ¢(0) = @1, E(O) =0, Ta =" 0 és d—;’j(O) =0

d
kezdeti feltételek mellett nincs olyan ¢ € R, amelyre d—r(c) =0
u




A geodetikusok differenciadlegyenletének egy megoldasa

Tekintsiik a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugér komponense r € R™ 4llando.
Ekkor a geodetikusra vonatkozoé differencidlegyenletek a kovetkezokre redukalédnak.
d? %)

w(u) =0 (10)

2v/2sh(r)ch(r) di (u)d—@(u) -3 (d(p(u)) sh(r)ch(r) +

du "du du
2
+2 (ji(u)) sh(r)ch(r)® = 0 (11)
d*t
@(u) =0 (12)

A (10) és (12) egyenletekbdl kévetkezik, hogy t(u) = t1 u+to és o(u) = @1 u+ . gy (11)
eléall

2\/§t1 Y1 — (p? + 2(,0% Sh(T)2 =0
alakban. Tegyiik fel, hogy t1, 1 adott és 1 # 0, ugyanis ellenkezé esetben az egyenlet
trividlisan teljesiil. Pontosan akkor létezik valés r, t; > 0 esetén, ha ¢, > 2v/2t; vagy
@1 < 0, illetve t; < 0 esetén @1 < 2v/2t; vagy @1 > 0. Ekkor

o1 — 22t
r = arsh r _-*--
2¢

A fentieket a skalaris szorzatba helyettesitve kapjuk a

812 —8V2t1 o1 + 247

kifejezést.
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A kovetkez6 dbrén a (t1, ¢1) pontparokhoz tartozé geodetikusok, osztélyozasa ldthato.

P
201
104
-4 2 b i
t
=104
=20
Térszerii geodetilue Mem kit alkotd portpér
Iddszerl geodetile
—— Fényszeri geodetikus

2. Kép: A geodetikus gorbe osztdlyozdsa (t1,p1) pontpdr figguényében
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Példa geodetikuson torténo idoutazasra

A geodetikuson torténé mozgds a Godel-téridében az egyenes vonali, egyenletes mozgdasnak
felel meg fizikailag. A kovetkezd geodetikus gorbe kezdeti feltételei legyenek: ¢(0) = 0,

d d
»(0) = 0, r(0) = 1.5, d—@(O) = —0.2, —T(O) = 0, valamint a 2. fejezetben, a normélt
u

du
dt

gorbékkel kapcsolatban elmondottak alapjan a d—(O) értéket valasszuk meg 0.220015-
U

nek. FEkkor a skalaris szorzat értéke hozzavetdlegesen —1.000007719. Ismeretes, hogy
geodetikuson a skaldris szorzat allandd, azaz a geodetikus iddészeri, és jo kozelitéssel
normaltnak mondhaté. A Maple programcsomag dsolve programjanak buvp modszerével
besllithaté, numerikus megoldas esetén, az abszolit hiba, melyet vélasszunk 10~ !'-nek a
[0, 3] intervallumon. Ekkor a geodetikus gorbe az ug = 2.8059105774 helyen a kovetkezd
értékeket veszi fel.

t(up) = —1.46203489895569794
r(up) = 1.50000000000003176

©(ug) = 0.982678359395364366 - 101

dt

7., (o) = 0.220015000000080868

d

é(uo) = 0.486471986368156246 - 10~ *°
de

Tu (ug) = —0.199999999999965122
U
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fgy a gorbét jé kozelitéssel térkoordinataiban zartnak tekinthetjiik, amelynek palyéjat

az alabbi dbra szemlélteti.

0.2 _— —
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3. Kép: A geodetikus gérbe térkoordindtdi
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A hozza tartozo idofiiggvényt pedig az alabbi dbra mutatja.

J=—r— s 15 2 25 3
—0.51
t -1

~1.51 - — —

4. Kép: A geodetikus gorbe idékoordindtdja
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Geodetikusok szarmaztatasa megmaradé mennyiségek-
bl

2 Tétel. Legyen H(g1,9g2,t,7,¢) a kévetkezd mdtriz

gich(r)? 0 (g1 + 892 + gich(2r))sh(r)?
2 42
cos(¢)(ch(2r) — 2)sh(2r)
2
sin(p)(ch(2r) — 2)sh(2r)
2

g2 +

—v2cos(p)sh(2r) sin(p) —

V2sin(p)sh(2r)  cos(yp)

Ekkor minden go,g1 valds szdmhoz és minden t(u),r(u), p(u) megolddsihoz a (6), (7),
(8) differencidlegyenlet-rendszernek léteznek olyan c1,co valds szdmok és f(g1,g2) valds
konstans, amelyre teljesiil a

%(u) f(91,92)
Hggo,t(w).r(w.p@) - | ) | =]
22 ) .

dsszefiiggés. A tovdbbiakban H (g1, ga,t(u), r(u), o(u)) mdtrizot impulzusmétrixnak nevezzik.
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u “du
vektort a tovabbiakban a v(u) szimbélummal. Tekintsiik a (6), (7), (8) differencidlegyenletrendszer
bal oldaldt, mint egy vektort, az X = [(8),(7),(6)] sorrendben. Ezt szorozzuk be egy
D(t(u),r(u), p(u)) 3 x 3-as invertdlhaté métrixszal, melynek elemei akarhdnyszor differ-
encialhaté fliggvények. Tegyiik fel, hogy az igy kapott vektor el6all

dt d d
Bizonyitds, vdzlat. A bizonyitds alapotlete a kovetkezd, jeloljik a (d (u), d—r (u) (p(u))
u

% (D(t(u), r(u), ¢(u)) -i(u))

alakban, vagyis

teljesiil.
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A fenti (13) egyenletbdl a megfelel6 egyiitthatdk egyenlévé tételével kapjuk a kévetkezd
parcilis differencidlegyenlet-rendszert a D matrix (d;)i=1,2,3 oszlopvektoraira:

ody
ot

ody

=0

or

ddy
e
ody
or
0dy
e
dds
Oy

ddy 2v/2

ot sh(r)ch(r)

dds n 2sh(2r)

TRV R

0

ads 2
“or T e

ds + 4dyth(r)

dg + 2v/2ch(r)sh(r)d; — 2v/2d;th(r)

_ %dQ(ch(%) — 2)sh(2r)
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A fenti egyenletrendszert megoldva, melynek részletei a dolgozatban olvashatéak,
kapjuka D métrix (d;)i=1,2,3 oszlopvektoraira:

dy = V2(ky sin(p) — ks cos(i))sh(2r) + 1(go + % grch(r)?) (20)
dy = ky cos() + ky sin(p) o
ds = %(ﬁsin(@) — kg cos(p))(ch(2r) — 2)sh(2r) + (22)

41 (91 + 8g2 + g1ch(2r))sh(r)?
4 4\/5 )

Itt g1,92 € R, valamint k1, ko € R® és k1, ko, 1, ahol 1 az a vektor, melynek minden eleme

1, linearisan fliggetlenek, mivel D invertalhato. igy D matrixot a [l, ks, ﬁ] matrixszal
beszorozva kapjuk az allitast.

A fenti Gsszefliggésben elegendd a gq, g konstansokat két linedrisan fliggetlen vektor
elemeiként megvélasztani, hiszen azokbdl méar barmely mas konstansok is eldallithatdk;
mivel konnyen ellen6rizhetd, hogy

f(g1,92) + f(h1,h2) = f(g1 + h1, 92 + ha)

teljesiil minden g1, ga, b1, ho € R paraméterre. Igy specidlisan tekintsiik a H(0,1,t,7,¢) és

1
H (1, - t,r, go) matrixokat.
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A tételben el6fordulé egyenlet kifejtve a kovetkezdképpen alakul.

dt(u) dop(u) _
Tu + v2sh(r(u))? ie = £(0,1)
ch(2r(u)) dt(u) | sh(r(u)*de(u) 1
1 du a2 du _f<1’_4>
dt dr

V2 cos(i(u) sh(2r(w)) T () + sin(i(u)) Lo (u) -

cos(ip(w))(ch(2r(w)) — 2)sh(2r(u)) d

— 5 du (u) = C1
VB sin(ip(u0))sh(2r(w)) T () + cos(ip(w)) o () +

 S(p()(ch(2r(w)) — 2)sh(2r(w)) dyp
2 du

(u) = c2

(23)

(24)

(26)
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A Maple programcsomag dsolve programjanak dverk78 mddszerével bedllithaté az
abszoliit és relativ hiba. Tekintsiik az abszolit és a relativ hibat most 10~® nagysigunak.
A kovetkezO tablazatban a fenti egyenletek numerikus megoldasdnak maximélis eltérését
adjuk meg a [0, 2] intervallumon a kezdeti értékekben felvettektél.

r(0) r@ [ t(© [ j'(0) | (23)hiba] (24) hiba | (25) hiba | (26) hiba
133 | 078 | 081 | 056 | 0510° | 0510° 0410" | 05410°
114 | -021 | 026 | -1.37 | 0.710° | 0610° | 0.2510" | 0.4210°
0.5 -097 | 067 | 014 | 0.2510° | 0.12910° | 0.726 10°| 0.310°
068 | -1.05 | 097 | -034 | 0210° | 0.1310° | 0.64107 | 0.410°
0.1 143 | 129 | -0.37 | 0410° | 0.1910° | 0.3810° | 0.810°
084 | -056 | 136 111 | 0210% | 0.210°% 0.810° | 0.2810°
062 | 0.96 0.3 -0.69 | 0.710° | 0.41710° |0.261310°| 0.6 10"
126 | 013 | 075 | 037 | 0310° | 0.310° 02107 | 0.210°%
029 | 032 | 126 | 067 | 0110% | 0110% | 0.1510° | 0.610°
011 | -052 | 123 | -003 | 0.110% | 0.110% 0.110° | 0.1110°
128 | -031 | 067 | -058 | 0410° | 0.2610° | 0.1610" | 0.6 10°
014 | -0.82 14 -052 | 0110% | 0210% | 0.1710®° | 0.1910°
035 | 0.92 0.02 0.43 | 04210° [0.217710° | 0532107| 0.110°
124 | 079 | 0.69 125 | 0810° | 0.810° 0510" | 0.810°
015 | -217 | 149 | 014 | 0110° | 0110° | 0.1510° | 0.310°
0.3 045 | 035 | 097 | 0910° | 0610° | 0.10510°| 0.28 10°
041 | 069 | 149 | -008 | 0.110° | 0.110° 0.410° | 0.1910°
0.7 -0.2 141 148 | 0110° | 0.210° 0610° | 0410°
0.2 017 | 114 | -106 | 0110° | 0.110° | 01210° | 0.410°
036 | -084 | 131 | -1.08 | 0210% | 0.110% 0.310° | 0.1810°

1. Téablazat: A megmaradé mennyiségek numerikus hibdja
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Néhany egyszerii kovetkezmény

A fenti (23), (24) egyenleteket dé(u)’dgp(u)

U
egyenletrendszert kapjuk, hogy ezen fliggvények csak r(u)-tdl illetve a kezdeti feltételekdl
fliggenek és a kovetkezéképpen alakulnak

att) _ 47 (1)
du ch(r(u))?

do(u) f(0,1)ch(2r(u)) —4f (1,—1)
Tu —2V2 ST E—

fliggvényekre megoldva, mint linedris

= f(0,1)th(r(u))* (27)

(28)

. dt 1
Igy # < 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha 4f <1, —4) < f(0,1)sh(r(u))?. Ennek egy

egyszeri kovetkezménye, hogy

dt(u)
d

dt 1
# < 0 minden u-ra, ha f (1,—4) <0és f(0,1) >0,
U

illetve > 0 minden u-ra, ha

u
f (L—D >0 £(0,1) <0.
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(w)

d
Masik érdekes megdllapitas, hogy 27 fliggvény korldtos minden kezdeti érték
u
megvélasztdsa esetén. A H(g1, g2, t(u),r(u), p(u)) métrix inverzét tekintve egyszeriien
kiszamolhaté, hogy
dr(u)
du
dr(u)

H < |le]l + |le2]| minden u-ra.
du

= 1 sin(ip(w) + ¢ cos(ip(u) (20)

Azaz L(U) korlatos és
du

A p(u) és r(u) fuggvények kozott is felirhatunk egy Osszefiiggést, ugyanis (28) és (29)
egyenletek miatt

dr ¢1 sin(p) + ¢z cos(p)
de f(0,1)ch(2r) —4f (1,-1) ~
22 sh(2r)2 :

Azaz
V2(4f (1,-5) ch(2r(w) - f(0,1)
casin(p(u)) — c1 cos(p(u)) = ( 45h(2r(u)) ) o

minden u-ra a geodetikuson valamely m valds konstanssal.
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(")sszefoglalés

1. Példat mutattam olyan normalt, idoszerii gorbére,
mely térkoordinataiban zart, illetve azon idoutazas
torténik.

2. Felirtam a geodetikusok differencialegyenlet-rendszerének
egy megoldasat.

3. Mutattam olyan geodetikust, mely zartnak mondthato
térkoordinataiban, ¢és idoutazast hajt végre a rajta ha-
lado részecske.

4. Felirtam a megmaradé mennyiségek explicit alakjat a
geodetikusokbdl szarmaztatva.
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