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Vazlat:
— Torténeti attekintés
— Nemkommutativ (kvantum) val6szintségelmélet
— Az allapottér geometridja:
Az allapottér mint Riemann-sokasig
Kvantum Fisher informaciok
— A kvantum kovariancia mint lehetséges alsoé becslés
— Szimmetrizalt és antiszimmetrizalt f-kovariancia
— Az altalanos hatarozatlansagi relacid
— Osszefoglalas
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Hatarozatlansagi

Werner Heisenberg (1927). relaciok
szdrmaztatasa
az allapottér

A.T . Ap ~ h geometriajabol
Lovas Attila
— Az [m] a hely méres BNE, TTK
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bizonytalansaga. Matematika
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Werner Heisenberg (1927).
Ax-Ap=~h

— Az [m] a hely méres
bizonytalansaga.

~Ap [l%] az impulzus

mérés bizonytalansiga.

~h~6,626-10734] 5
a Planck-allando.

Hatarozatlanséagi-elv

Képek forrasa:
http://de.wikipedia.org/wiki/Unbestimmtheitsrelation
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E. H. Kennard, Hermann Weyl (1927).

— Also becslés a hely és az impulzus szérdsanak (o, op)

szorzatara.
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E. H. Kennard, Hermann Weyl (1927).

— Also becslés a hely és az impulzus szérdsanak (o, op)
szorzatara.

h

CRE T

Ez mar korrekt tétel!
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E. H. Kennard, Hermann Weyl (1927).

— Also becslés a hely és az impulzus szérdsanak (o, op)
szorzatara.

h

CRE T

Ez mar korrekt tétel!

Robertson (1929).

— Altalanositas tetszéleges fizikai mennyiségekre.
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E. H. Kennard, Hermann Weyl (1927).

— Also becslés a hely és az impulzus szérdsanak (o, op)
szorzatara.

h

CRE T

Ez mar korrekt tétel!

Robertson (1929).

— Altalanositas tetszéleges fizikai mennyiségekre.

Ervin Schrédinger (1930).

= Nemkommutativ valészintiségelmélet.
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‘H,, egy rogzitett, n-dimenzidés Hilbert-tér.
1. Az dllapottér (strtiség matrixok)

M), == {D|D € Lin(H,), D 2 0, D = D*, Tx(D) = 1}
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‘H,, egy rogzitett, n-dimenzidés Hilbert-tér.

1. Az dllapottér (strtiség matrixok)

MY, == {D|D € Lin(H,), D >0, D=D*, Tr(D) =1}.

2. Fizikai menynyiségek avagy obszervdbilisek

P — {D ‘D € Lin(H,), D = D+} :
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‘H,, egy rogzitett, n-dimenzidés Hilbert-tér.

1. Az dllapottér (strtiség matrixok)

MY, == {D|D € Lin(H,), D >0, D=D*, Tr(D) =1}.

2. Fizikai menynyiségek avagy obszervdbilisek
P — {D ‘D € Lin(H,), D = D+} :

3. Extremalis pontok: tiszta dllapotok.
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‘H,, egy rogzitett, n-dimenzidés Hilbert-tér.

e e

1. Az dllapottér (strtiség matrixok)

MY, == {D|D € Lin(H,), D >0, D=D*, Tr(D) =1}.

2. Fizikai menynyiségek avagy obszervdbilisek
P — {D ‘D € Lin(H,), D = D+} .
3. Extremalis pontok: tiszta dllapotok.

4. Skalaris szorzat az 4llapottéren

(A, B) — Tr(DAB).
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Az A fizikai mennyiség vdrhatd értéke a D allapotban

EpA := Tr(DA).
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Az A fizikai mennyiség vdrhatd értéke a D allapotban

EpA := Tr(DA).

,Cov(X,Y) = E(XY) - EXEY”
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Az A fizikai mennyiség vdrhatd értéke a D allapotban

EpA := Tr(DA).

,Cov(X,Y)=E(XY) - EXEY”
Definicio: Az A és B fizikai mennyiségek kovariancidja a
D allapotban

Tr(DAB) + Tr(DBA)
2

Covh (A4, B) =
Az A fizikai mennyiség variancidja a D &llapotban

Varp(A) := Cov(A, A).

— Tr(DA) Tr(DB).
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A Schrodinger-egyenlétlenség (1930).

— A és B fizikai mennyiségek, D pedig egy allapot

Varp (A)Varp(B) > %]T&"(D[A, B]) + Covp (A, B)2.
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Hatarozatlansagi
relaciok
szarmaztatasa
az allapottér
A Schrodinger-egyenlétlenség (1930). geometriajabol

Lovas Attila

— A és B fizikai mennyiségek, D pedig egy allapot SR
1 yatemtii
VarD(A)VarD(B) > Z’H(D[A’ B])’Q + COVD(A, B)Q. SzekoiGyyy

— Egy altalanositasra alkalmasabb forma ;;e:e:s

XXI. szazadi

eredmények
det ( Ul A B) > > Ujabb
( ) ) é)‘«jdnrwcmfe\\'
) . .
)

Zdet<

Cov,
Cov},
, Tr(DIA, 4)) 3 Tx(D[4, B)
T(D A] LTy

(4,
(B,
[ Osszefoglala
(B, (D[B, B)) ) Hivatkozasok
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A Robertson-féle altalanositas (1934).

{Ak}évzl véges sok fizikai mennyiség, D allapot

= det ([COVSD(Aka Al)]k,l:l...,N) =

> det ( [-5 Tr(DLA A1)

El=1..,N
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Hatarozatlansagi
relaciok
szarmaztatasa
az allapottér
geometriajabol

MSLL CRY = Az allapottér belseje Lovas Attila

BME, TTk

Mgg?: := Int (Mg)sa> : Motuika

shlekcmémé

— Nyilt halmaz az R térben.

Tartalom
s 2 2 P Bevezetés
— Sima sokasagga tehetd. vezetd
XXI. szazadi
orint6 dmények
— Erint6tere egy D pontban eredmeénye

Ujabb
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ToMEE =2 MO, = {A|A € My, 50, Tr(A4) = 0}.

Osszefoglalés

Hivatkozasok



Az f:RT — R operatormonoton fiiggvény

— szimmetrikus, ha

— normdlt, ha f(1) = 1.

— Két fontos részhalmaz:
F) = {f € Foplf(0) # 0}

FiM = {f € Foplf(0) = 0}.
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Definicié: Egy m : Lin(#H,,)" x Lin(H,)" — Lin(H,)™"
folytonos fliggvény mdtrizkdzép, ha

i. m(A,A) = A,

ii. m(A,B) =m(B, A),

iii. A<B= A<m(A,B)<B,

iv. (VP € Lin(H,)) Pm(A, B)P* < (PAP*, PBP*).
Jelolés: Moy,

Hatarozatlansagi
relaciok
szarmaztatasa
az allapottér
geometriajabol

Lovas Attila

BME, TTK
TDK.
Matematika

Szekcityy
Tartalom
Bevezetés

XXI. szazadi
eredmények

Ujabb
eredmények

Osszefoglalés

Hivatkozasok



Definicié: Egy m : Lin(#H,,)" x Lin(H,)" — Lin(H,)™"
folytonos fliggvény mdtrizkdzép, ha

i. m(A,A) = A,

ii. m(A,B) =m(B, A),

iii. A<B= A<m(A,B)<B,

iv. (VP € Lin(H,)) Pm(A, B)P* < (PAP*, PBP*).
Jelolés: Moy,

AVB := }(A+ B)
A#B = A3(A":BA"%)B:
AlB :=2(A~1 4 B~1)~1
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Petz osztalyozasi tétele

A Monoton metrikacsalddok és a szimmetrikus, normalt

operatormonoton fiiggvények 1-1 megfeleltetésben allnak
egymassal.

(VD € MUH)(vA e MO )

n,5a n,5a

L,p(A):=DA R,p:=AD

<A, B>D,f =Tr

=il
1 1
Ao (R;D f(Ln,DRnb)R;,D) oB
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Petz osztalyozasi tétele

A Monoton metrikacsalddok és a szimmetrikus, normalt

operatormonoton fiiggvények 1-1 megfeleltetésben allnak
egymassal.

(VD € MUH)(vA e MO )

n,5a n,5a

L,p(A):=DA R,p:=AD

<A, B>D,f =Tr

=il
1 1
Ao (R;D f(Ln,DRnb)R;,D) oB

(-,-)p,f radialisan kiterjed a 8/\/1;12% peremre < f(0) # 0
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Definici6: Ha f € .7:(%) fiiggvény, akkor

Cov ;(A, B) i=

f(0)

2

<i[D?A]7i[D7 B]>D,f'
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Definici6: Ha f € .7:(%) fiiggvény, akkor

Covis ;(4, B) := @(i[D,A],z’[D,BDDJ.

Tétel (Gibilisco): Ha {Ak}kN:1 C M,, sq obszervabilisek,
D e Mﬁ}la egy allapot, f € .7-"(%) fliggvény, akkor

det ([Covp (Ak, Ak i=1,..,N) =
> det ([Cov ;(Ax, A1)

k,l:l,...,N) ‘
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Definici6: Ha f € .7:(%) fiiggvény, akkor

Cov ;(A, B) i= %O)(i[D,A],z‘[D,BDDJ.

Tétel (Gibilisco): Ha {Ak}kN:1 C M,, sq obszervabilisek,
D e Mgga egy allapot, f € .7:5;) fliggvény, akkor

det ([Covp (Ak, Ak i=1,..,N) =
> det ([Cov ;(Ax, A1)

— Luo, Zhang (2004), N = 2, Wigner-Yanase metrika.
— Gibilisco, Imparato, Isola (2007), N = 3, altalanos f.

k,l:l,...,N) ‘
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Tétel (Gibilisco): Ha {Ag}h_; € M, 44 obszervabilisek,

D e Mﬁ}la egy allapot és f,g € ]:(g;) operatormonoton
fiiggvények, akkor

gy 1O 90
SRS © o)
.

det ([Covs ¢ (Ar, A)lk=1,..N) =
> det ([Covis ,(Ak, A)lki=1,..v) -
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Szamolast konnyits feltevések:

I. Fizikai mennyiségek centraltak: EpA = 0.

II.A D siirtiségoperator matrixa diagonélis.

Jelolések:

L {M\e}k=1,.naDe MS}La stirtiségoperator matrixanak
sajatértékei.
2. Az {ep}r=1,. n vektorrendszer a A1,..., A\,

sajatértékhez tartozo sajatvektorokbol képzett
ortonormalt bazis a H,, Hilbert-téren.
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Tétel: Ha A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek, D € M%l?;a

pedig egy allapot, f € ]-"0(;;) fliggvény, akkor

(A, B)p

Z A Bie————~

k=1

()\k, )
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Tétel: Ha A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek, D € M%l?;a

pedig egy allapot, f € ]-"0(;;) fliggvény, akkor

1

A, B = Ay B —————.
( )D.f Z ki kaf()\k’)\l)

k=1
Bizonyitas (vazlat):

1. Legyen V(1 < k,l < n) [e; © ej]x := didj1.

1 1
ep Ve = §(ek©el+el@ek) exNep = —(ex@e—e@eg)

27
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Tétel: Ha A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek, D € M%l?;a
pedig egy allapot, f € ]-"O(;;) fliggvény, akkor

1

A, B = Ay B —————.
( )D.f Z ki kaf()\k’)\l)

k=1
Bizonyitas (vazlat):

1. Legyen V(1 < k,l < n) [e; © ej]x := didj1.

1 1
erVe = =(ex@e+e0er) exNe:=—(ex@e—e@eg)

2 27

2. Riesz—Dunford-féle operatorkalkulus =

<ei/\€j,€k/\el>D,f <€i\/€j,6k/\€l>D,f
(e; V €j, e V 61>D7f .
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Tétel: Ha A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek, D € M%l?;a

pedig egy allapot, f € ]-"O(;;) fliggvény, akkor
(A, B)p ;= Zn: A B —
yD)D,f = kLD D)
k=1 I

Bizonyitas (vazlat):

1. Legyen V(1 < k,l < n) [e; © ej]x := didj1.

1 1
erVe = =(ex@e+e0er) exNe:=—(ex@e—e@eg)

2 27

2. Riesz—Dunford-féle operatorkalkulus =

<ei/\€j,€k/\el>D,f <€i\/€j,6k/\€l>D,f
(e; V €j, e V 61>D7f .

3. A metrika bilineéris.
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Alkalmazasok
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[. Az antiszimmetrizalt (kvantum) f-kovariancia

Cov}y

Alkalmazasok

s :(4,B) = f(;) (i[D,A],i[D,BDDJ =

f(0
Z me )\k, )\l

A)?
)

v An B
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Alkalmazasok

[. Az antiszimmetrizalt (kvantum) f-kovariancia

Covi(4,8) = LD, 4)ilD, Bl s =

o FO) (A = A)?

II. A szimmetrizalt f-kovariancia

Covp,p(4,8) = 10D, 4}, (D, BY) s =

_Zf (e +X)?

k=1 2my (A, M)

{X,Y} = XY 4+ Y X az antikommutator.

A By,

A By,
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A szimmetrizalt f-kovariancia az

1+z
/==
specialis esetben
A+ A
Covp, (A, B) = %Aszm-
k=1

Ez nem mas, mint Cov}, (A, B)!
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Allitas: Ha g : Rt x RT — Rt szimmetrikus sima,

fliggvény, akkor

(D, A, B)  €ovp 4(A, B) := > g(Ae, ) Ax Big

Riemann-metrika.

n

k=1
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Allitas: Ha g : Rt x RT — Rt szimmetrikus sima,
fliggvény, akkor

n

(D, A, B)  €ovp 4(A, B) := > g(Ae, ) Ax Big
kl=1

Riemann-metrika.

Lemma: Ha A, B € R™" szimmetrikus és pozitiv definit,
akkor

det (A + B) > det (A)7 + det (B) .

Az un. Brunn—Minkowski-egyenlGtlenség.
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Az altalanos hatarozatlansagi relacio

Definicio: Ha {Ag}r=1,.. 8 € My oo fizikal mennyiségek
véges rendszere és g : RT x Rt — RT szimmetrikus sima
fiiggvény, akkor

(Vl < i,j < N) [QOUD’g]ij = Q:OUD,g(Ai,Aj).
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Az altalanos hatarozatlansagi relacio

Definicio: Ha {Ag}r=1,.. 8 € My oo fizikal mennyiségek
véges rendszere és g : RT x Rt — RT szimmetrikus sima
fiiggvény, akkor

(Vl < i,j < N) [QOUD’g]ij = Q:OUD,g(Ai,Aj).

Tétel: Ha g1, g2 : RT x Rt — R szimmetrikus sima
fiiggvények, akkor

(V($,y) € R* x R+) gl('rvy) > 92($7y)

4
det(€ovp g, ) > det(Covp g4,)
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Mikor all egyenléség?

Ha (Vx € R") g1 (z,x) = go(x, z), akkor
det(€ovp 4, ) = det(Covp 4, )

)

{Ar}r=1,..N € My, o linearisan Gsszefliggs.

Bizonyitas:
Alkalmazzuk a Brunn—Minkowski-egyenlGséget.
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Alkalmazas

Definicié: Az A és B fizikai mennyiségek kevert
f-kovariancidja a D allapotban

Covii%(A, B) := _if0 )<[AD+ iDAJ,[BD +iDB]),

Allitas:

)()\2 A )\2)
Covmzz AL B
,;21 . lk 2mf(>\k,>\z)
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Uj becslést konstrualunk:

Legyen f szimmetrikus, normélt, operdtormonoton és
£(0) #0.

1‘2 X
(Vz € [0,1]) % < %

4
Covh (A, B) > Covi (A, B) > Covi ((A, B)
Tetsz6leges A, B fizikai mennyiségekre és D allapotra.
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Osszefoglalas

— Elgéllitottuk a kovarianciat egy adott bazisban.

— Megmutattuk, hogy a koézdnséges kovariancia is
metrikabol szarmaztathato.

— Altalanositottuk a kozonséges kovarianciat.
— Bizonyitottuk az altalanos hatarozatlansagi relaciot

— Ennek segitségével egy élesebb hatarozatlansagi relaciot
konstrualtunk.

— Vilagos geometriai tartalmat kapcsoltunk a
hatarozatlansagi relaciékhoz.
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Tovabbi nyitott kérdések

— Az A és B fizikai mennyiségek komplex f-kovariancidja

a D &llapotban a 0 € [0, 2] paraméter érték mellett

COV%J(A, B) =

F(0)e”

2
— D filiggés?
— Asszimptotika?

<[AD +e®DAJ, [BD + ewDB]>D

— Jobb oldal mint kommutatorok alkalmas
polinomja: ,kommutacios sor”.

b
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