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Kivonat

A dolgozat célja a kvantummechanikdban hasznalt perturbicidészamitas
altalanos elveinek bemutatasa, és egy konkrét példara valé alkalmazésa. En-
nek keretében meghatarozzuk az anharmonikus oszcillator energiaszintjeinek
els6— és masodrendii korrekcidjat, mely utébbirdl kidertil, hogy az irodalom-
ban szerepld kifejezés mellett tovabbi jarulékot is ad.

1 Bevezetés
A Schrédinger-egyenlet alakja
Hy = Ev,

ahol ¢ € L?*(R,C) N C™®(R,C) a vizsgalt részecske- vagy fizikai rendszer hul-
lamfliggvénye; H a részecske Hamilton-operdtora, H oOnadjungalt operator az
L?(R, C) Hilbert-téren, valamint £ € R a részecske energigja. Részecske megtaldlsi
valészintiségét meghatarozé ¢ fiiggvényre a [|1||? = 1 normalasi feltétel teljesiilését
koveteljiik meg. Az L?(R, C) Hilbert-teret mindig a megszokott skaldris szorzdssal
tekintjiik. A Hamilton operdtort altaldban a

2
(F0)@) = (-5 ) )+ V)oia)

alakban irhatjuk fel, ahol az elsé tag a részecske mozgasi energiajat, a masodik
tag a helytdl fiiggd potencidlis energidt reprezentalja. A h = 1,0545 - 10734Js a
Planck-allandé és m € RT a részecske tomege.

A Schrodinger-egyenlet megolddsa a kvantummechanika alkalmazdsa sorén
felmeriilé egyik legfontosabb feladat. Az egzakt megolddsok meghatédrozésa
azonban viszonylag kevés esetben lehetséges. Legtobbszor a Hamilton-operator til
bonyolult ahhoz, hogy ezt megtehessiik. Azonban bizonyos esetekben felbonthaté
két olyan operator Osszegére, melyek kozil az egyik feladatit egzaktul meg
tudjuk oldani, a masik tag jaruléka pedig elegendéen kicsiny ahhoz, hogy a
,,megfelel” pontossagu kozelitd szamitasokat végezziink. A mddszer specidlis esete,
amikor a perturbéacios operator idében allandé, figyelmiinket a tovabbiakban erre
korldtozzuk. A Hamilton-operatort tehdt H = Hy + H’ alakban irjuk fel, ahol Hy
sajatértékfeladatdanak megolddsat ismerjiikk, H' pedig a perturbdcids tag, melyet



az eljards sordn a oH’ operdtorral helyettesitiink, ahol « a (0, 1) intervallumba esé
paraméter. A Hy+aH' operdtor sajatértékeit és sajatvektorait a hatvényai szerint
halado sorként allitjuk el6, az eljards végén pedig « helyére 1-t helyettesitve kapjuk
a keresett megoldédsokat.

2 Nem elfajult allapotok els6rendii perturbacidja

2.1 Az els6rendi jarulék levezetése altalanos esetben

A feladat tehét a
H% = )‘nwn (1)

sajatértékegyenlet kozelité megoldasa, ahol
H=H,+H,

a Hy operator sajatértékei egyszeresek, tovabba ismerjik a
Hopn = Enen

egyenlet megoldédsait. Végezziik el az «H' — H' helyettesitést, és {rjuk be a

Z o w(k) E,= i ozkE,(Lk)
k=0

sorfejtéseket az (1) egyenletbe.

e (S - (Sorse) (S) e
k=0 k=0

Mivel « folytonosan valtozé paraméter, a megfelel6 hatvanyainak egyiitthatéi a
két oldalon megegyeznek. Az igy kapott egyenletekbdl kell meghatdrozni egymas
utdn a megfelel6 rendl sajatértékeket és sajatfiiggvényeket. A nulladrendre ad6do
egyenlet

Hul?) = B0,

mely alapjan ¢£l°) = Vn, E7(,,0) = FE,, valaszthato. Az els6rendbdl szarmazé egyenlet
Houp) + H = Bl + B0, 3)
Ennek megolddsahoz felhasznéljuk, hogy Hy sajatfiiggvényei teljes ortonormalt

rendszert alkotnak, igy felirhatjuk a (! = Z ok sorfejtés. Ezt a (3) egyenletbe

k=0
helyettesitve
> omkHopr + Hor = By Y onkr + B on (4)
k=0 k=0

adédik. Felhaszndlva, hogy Hopr = Erpr, a (4) egyenletet a ¢, fliggvénnyel
skalarisan szorozva

> 0ukEr (om | @) + (m | Hon) = EQ> " our (om | @x) + ES (o | ¢n)
k=0 k=0



adddik. Bevezetve a H/ . = (pm | H ¢,) jelolést és felhasznélva a ¢, fiiggvények
ortonorméltsagat az el6z6 egyenlet

Hr/nn = Er(Ll)(Smn + Onm (En — Em) (5)

alakban irhaté. Ebbol a sajatérték elsérendli korrekcidjara m = n valasztassal
E,gl) = H/, addédik. Az m # n esetben az egyiitthatékra kapjuk, hogy

H/
o= B B

Mar csak az o,, egyltthatd ismeretlen, ezt 1, normaélasi feltételébol hatdrozhatjuk
meg: megkoveteljiik, hogy a sorfejtéssel adott ,-re @ minden rendjében |1, || =1
teljestiljon. Mivel nulladrendben mar normalt, irjuk fel norméja négyzetét elsd
rendig.

[9all? = (on + D | on+at®) = (0n | @n) +a (W L on) + (o |¥D))

A ||{,|]? = 1 normélési feltételhez a
(9 [ on) + (on |00} =0

egyenletnek kell teljesiilnie. A w,&” fliggvény ¢, szerinti sorfejtését ide beirva
05 n+ 0nn = 0 adddik, azaz g, tetszoleges képzetes szam lehet, ezért most nullanak
valasztjuk. Ezzel meghataroztuk a sajatértékek és a sajatfiiggvények elsérendii
kozelitését.

2.2 Az anharmonikus oszcillator elsérendii kozelitése

Mivel tisztan harmonikus rezgés az alkalmazédsok sordn nagyon ritkan valésul
meg, példdul a rugé nem tokéletes rugalmassdga miatt, a valésadg pontosabb leirasat
kapjuk, ha a
h d* D

— +—-2> DeR"

Ho=
0 2mdx? 2

operatort kiegészitjik a
H = Di2®+ Dya*  Dy,D; eR
taggal, és ezekre alkalmazzuk az el6z6 részben ismertetett mdodszert. A
Hopn = Enen
egyenlet megoldésai jelen esetben
E, =hw(n+ %), ahol n € N

illetve 5 2
on(z) = Ape 2% Hy (ﬂx) ,

ahol H,, az n-dik Hermite-polinom, A,, normélési tényez6

o\ /2
An:(ﬁ 2) |
T n!



D mw
w = 4/ — a szOgsebesség, valamint § = o Lattuk, hogy a sajatérték elsérendii
m

tagjanak és a sorfejtési egyutthatéknak a meghatarozasahoz ki kell szamolni a
perturbdcids operator métrixdnak H/ . elemeit. Ez egy kis el6készitést igényel.
Vezessiik be a kovetkezo jelolést.

1

dn,m, k) = / efoHn(x)Hm(x):ckdx n,m,k € N

—00
Levezetiink egy rekurziés formulat a 9 fiiggvényre n,m > 1 és k > 2 esetén

[o )

dn,m, k) = / 67I2Hn(x)Hm(a:)xkdx =
= —;_/ (—2xe_x2) (Hp(z)Hyp (x)2* 1) da,

T

. .. Akl . ’ . p— 2 .o ’”
teljestl. Parcidlisan integrélva, mivel e gyorsan csOkkend

d(n,m, k) =
:%/e*xQ(HL(I)Hm(I)kal  Hy(2)H., ()" + (k — 1) Hy (2) Ho (2)2*2) da

adddik. A Hermite-polinomokra H) (z) = 2nH, _1(x) teljesiil, gy
d(n,m, k) =nd(n—1,m, k) + md(n,m—1,k) + %ﬁ(n, m,k —2)
adédik. A Hermite-polinomok tulajdonsdgai alapjan tudjuk, hogy
d(n,m,0) = 2"n\/mp m.
Tovabba nyilvanvald, hogy
¥n,m,1) = nd(n — 1,m,0) + md(n,m — 1,0).

Ezek alapjan egymds utan kiszdmithaték a 9(n,m,2), ¥(n,m,3) és J(n,m,4)
mennyiségek. Mivel csak az utébbi kettére lesz sziikségiink, most csak ezeket
kozoljiik.
19(’1’1,, m, 3) =2mn!\/7?5n_2,m+1 + Q”m!\/?énﬂm_g—l—
+ 2" TS 1 (3m) 4+ 27 /T8, 1 1 (30)
I(n,m,4) =3 - 2" 2T m (20 + 2n + 1) + 2" nI/T60 1 mi1(2m + 3)+
+ 2"m!\/7>r5n+17m_1(2n + 3) + an!ﬁén_27m+2 + Q”m!ﬁé,ﬂ_zm_g

Ezek ismeretében mdr lehetséges a H/ = mdtrixelemek kiszdmitdsa.

oo oo

Hypw = (om | Hpp) = / Pm (@) H pp(x)dr = / on (@) m () (Dlx?) + D2$4) dx

— 00 — 00



A sajétfiiggvényeket beirva és az y = /Bx valtozécserét elvégezve adddik, hogy

H/n:A"Am<ﬁ2 d(n,m,3) + ﬂ(n,m,4)).

Dy
BB
Ez alapjan a sajatérték elsérendi kozelitése

3

2
EW = 1D (T:w) (2n% +2n +1).

Vegyiik észre, hogy a harmadfoku tag elsérendben nem ad jarulékot!

3 Nem elfajult allapotok masodrendii perturbacidja

3.1 A masodrendi jarulék levezetése altalanos esetben
Nézziik most a mabodrendu kozelitést. A wn) fliggvényt is sorbafejtjik a yyg

rendszer szerint 1/)“2) = Znnkgok. Az (1) egyenletben o? egyiitthatéit egyenlévé
k=0
téve és a 1/)7(3) sorfejtését beirva

o0 o0 o0 o
Z M Howr + Z anH/<Pk =FE, Z MnkPk + Er(bl) Z OnkPk + E'y(?)‘pn
k=0 k=0 k=0 k=0

adédik. Atrendezve és skaldrszorozva a wm fliggvénnyel az el6z6 egyenletet kapjuk,
hogy
oo
Ey(f)(smn = Nlnm (Em - En) - Er(bl)Qnm + Z kaH;nk-
k=0

Ha m = n, akkor a sajatérték masodrendii korrekcidja adddik.

E(Q) E(l 0 +Z Hkn nk i%
n nn E,—Ey 4= E,- B

k#n k#tn
Ha pedig m # n, akkor a sorfejtés egyiitthat6it kapjuk.

n _ anHq/nk _ Er(ll)gnm
i E,—-FE, FE,—F,
k=0

Az ismeretlen 7, egyitthatot ismét a normalasi feltételbél hatarozzuk meg. A
normat méasodrendig felirva

9l = (on | @n) + ({80 Ton )+ (on | 00)) +

({47} (60140 + (801 ).

adédik. Igy a ||tn|2 = 1 normélési feltétel a

(on |02 )+ (0 [6D) + (02 | ) =0



egyenletre redukdlédik. A wg) és w?) fliggvényekre vonatkozé sorfejtést behelyet-
tesitve kapjuk, hogy

o0
Nnn + Mpn, = Z ‘an‘z'

Tehat 7, képzetes része szabadon valaszthaté 0-nak.

3.2 Az anharmonikus oszcillator masodrendii kozelitése

Az energiasajatértékek mésodrendii korrekcidéjdhoz, mar minden a rendelkezé-
stinkre all, ,,csupan” az

=~ A2A2 <D1

(2) _
B =2 hom k) \ B2

D 2
B(n, k,3) + ——=0(n, k 4))
VA
k;én

Osszegzést kell elvégezni. Mivel az 0sszeg minden tagjaban megjelenik 9, valéjaban
csak véges osszeggel van dolgunk, ugyanis nyolc tag, amelyekre 0 < |n — k| < 4,
kivételével mindegyik eltlinik. A behelyettesitések és a megmaradd tagok Osszegzése
utdn az

1502 / h\?® 11 Dz [ h\*
E?) :_th; (mw> <n +n+30>_8mi2 (mw> (34n3 +51n% +59n +21)

masodrendi jdrulékot kapjuk. Megjegyezziik, hogy az irodalomban [1, 2, 3]
megtaldlhaté képletek hibasak, az itt szereplének csak a harmadfokhoz tartozé
tagjat tartalmazzak.

4 Megjegyzés a magasabbrendii perturbaciékrol

Az els6 két rendbeli kozelizés kiszamitasdhoz hasznélt médszer tovabb alkalmaz-
haté tetszleges rendi korrekcié meghatarozasara, azonban mind a levezetés, mind
az eredményiil kapott képlet bonyolultsdga gyorsan névekszik. Erre vald tekintettel
a nem elfajult dllapotok magasabb rendi perturbéacidjarél most csak sajatértékek
harmadrendii kozelitésére kapott formulat kozoljik.

B = =B+ i Hyy =

k=0
Hy N |Hlk| m kH
= — n + m
S S
k#n k;én m.;én

Ezen képlet nehéz kezelhet6ségét illusztralja, hogy a példaként targyalt anhar-
monikus oszcillator adatainak behelyettesitése utan az Osszegek kiszamitasa még
szamitégéppel is csak nagy nehézségek utan végezheto el. Ha azonban a perturbacio
csak harmadfoku, azaz a D5 egytitthaté 0, akkor a sajatértékek ezen korrekcidja is 0.
Ugyanis a képletben szereplo els6 Gsszeg elott a perturbaciés operator matrixanak
diagonalis elemei allnak, melyek ebben az esetben mind nulldk, a masodik 6sszegben
pedig az n,m,k indexek koziil legalabb kettd azonos paritasi, igy valamelyik
tényezd itt is mindig nulla. A dolgozatot azzal a megjegyzéssel zarom tehdt, hogy
mig a harmadfoki tag elsé kozelitésben nem ad jarulékot, addig a negyedfoku tag
harmadrendben teszi ugyanezt.
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