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A Schrodinger-egyenlet alakja
Hvy = Ev.

Altaldban nem ismert egzakt megoldas, igy kozelité mddszerekre van sziikség.
Ehhez a Hamilton-operatort megfeleléen fel kell bontani:

H=H,+H,

ahol Hj sajatérték-feladatat egzaktul meg tudjuk oldani,

a H' operétor jaruléka pedig nem tul ,,nagy”.

Végezziik el az aH' — H’ helyettesitést, ahol a a (0,1) intervallumba eso
paraméter, és a H = Hy + oH' operator sajatértékeit és sajatvektorait o
hatvanyai szerint haladé sorként allitjuk elo.

Az eljaras végén a helyére 1-t helyettesitve kapjuk a keresett megoldasokat.



Megoldando:
Hv),, = \,2),, ahol H=H, + H’,

o= o, E, =) o*EW,
k=0 k=0

és Hop, = E,p, megoldasai ismertek.
aH' behelyettesitése utan az egyenlet:

(Ho + oH') (Zoz U ) = (i ozkE,(f)) <§: ozkwff)) .
k=0 k=0

A zaréjeleket felbontva és a két oldalon o megfelel6 hatvanyainak egytitthatoit
egyeztetve egy végtelen egyenletrendszert kapunk:

Hy? = )

n

Hoyy! + HY = BEPvD + B

n n

Hyp® + Hyp® = EOyp® 4 EOy0 4 5O

n n n n



Az els6 egyenletbdl a ,,nulladrendii” kozelités azonnal adodik:
@DT(LO) = Pn; Ev(zo) = b
A masodik egyenlet megoldasahoz felhasznaljuk, hogy H, sajatfiiggvényei

teljes ortonormalt rendszert alkotnak, igy felirhaté a wr(ll) = Z Onk@r sorfejtés.
k=0

Ezt az egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

Z onHopr, + Hpy = E, Z Ok Pk + B ipn.
k=0 k=0

Ezt a ¢, fliggvénnyel skaldrisan szorozva, és a H = {(p, | Hp,) jelolést
bevezetve adodik, hogy

H;rm — Ey(Ll)émn + Onm (En - Em) .



Az m = n valasztassal a sajatérték elsérendii korrekcioja
1
EV =H .
Ha m # n, akkor a sorfejtés egyiitthatoit kapjuk egy kivételével:
H/
o = B By

A 0,, egylitthatot egy normalasi feltételébol hatarozhatjuk meg: megkoveteljiik,
hogy a sorfejtéssel adott 1,-re @ minden rendjében v,, = 1 teljesiiljon.
Ebbdl els6 rendig

)t = <son + oM | o + awﬁf)> = (¢n | n) + 0 <<¢§f) | son> + <<pn | ¢£1)>> ,

igy a feltételhez a
(0 1)+ (| 40 =

egyenletnek kell teljesiilnie.
A @D?(ll) figgvény ¢, szerinti sorfejtését ide beirva o}, + 0,, = 0 adodik, azaz
onn tetszoleges képzetes szam lehet; ezért nullanak valasztjuk.



Az anharmonikus oszcillator elsorendi kozelitése:

i d> D
H=———+—2> DeR"
0 2m dx? + 2" <
H = D2+ Dozt Dy, D, €R

A harmonikus oszcillatort leird
Hop, = Enpn
egyenlet megoldasai

1
E, = 7?w(n+§), ahol n € N

on(x) = Ane_ngHn <\/BZC> :

ahol H,, az n-dik Hermite-polinom, A, normalasi tényezo

- 1/2
T nl
mw

/D
w = 4/ — a szogsebesség, valamint § = —.
m h



Meg kell hatdrozni a H/ = egyiitthatokat. Legyen

d(n,m, k) = / e*IQHn(x)Hm(x)xkda: n,m,k € N.

Han,m > 1 és k > 2, akkor

d(n,m, k) = / e H,(z)Hyp ()" dz =

—0oQ

= —% / (—21:6‘952) (H,(2)Hp ()" 1) da.

Mivel e=*" gyorsan csokkend, és a Hermite-polinomokra H' (z) = 2nH,_;(z)
teljestl, igy

—1
d(n,m, k) =nd(n—1,m, k) +md(n,m-—1k)+ kTﬁ(n,m, k—2)

adodik.



A Hermite-polinomok tulajdonsédgai alapjan tudjuk, hogy
d(n,m,0) = 2"n!\/Td, m,
tovabba
¥ (n,m,1) =nd(n —1,m,0) +md(n,m —1,0).
Ezek alapjdn kiszamithat6 a nekiink kell ¥(n, m, 3) és ¥(n,m,4):

I(n,m,3) =2"n/m0p_om+1 + 2"mIN/T0pi1m—2+
+ 2"_1m!\/%(5n’m_1(3m) + 2m_1n!\/?5n_1,m(3n)
d(n,m,4) =3 - 2" 2T m(2n° + 20 + 1) + 2™/, 1 ma1(2m + 3)+
+ 2"mI/T0n s 1m—1(2n + 3) + 2"/ T2 me2 + 2" M/ Tt m2

A H]  matrixelemekre igy

H!, = (pm | Hlipn) = / ) B () = / ()] (Dh 2 D)
alapjan adodik, hogy
Dl

5 ¥ (n,m,3) +

H = A, A, ( =% ﬁ(n,m,él)) :

B2VB



A sajatérték elsérendli kozelitése tehat

o _ 3 A

EY)=-Dy| — | 2n"+2n+1),
4 mw

azaz a harmadfoku tag elsorendben nem ad jarulékot!

Ez megegyezik az irodalomban szereplo értékkel.



A masodrendi kozelitéshez a megoldandd egyenlet

Hom(?) 4+ ler(}) — ET(LO)wL?) + E(1)¢(1) 4+ E(2)¢(0>.

Ehhez a ¢£3> fuggvényt is sorbafejtjiik: ¢( Z Dl

Ezt behelyettesitve, és skalarszorozva a ¢,, fuggvennyel kapjuk, hogy

E7(L2)5mn = TMnm (Em - En) - E7(11)Qnm + Z kaH
k=0

Ha m = n, akkor a sajatérték masodrendi korrekcidja adodik:

H/ H/ 0 H/2
(2) — _ — __Tnk
B =B Q””ZE Dy
k:#n k;n

Ha pedig m # n, akkor a sorfejtés egyttthatoit kapjuk:

o

anH;nk _ Ev(zl)Qnm
-0 En - Em En _ Em

Nam =



Az n,, egyttthatét a masodrendit normalasi feltételbol hatarozzuk meg.

Y = {on | on) + o (<¢7(11) | ‘Pn> + <90n | ¢§L1)>) +
+ ({on | 9@ + (¥ |4 + (42 | 0n))

fgy a feltétel
(on |92+ (¥ | 60 + (¥? | n) = 0.
Beirva a zﬁg) és zpff) fiiggvényekre vonatkozo sorfejtést adodik, hogy
Mhn + Thp = Z Qik?
k=0

tehat n,,, képzetes része szabadon valaszthaté 0-nak.



Az anharmonikus oszcillator méasodrendii kozelitése az eddigiek alapjan

X A242 /D D 2
n”k (—119(n,k,3)+—219(n,k,4)> :

E?) —
B B3/ B

n
= hw(n — k)
Mivel az 0sszeg minden tagjaban megjelenik a Kronecker-deltat tartalmazé 9,
valojaban csak véges osszeggel van dolgunk, nyolc tag, amelyekre 0 < n—k < 4,
kivételével mindegyik eltlinik.
gy a masodrendfi jarulék

15D} (5’ 11\ D} [ nY
@y LTy B 2 Ll T I L 3 2
E; 4 (mw) (n +n+ 3()) S (mw) (34n°+51n"+59n+21),

melyrol megjegyezziik, hogy az irodalomban megtalalhaté képletekkel nem egyezik,
azok az itt szereplé formuldnak csak a harmadfokhoz tartozd tagjat tartal-
mazzak.




Az itt bemutatott eljaras elvben tetszéleges rendig folytathatd, a szamitasok
elvégzése azonban egyre nagyobb nehézségekbe titkozik. Példaként alljon itt a
sajatérték harmadrendii korrekcidjara kapott formula:

E7(13) = _Eq(zl)nnn + Z n”kHvlzk =

k=0
Hr/m = Hanr/nkH
S22 Z(E Ey)? +ZZ (En — Ep) (B, — Ep)
k#n k;én m;ﬁn

Ennek kiszamitasa a targyalt anharmonikus oszcillatorndl még szamitogéppel
is nehéz. Megjegyzend6 ugyanakkor, hogy ha a perturbacié csak harmadfok,
azaz a Do egyltthatd 0, akkor a sajatértékek ezen korrekcidja is 0. Ugya-
nis a képletben szereplo elsé Osszeg elott a perturbacios operator matrixanak
diagonalis elemei allnak, melyek ebben az esetben mind nulldk, a masodik
osszegben pedig az n,m, k indexek kozil legalabb ketto azonos paritasu, igy
valamelyik tényezo itt is mindig nulla. Tehat mig a harmadfoku tag elso
kozelitésben nem ad jarulékot, addig a negyedfoku tag harmadrendben teszi
ugyanezt.



Osszefoglalds:

megismerkedtem a kvantummechanikai perturbacioszamitas modszerével. En-
nek keretében levezettem az elso- és masodrendi kozelito formulakat, melyeket
egy anharmonikus oszcillator energiaszintjeire alkalmaztam. Az irodalomban
szerepld eredményt az elsorendit kozelitésrol verifikaltam, a méasodrendrol szélo
hibas kozlést kijavitottam.
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