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1 Bevezetés

Az informéaciégeometria nemkommutativ altalanositasat — szérvanyos
kezdeményezésektol eltekintve — az 1990-es években kezdték kidolgozni. Ez a
tudomanyteriilet, mint ahogy a neve is sugallja, a matematika meglehetosen
kilonbozo agait hasznélja eszkozként. A statisztikai alapot a Fisher altal
bevezetett informdaciés mennyiség, a Fisher-informéacié szolgdltatja. A
differencidlgeometria statisztikai alkalmazasat Rao kezdeményezte 1945-ben,
mikor javasolta a Fisher-féle informécios matrix Riemann-metrikaként valo
hasznalatét [17]. Ezaltal bizonyos statisztikai modellek olyan Riemann-
sokasagnak tekinthetdk, amelyben a modell differencidlgeometriai jellemz6i
statisztikai jelentést nyernek [5]. Ezt a mddszert sikeresen lehet alkalmazni a
fizika bizonyos teriiletein is; a Fisher-informacié mélyebb fizikai alkalmazasait
mutatja be példaul a [11] konyv. A statisztika és a differencidlgeomet-
ria ezen Otvozetét nevezik informdacidogeometrianak. Az 1920-as években
korvonalaz6dé kvantummechanika matematikai eszkoztardban jelent meg
a valdsziniségszamitas ujfajta, &altalanosabb megkozelitése, melyet ma
nemkommutativ valészinliségszamitasnak neveznek [13]. A klasszikus
statisztikai modell fogalma, mely szorosan kapcsolédik a Kolmogorov-
féle valdszinliségszamitas fogalmaihoz, altalanosithaté a nemkommutativ
valdszinliségszamitds esetére is [4]. Ezt az altaldnositott statisztikai mo-
dellt szintén Riemann-sokasagga lehet tenni [14]. Az igy nyert matematikai
objektumok képezik a nemkommutativ informaciégeometria vizsgalatanak
targyat. A kvantummechanikai allapottéren értelmezett Riemann-metrikak
statisztikus fizikai alkalmazhatésagara szamos példa ismert, Balian 1986-ban
megjelent [6] cikke azonban tuttérének tekintheté ezen a téren.

2 A dolgozat tematikaja

A nemkommutativ informaciégeometria bemutatasahoz elengendhetetlen
a matematika néhany fejezetének a nagyon vazlatos, célorientalt attekintése.
Foként a statisztika, a valdszinliségszamitds, a differencidlgeometria és a
funkcionalanalizis eszkozeit fogom alkalmazni specidlis esetekben. A beve-
zetett alapfogalmakat, illetve tételeket gyakran (egymésra épiild) példakon
keresztiil mutatom be.

A nemkommutativ informacidégeometria bizonyos teriiletein elért ujabb
eredmények kifejtését harom, elokészité jellegti fejezet elézi meg. Az



els6 fejezetben a statisztika és a klasszikus valdszinliségszamitas azon
alapfogalmait és eredményeit tekintem at, amelyeket a késObbiekben jél
tudok hasznédlni a nemkommutativ esetre valé altalanositaskor. Eloszor
a statisztikai modell fogalmat definidlom, majd példakon keresztiil
ismertetem a két fobb modelltipust, az exponencialis, illetve a kevert
csaladot. Majd a statisztikai modellhez rendelt Fisher-féle informaciét
definidlom, és attekintem ennek fobb tulajdonsagait, tobbek kozott a
paraméterbecslésben kozponti szerepet jatszé6 Cramér—Rao-tételt. Az
entropia fogalma kapcsan roviden megemlitem a fizikaban sokat hasznalt
maximalisentropia-elv eredetét, és bemutatom egy alkalmazasat, eljutva igy a
Gibbs-allapotok fogalmahoz. Ezutan tisztdzom az eloszlasok kozotti tavolsag
(az 4ltaldnositott divergencia) és a Csiszar-féle f-divergencia fogalméat
[8]. Megmutatom, hogy ezen tévolsdgmérsszamok szorosan kapesolddnak
a Fisher-féle informacidhoz. Végil az eloszlasok rendezetlenségére utald
majorizacios relaciot mutatom be, és szamos ekvivalens feltételt ismertetek
a relacio fennéllasara.

A masodik fejezet célja a klasszikus informaciégeometria alapveté esz-
kozeinek a bemutatasa. Néhany példatol eltekintve a sokasag mindig vala-
milyen statisztikai modell lesz a fejezet folyaman. A differencidlgeometriai
alapfogalmak attekintése utdn kozelebbrdl megvizsgalom, hogy milyen kap-
csolat van a Riemann-sokasagban 1évo gomb térfogatanak a sugar szerinti
Taylor-sorfejtése és a sokasdg gorbiiletét jellemzé paraméterek kozott.
Majd megemlitem Cencov tételét [7], mely szerint a diszkrét eloszlason
alapulé statisztikai modellt statisztikailag relevdns mddon lényegében
csak egyféleképpen lehet Riemann-sokasagga tenni. A részsokasig és a
sokasag gorbiilete kozott fennallo kapcsolat lehetéséget teremt arra, hogy
a statisztikai modellek gorbiiletét wjabb moddszerrel is meghatarozhassuk.
Ezt kozelebbrdl is megvizsgalom a diszkrét és a normaélis eloszlas esetében.
Majd egy djabb — geometriai eredetii — tavolsdgfogalmat definidlok, melyet
példaként a tébbdimenziés normélis eloszlas esetében meg is hatarozok.

A harmadik fejezet az informaciégeometria nemkommutativ (kvantum-
mechanikai) altalanositasrdl szél. A kvantummechanika és matematikai mo-
dellje kozti kapcsolatot bemutatd elsé rész utan a klasszikus valdszintiségi
eloszlast altalanositom, eljutva igy a kvantummechanikai allapot fogalmahoz.
Ezen éllapotokra is értelmezhet6 az entrépiafiiggvény és a majorizacios rela-
ci6 tovabbé a (kvantummechanikai) maximélisentrépia-elvbél szarmaztatha-
tok (a klasszikus esethez hasonléan) a kvantummechanikai Gibbs-dllapotok.
A statisztikai modell fogalma is egyszertien definialhaté a nemkommutativ
esetben, azonban a Fisher-féle informacié altalanositasa mar messze nem
egyértelmii. Bemutatom az altalanositas néhany lehetséges valtozatat, vala-



mint a Cencov-tétel kvantummechanikai megfelel6jét, a Petz-féle osztalyozasi
tételt, mely szerint a kvantummechanikai allapottéren értelmezett statiszti-
kailag relevans Riemann-metrikdk bizonyos operatormonoton fiiggvényekkel
indexelhetok. Tehat mig a klasszikus esetben egyértelmi a Fisher-féle in-
formacio, addig a nemkommutativ esetben sok ilyen Fisher-féle informacios
mennyiség 1étezik. Ezek koziil az irodalomban leggyakrabban el6forduldkat
részletesen megvizsgalom; és példéakon keresztiil mutatom be, hogy a klasszi-
kus Fisher-féle informaciohoz kapcsolodd egységes kép hogyan aprozédik fel
a nemkommutativ esetben: példaul mig a klasszikus esetben az entrépiafiigg-
vény masodik derivaltjabdl is és a megfelel6 dimenziéji gombon értelmezett
euklideszi metrikabdl is egyazon Riemann-metrikat lehetett szarmaztatni a
diszkrét statisztikai modelleken, addig a nemkommutativ esetben az els6
modszer a Kubo-Mori-féle Riemann-metrikat adja, a masodik pedig a Wigner—
Yanase-féle Riemann-metrikat generédlja (mely metrikdk Petz osztalyozasi
tétele szerint bar a klasszikus Fisher-féle informacié relevans dltalanositasai,
azonban nem azonosak). Megemlitem tovabbd a Cramér—Rao-egyenl6tlenség
egyik altalanositasat. A relativ entrépidt szintén ki lehet terjeszteni a nem-
kommutativ esetre, és a klasszikus esethez hasonléan igazolhatd, hogy ennek
masodik derivéltja Fisher-féle informéciés mennyiséget general. Ezen relativ
entropidk bizonyos operatorkonvex fiiggvényekkel indexelhetok, és tobbek
kozott kideriil, hogy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étezik bizonyos
operatorkonvex fiiggvények ekvivalenciaosztalyai és a relativ entropiak altal
generalt Riemann-metrikak kozott. Végil a nemkommutativ Fisher-féle in-
formacié, a nemkommutativ relativ entropia, az operatorkonvex és az opera-
tormonoton fliggvények egymassal valé kapcsolatat tisztazom.

A negyedik fejezetben részletesen megvizsgalom a kvantummechanikai
allapotok terének néhany differencidlgeometriailag fontos tulajdonsagat
abban az esetben, ha a Fisher-féle informéaciénak megfelel6 Riemann-
metrikaval latjuk el az allapotteret. El6szor a sokasag gorbiileti
tenzorat hatarozom meg, valamint a bel6le szamolhaté skalargorbiiletet.
Ezen szémitas soran segitséget jelent, hogy a mésodik fejezetben
mar meghataroztam a tobbdimenziés normalis eloszlasok csalddjanak a
gorbiiletét. Majd a skalargorbiilet kiszamitasa utan Petz sejtését, illetve a
sejtés bizonyitasaban eddig elért eredményeket mutatom be. A sejtés szerint
a kevertebb (vagy kaotikusabb) allapotban nagyobb az éllapottér skaldrgor-
biilete, ha az allapotteret a Kubo—Mori-féle Riemann-metrikaval latjuk el.
Ennek az igazolasat neheziti, hogy a skalargorbiiletet meglehetosen bonyolult
formula fejezi ki. Petz sejtése azonban nem igaz, ha az &llapotok terét
tetszoleges Fisher-féle Riemann-metrikdaval lathatjuk el, erre adok példat
a legegyszeriibb, de még nem trividlis kvantumallapotok terén. Majd a



bonyolultabb allapottereken numerikus szimulacidk segitségével elemzem
a skalargorbiilet-fiiggvény viselkedését az irodalomban gyakran el6forduld
Riemann-metrikak esetében. Végiil az allapottérben 1évé gomb térfogatanak
sugar szerinti Taylor-sorfejtését hatarozom meg bizonyos metrikak esetén.

3 ij tudomanyos eredmények

Az aldbbiakban szerepld (tételekre, példdkra és egyenletekre vonatkozo)
hivatkozasok a doktori értekezésben talalhatok meg.

1/a. Statisztikai sokasdgon a gorbiilet jelent&ségét elészor Efron kezdte
vizsgalni 1975-ben [10]. Ez az eredmény (is) motivilja a statisztikai
modellek gorbiiletének a meghatarozasat. Az egyik legtobbet vizsgalt
klasszikus statisztikai modell a diszkrét eloszlasok csaladja. Tetszoleges
n € N esetén legyen X, = {0,...,n}, ekkor az X,, halmazon értelmezett
stirtiségfiiggvények n fliggetlen paraméterrel adhatok meg

p(z,99,...,0,) =0, haz =1, 0<i<n, (1)

ahol ¥y +---+9, = 1. Egy ilyen stirtiségfiiggvényt egyértelmiien jellemeznek
a (¥,...,9,) paraméterek. A valodi n-valtozos eloszlasok halmaza

Vie{l,...,n}:0<19¢<1,219i<1}. (2)

i=1

Pn:{(ﬂl,...,é‘n)

A P, halmaz differencidlhaté sokasag, melyen a Fisher-féle informacids

matrix Riemann-metrikat hatdroz meg. Ennek gi(jF) metrikus tenzora

5WD=2 e ag Vgt g ©
—p(z,d) 00 j i T=2 1V

ahol ¥ = (¥1,...,0,) € Pn.. Igy a (P,,¢™) par Riemann-geometria,
a g™ metrikét pedig Fisher-metrikdnak nevezziik. Minden o € [—1,1]
paraméterhez tartozik egy V(® a-kovaridns derivélds a P, téren. Az a-
konnexiokat Cencov vezette be, fobb tulajdonsagaikat 1982-ben publikalta
[7]. (Az a = 0 paraméterhez tartozik a Levi-Civita-féle kovaridns derivélas.)

Megadom a (P,, g™, V@) téren a Ricci-tenzort explicit alakban
(2.7.  tétel), valamint a tér skalargorbiiletét (2.8.  tétel).



Megmutatom, hogy a (P,,¢®V) tér skalargdrbiilete pontosan
akkor allandé, ha o = 0 teljesiil.

1/b. Tetsz6leges (M, g) Riemann-sokasag esetére 1979-ben Gray és
Vanhecke megadta a tetszoleges sokasagbeli pont koré irt adott sugart gomb
térfogatdnak a sugar szerinti Taylor-sorfejtésének az elsé néhany tagjat [12].
A sorfejtésre vonatkozo eredményiik azonban hibés.

Meglehet6sen hosszadalmas szamolasuk végigkovetése utan
sikeriilt megtaldalnom a helyes sorfejtést, melyet megemlitek a
dolgozatban (2.14. tétel). A (P,,¢'¥)) sokasig esetén explicit
alakban megadom az emlitett sorfejtést (2.15. tétel).

2/a. A tobbvéltozés normaélis eloszlasok statisztikai modelljét a Fisher-
féle informéacioval Riemann-geometridva lehet tenni. Minden n természetes
szamra, tekintsiik a valés n x m-es szimmetrikus pozitiv definit matrixok
halmazat

M ={DeM,R) | D=D* D>0} . (4)

Ekkor minden D € M, mértixhoz tartozik egy normadlis eloszlds, melynek
paraméteres striségfiiggvénye

f:MfxR*"—-R (D,z)— f(D,x) = detDexp(—1

W 5@, D@) . (5)

Tetszéleges D € M,F pont esetén a D pontbeli Tp M, érint6tér azonosithaté
az n X n-es valds, szimmetrikus matrixok halmazdval. Legyen D € M’ és
X,Y € TpM,: érint6térbeli vektor. Ekkor a D € M, pontban a Fisher-féle
informécios métrix altal indukalt Riemann-metrikara

1 9f(D,z)9f(D,z)
r f(D,z) 0X oY
of(Dyx) _ df(D+tX.z) |
X dt =0 -

A (MF,¢g®) tér f6bb geometriai jellemzdit explicit alakban
meghataroztam. Kifejeztem a Riemann-metrikat egyszeri
matrixmiiveletek segitségével (2.23. tétel), és megadtam a
metrika kiszdmitdsanak egy egyszerti moédjat (2.24. tétel). A
vizsgalt Riemann-geometria Levi—Civita-féle kovarians derivalasat,
gorbiileti tenzorat és a tér skalargorbiiletét is meghataroztam
(2.232—-2.236 egyenletek).

2/b. A diszkrét eloszlisok, (specidlis) tobbdimenzids statisztikai
modelljét a Fisher-féle informacioval Riemann-geometridava lehet
tenni. Az emlitett példakban meghatarozom a sokasag

d(D)XY) =

dz (6)

teljesiil, ahol



geodetikusait és pontjai (azaz eloszlasok) ko6zott a geodetikus
tavolsdgot (2.5. — 2.7. példa).

2/c. Az n dimenzids valds (illetve komplex) Hilbert-tér 6nadjungalt,
pozitiv, egységnyomu operatorainak a halmazat n-dimenzids valés (illetve
komplex) allapottérnek nevezziik, melynek az elemei a valés (illetve komplex)
allapotok. Az &llapotot gyakran striségi matrixnak is nevezik. A
valds, illetve komplex n-dimenzids dllapottér belsejét egyformén M jeldli,
amennyiben ez nem okoz félreértést. Ez az M tér a diszkrét eloszlasok
halmazdnak nemkommutativ dltaldnositdsa. Az M halmaz differencidlhat6
sokasag, melyet tobbféle statisztikailag relevans metrikaval lehet Riemann-
geometriava tenni. Fzeket a statisztikai szempontbdl fontos Riemann-
metrikdkat monoton metrikdknak nevezziik. (A monoton metrikdkat altala-
ban K (™-nel jelélém.) Minden monoton metrika egyértelmtien jellemezhetd
egy f :]0,00[— R operatormonoton fiiggvénnyel, melyre minden pozitiv x
esetén f(x) = zf(z™1) teljesiil és f(1) = 1. Az f fiiggvényhez tartozé
monoton metrikét a D € M pontban az X,Y € Tp M, érintévektoron a

KOY(X,Y) = Tv (X(RE,DﬂLn,DRm E,D)‘%Y)) )

kifejezés adja meg, ahol L, p illetve R, p az n X n-es matrixok terén
értelmezett, D-vel valé balrdl illetve jobbrdl szorzas operatora. Az f(x) =
%(1 +/x)? figgvényhez tartozé monoton metrika a K. \(;32( Wigner—Yanase-féle
Riemann-metrika.

Megadom a geodetikusok egyenletét a (M, K‘(;})Y) térben, vala-
mint a pontok (kvantumallapotok) kozotti geodetikus tavolsigot
(3.11. példa).

3. Az (M}, K™) Riemann-tér differencidlgeometriai jellemzdinek a
vizsgalata az 1990-es években kezdddott. A sokasag skalargorbiiletét eloszor
Petz [14] cikke emliti, 6 ezt az (M;,KI%&[) Riemann-sokasdg esetére meg
is hatarozta, ahol K}(<21\)/1 az f(x) = ff)gi fiiggvényhez tartozé (Kubo-Mori-
féle) monoton metrika. A gorbiiletre vonatkozé kovetkez6 eredményt Petz
és Sudéar publikdlta 1996-ban [16], ahol az Mg tér metszetgorbiileteit
hataroztak meg. Az (M, K(™) tér skalargorbiiletét a Kubo-Mori-metrika
mellett valés dllapotok esetén Michor, Petz és Andai [3], komplex dllapotok
esetén pedig Dittmann [9] szdmolta ki.

A wval6és Allapotokra elvégzett szamitasokat a dolgozatban
kiterjesztem tetszGleges monoton metrikara és komplex allapotokra
is. Megmutatom, hogy a kvantumallapotok terén végzett
differencialgeometriai vizsgalédasokat nagymértékben segiti a



tobbdimenziés normalis eloszlasok terének differencidlgeometriai
ismerete (4.1. rész). Ezzel rAmutatok arra, hogy a diszkrét eloszlas
nemkommutativ altalanositiasianak és a tobbdimenziés normalis
eloszlasok csaladjanak a geometriaja hasonld szerkezetii.

4/a. Az elemi térfogati forma sorfejtését felhasznédlva Petz megmutatta,
hogy az allapottér skalargorbiilete az allapot statisztikai bizonytalansagaval,
megkiilonboztethetetlenségével van szoros kapcsolatban [15]. Kvantumme-
chanikai tapasztalatok alapjan varhatjuk, hogy a kevertebb allapotok kevésbhé
megkiilonboztetheték. A matematika nyelvén ez azt jelenti, hogy a fizikailag,
statisztikailag relevdans Riemann-metrikdkbol szarmazo skalargorbiiletnek
egyfajta monotonitasi tulajdonsaggal kell rendelkeznie: ha a D; allapot
kevertebb, mint a D allapot, akkor a Scal(Ds) < Scal(D;) egyenl6tlenségnek
kell teljesiilnie, ahol Scal jeloli a skalargorbiiletet. Petz sejtése szerint a fenti
monotonitasi tulajdonsag teljesiil, ha a kvantumaéllapotok terét a Kubo—
Mori metrikdval 1atjuk el [14]. Petz a 2 x 2-es métrixok &llapotterén be
is bizonyitotta ezt a sejtését [14]. Ezen tilmenden eddig csak numerikus szi-
mulécidkat végeztek a sejtéssel kapcsolatban, amelyek mind megerositették
azt. Erdemes megjegyezni, hogy a klasszikus esetben a sejtés teljesiil, hiszen
ott a skaldrgorbiilet allando.

A sejtés bizonyitasaban eddig elért eredményeimet ismertetem
[1] alapjan. Megmutatom, hogy a sejtésben szerepls egyenl6t-
lenséget hogyan lehet tobb egyszeriibb egyenl6tlenség kovetkez-
ményeként értelmezni; és ezen egyszeriibb egyenl6tlenségek koziil
tobbet bebizonyitok, a tobbi egyenlGtlenség teljesiilését pedig a
Maple-re irt programjaim segitségével valdsziniisitem (a 4.2.1.—
4.2.3. részben).

4/b. Bebizonyitom, hogy ha Petz-sejtése igaz a komplex
allapottéren, akkor teljesiil a valés allapottéren is (4.8. tétel).

5/a. A 2 x 2-es siirliségi matrixok (kvantumadllapotok) terének
a skalargorbiiletét meghatarozom tetszéleges monoton metrika
esetére kétféle mébdszerrel is (4.11. tétel és 4.1. példa). (A
4.1. részben altalanosan levezetett képlet joval egyszeriibb alakot
Olt a jelen esetben.) A skalargorbiilet-fiiggvény Taylor-sorfejtését
meghatirozom a legkevertebb dllapotban (a legkevertebb allapottdl
valé tavolsdg szerint) (4.12. tétel).

5/b. Meghatarozom a 2x2-es sliriiségi matrixok terének a skalar-
gorbiiletét az irodalomban gyakrabban szereplé monoton metrikak
mellett. Egzakt és numerikus moddszerekkel megmutatom, hogy
az eddig ismert monoton metrikakbdl szarmazé skalargorbiilet



monoton a majorizacios relaciora nézve. Ezutan a skalargorbiilet
sorfejtésének a segitségével példat adok olyan monoton metrikara,
melybdl szarmazdé skalargorbiilet nem monoton a majorizacios
reliciora nézve (4.14. tétel) [2].

6. A 3 x 3-as és a 4 x 4-es suriségi matrixok terének
a skalargorbiiletét meghatarozom az irodalomban gyakran el6-
fordul6 monoton metrikdk esetében. Numerikus szimulaciok
segitségével példat adok olyan monoton metrikdakra, melyekbdl
szarmazd skalargorbiilet monoton a majorizacios relaciora nézve
a 2 x 2-es silirtiségi matrixok terén, azonban a 3 x 3-as siliriiségi
matrixok terén mar nem. Szimulacié segitségével valdszintisitem,
hogy bizonyos metrikakbdl szarmazé skalargorbiilet monoton a
majorizaciés relaciora nézve a 4 x 4-es slirliségi matrixok terén.

7. Meghatarozom a 2 x 2-es siliriiségi matrixok terének
kiilonb6z6 differencidlgeometriai jellemzo6it tetsz6leges monoton
metrikdk mellett: a sokasig térfogatat (4.295-4.297 egyenletek);
a geodetikus egyenletét (4.15. tétel); a legkevertebb allapot
koriili gomb térfogatit és annak sugdr szerinti sorfejtését (4.16.
tétel), valamint az irodalomban leggyakrabban el6fordulé monoton
metrikak esetén a tetszdleges allapot koriili gomb térfogatanak
sugar szerinti sorfejtését (4.311-4.326). Tovabba példaként
illusztralom egy adott &allapot koriili gomb alakjat bizonyos
monoton metrikdk esetén (4.3. példa).
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