4. Laplace-transzformacié

Vezessiik be az alabbi jelolést, ahol a € RT paraméter

Cra) = {f 0,00l = R0 lumon és IM € R Va € R : |f(z)] < M ea®

f szakaszonként folytonos minden véges inter- }

Az f € C1,(a) fuggvény Laplace-transzformdltja
L(f):]a,00[ > R p»—)/ f(z)e™P*q .
0

Egy a € R paraméter esetén jeldlje at az a pozitiv részét, azaz a™ = 0 ha a < 0, valamint a™ = a
ha a > 0. Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvények a megadott fiiggvényosztilyba tartoznak, valamint
teljesiilnek a Laplace-transzformaltjukra vonatkozo egyenléségek. A fliggvényeknél a,b € R ésn € N
paraméterek.

1. flz)=a" f e CL(0) L(f)(p) = pﬂl

2 f(x) = cos(az) f € CL(0) L) = m

3. f(z) = sin(az) f € CL(0) L(f)(p) = 7 j_ 22

L f) = e feaa®) LU0 =

5. f(z) = e sin(bx) felL(a®) L(f)(p) = = al;Q T
6 f@)=eeoste)  feCah) L0 = ot
7. f(x) = sh(az) fecula)  LNE) =57

8. f(z) = ch(az) feculla)  LNW) = 5T

II. Az f és g fiiggvények konvoluciéjat az

(f * 9)(x) = / " f(tg(e —tyat

képlettel értelmeziik, amikor az integrél 1étezik. Ha valamilyen f, g € Cy,(a) fiiggvények konvoluciéjira
f* g € CL(a) teljesiil valamilyen a € RT paraméterrel akkor miden p > a esetén

L(f *g)(p) = L(f)(p) - L(g)(p)-

Ennek segitségével igazoljuk, hogy az alabbi Laplace-transzformaltak a megadott fiiggvényekhez
tartoznak. A feladatokban a > 0 paraméter.

L L) = ﬁ o) = L con(va)
2. L(f)p) = m @) = m_il#
LN = ooy f) =
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ITI. Legyen f € C,(a) n-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor

n—1

LF™)p) =p"L(f)(p) = Y _p"FFH(0)

k=0

teljestl.

IV. Az alabbi differencidlegyenletek oldjuk meg Laplace-transzformaciéval, ahol f € Cr,(a) folytonosan
differencidhaté fiiggvény és A, B, C' € R paraméterek.
1. Tekintsiik az y” + 2y’ + 2y = f egyenletet az y(0) = A és y/(0) = B kezdeti feltételekkel.
Igazoljuk, hogy ekkor

1 p+1

L(y)(p) = L(f)(p) - + (A + B)

(p+12+1 " “(p+r1)2+1 (p+12+1
és ennek megfelelden a differencidlegyenlet megoldasa
sin B o
y(z) = (f * ep) (x) + Ae “cosxz + (A+ B)e “sinz.
X

2. Tekintsiik az vy — 2y" + y' — 2y = f egyenletet az y(0) = A, y'(0) = B és 3y”’(0) = C kezdeti
feltételekkel. Igazoljuk, hogy ekkor

B 1 1 p?
ﬂ(y)(p)— ‘C(f)(p) (piz)(pQJrl) +p72 'p2+1+
1 » 1 1
HB - 24) =5 Gy H(A-2B 4 C)

és ennek megfeleléen a differencidlegyenlet megoldasa
y(x) = (f % (exp)? * sin) () + Ae®® fA((exp)2 * sin) (z)+

+(B — 24)((exp)? * cos) (z) + (A — 2B + C) ((exp)® * sin) (z),

azaz (exp)?
- exp) — 2sin — cos
y@) = ( - “f) @)+
A+C ,, —2A+4+5B-2C . 4A-C
+ 5 e + 5 smzx + COS .

3. Tekintsiik az
Il(t) = Ig(t) —cost Ig(t) = 7l‘1(t) +sint

egyenletrendszert az x1(0) = A és x2(0) = B kezdeti feltételekkel. Igazoljuk, hogy ekkor a
keresett fiiggvények Laplace-transzformaltjai

1 1 p 1
- 2 A B
L)) == P2 T T B
1 1
£(22)(p) . -

=92 . B _
P A R R

vagyis
x1(t) = Acost + Bsint — tcost

x9(t) = Beost — Asint + tsint.
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