2. Relaciok, fiiggvények

I* . Legyen A, B és C tetszbleges halmaz. Bizonyitsuk be az aldbbi azonossigokat.
1. (AUB)XC—(AXC)U(BXC)
2. (ANB)xC=(AxC)N(BxCOC)
3. (A\ B) ><C’ (AxC)\ (Bx()
4. (AxB)U(CxD)=(Ax(B\D))U((A\C)x (BND))U(C x D)

IISY | Legyen R C X x X reldcié. Bizonyitsuk be a kivetkezOket.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.
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. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.
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4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R Cidx.
5. Pontosan akkor teljesiil, hogy R~! o R =, ha R = .

IIT1A . Az aldbbi reldcidk koziil melyik reflexfv, tranzitiv, antiszimmetrikus, szimmetrikus, rendezés,
illetve ekvivalenciarelacié? Az ekvivalenciareldcidknal adjuk meg az ekvivalenciaosztalyokat és a fak-
torhalmazokat.

L {(z,y) e RxR| 2? +y? <1}

2. {(z,y) e RxR| zy =1}

3. {((z1,11), (z2,92)) € RZ x R?| Fe € R((w1 — w2 =2¢) A (y1 — y2 = 3¢)) }

IVGY | Bizonyitsuk be az aldbbiakat.
1. Ha A halmaz és {z,y} € A, akkor z,y € UA.
2. Ha A halmaz és (z,y) € A, akkor z,y € UU A.
3. Ha f fliggvény, akkor Ran f,Dom f € P (UU f).
4. Ha f: A — B fiiggvény, akkor f € P (P (P (AU B))).
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VA | Legyen f fiiggvény. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor injektiv, ha f fiiggvény.

VIGY | Legyen A, B és C tetszéleges halmaz. Mutassuk meg a Descartes-szorzat definiciéja alapjan,

hogy
Ax (BxC)=(AxB)xC

nem minden esetben teljestil.

VIIA . Mutassuk meg, hogy a relicié kompozicidja asszociativ miivelet. Vagyis minden Ry C X x Y,
Ry CY X Z és R3 C Z x V relaciora

(R30 Rs)o Ry = Rz o (Ryo Ry)
teljestl.

VIIIY . Mutassuk meg, hogy a kivélasztasi axiéma ekvivalens azzal, hogy minden fiiggvénynek létezik
jobbinverze. Azaz minden f fiiggvényhez létezik olyan ¢ : Ran f — Dom f fiiggvény, hogy fog =
idRan f-
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IX" | Legyen (A;); olyan halmazrendszer, melynek minden A; halmaza egyelemii. Vagyis
VieI((3x(xe )NV, y((xedinye ) —x=1y))).

A kivalasztdsi axiéméra valé hivatkozéas nélkiil mutassuk meg, hogy H A; # 0.
iel

XGY | Mutassuk meg, hogy egy hdromelemfi halmazon

1. a relacidok szdma 512;

2. a reflexiv relaciok szama 64;

3. a szimmetrikus relacidk szama 64;

4. az antiszimmetrikus reldciék szama 216;

5. a tranzitiv reldcidk szama 171;

6. a reflexiv és szimmetrikus reldciék szdma 8;

7. a reflexiv és antiszimmetrikus relacidk szama 27;

8. a reflexiv és tranzitiv reldcidk szama 29;

9. a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciék szama §;

10. a szimmetrikus és tranzitiv relacidk szama 15;

11. az antiszimmetrikus és tranzitiv relacidk szama 152;

12. a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus relacidk szama 1;
13. a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciék szama 5;

14. a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok szama 19;

15. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv relaciék szama 8;
16. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciék szama 1.

XIM . Legyen n € N\ {0}. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmazon
a relécick szama 2("°);

a reflexiv relacik szdma 27("—1);
. . [y . n(n+1)
a szimmetrikus reldcidék szama 27 2z
. . (s [ n(n=1)
az antiszimmetrikus reldcidk szdma 2”37 2z ;
;o . . L, ., , n(n—1)
a reflexiv és szimmetrikus relaciok szama 2= =z
n(n—1)

a reflexiv és antiszimmetrikus relaciok szama 37— 2z ;

a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciok szama 2';

a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus reldcidk szama 1;
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a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciok szama FE,,, ahol az F,, sorozatot a Eg =1, B4 =1
kezdeti értékekkel és n > 2 esetén a

n—1
n—1
E, = E
> (" )m

rekurziéval definidlhatjuk;
10. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv relaciok szama 2™;

11. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok szama 1.
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