
7. A valós és a komplex számok elemi topológiája

IA . Legyen A = ]−2,−1[ ∪
{

1

n
∈ R |n ∈ N \ {0}

}
∪ [2, 3]. Határozzuk meg az A halmaz belső,

torlódási, határ és izolált pontjait az R illetve a C számtest felett.

IIA . Igazoljuk, hogy az R vagy C egy részhalmaza pontosan akkor zárt, ha tartalmazza az összes
torlódási pontját.

IIIA . Igazoljuk, hogy a Q + iQ halmaz sűrű a C halmazban.

IVGy . Igazoljuk, hogy minden r ∈ R+ és x ∈ K esetén

{z ∈ K| |x− z| < r} = {z ∈ K| |x− z| ≤ r}

teljesül.

VA . Bizonýıtsuk be, hogy ha az A ⊆ R halmaz alulról korlátos, akkor inf A ∈ A, illetve, ha felülről
korlátos, akkor supA ∈ A.

VIA . Mutassuk meg, hogy ha A ⊆ R olyan halmaz, mely zárt és nýılt, akkor A = ∅ vagy A = R
teljesül.

VIIH . Jelölje P a pŕımszámok halmazát. Használjuk fel azt a számelméleti tételt, mely szerint minden
x ∈ Q \ {0} számhoz egyértelműen létezik olyan egész értékű (µp(x))x∈P sorozat és olyan e ∈ {−1, 1}
elem, hogy a {p ∈ P| µp(x) 6= 0} halmaz véges, és

x = e
∏
p∈P

pµp(x)

teljesül. Legyen p ∈ N tetszőleges pŕımszám, és definiáljuk az

|·|p : Q→ R x 7→
{
p−µp(x), ha x 6= 0;

0, ha x = 0

függvényt. Igazoljuk, hogy |·|p abszolútérték.

VIIIH . Legyen G zárt, valódi részcsoportja az (R,+, 0) csoportnak. Igazoljuk, hogy ekkor létezik
olyan a ∈ R+ szám, melyre G = {na| n ∈ Z}.
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