
14. A folytonosság következményei

IA . Bolzano-tétel következményei.

1. Bizonýıtsuk be, hogy minden páratlan fokszámú polinomnak van zérushelye.

2. Bizonýıtsuk be, hogy ha f : [a, b]→ R folytonos, és Ran f = [a, b], akkor létezik olyan x0 ∈ [a, b],
amelyre f(x0) = x0.

3. Mutassuk meg, hogy létezik olyan x0 ∈
[
0,
π

2

]
, melyre x0 sinx0 =

π

4
.

4. Legyen n ∈ N \ {0}, I ⊆ R intervallum, (xi)i=1,...,n ∈ In és f ∈ C(I,R). Igazoljuk, hogy létezik
olyan x0 ∈ I pont, melyre

f(x0) =
1

n

n∑
i=1

f(xi)

teljesül.

5. Legyen f ∈ C([0, 2] ,R). Mutassuk meg, hogy létezik olyan u, v ∈ [0, 2], melyre

v − u = 1 és f(v)− f(u) =
f(2)− f(0)

2
.

IIA . Egyenletesen folytonos-e az f(x) =
1

x
, a g(x) = x2 és a h(x) =

1

1 + x2
függvény a ]0, 1], [1, 2] és

a ]0,∞[ intervallumon?

IIIGy . Bizonýıtsuk be, hogy a sin és a cos függvény egyenletesen folytonos az R halmazon, valamint

az
1

idR
és a sin

1

idR
függvény nem egyenletesen folytonos a ]0, 1[ intervallumon.

IVA . Legyen a ∈ R és f ∈ C([a,∞[ ,R) olyan függvény, melyre lim
∞
f ∈ R. Igazoljuk, hogy ekkor f

egyenletesen folytonos az egész [a,∞[ halmazon.

VA . Számoljuk ki az alábbi határértékeket, ahol a, b ∈ R paraméterek.

1. lim
x→0

eax−1− ax
x2

2. lim
x→0

eax− cos(bx)− sin(bx)

x

3. lim
x→0

ch(ax) + cos(ax)− 2

x4

4. lim
x→0

sh(ax) + sin(ax)− 2ax

x5

5. lim
x→0

eax− cos(ax)− sin(ax)

x (ebx− cos(bx))
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