17. Magasabbrendii derivaltak

I* . Példak a Jensen-egyenlStlenségre.

n n
1. Igazoljuk, hogy minden aq,...,a, € RY, z1,..., 2, € RT szdmra, az X = sz és A = Zai
i=1 i=1
jelolések mellett

Xlog & < Zn: log =
og — x; log —
g i 2 i 108 Py
teljesiil. (Segitség: Tekintsiik az idg - log fliggvényt.)
2. Igazoljuk, hogy minden ai,...,a, € RT, z1,...,2, € RT és y1,...,y, € R" szdmra, az A =
n

Z a; jelolés mellett
i=1

n n n
A Hztllz 4 oA Hy;h < 4 H(Il eri)ai
1=1 1=1 1=1

teljestil. (Segitség: Tekintsiik a log(1 + exp) fiiggvényt.)

II%Y . Fiiggvények konvexitdsa.

1. Legyen a,b € R, a < b és legyen f : [a,b] — R konvex fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ha 1étezik
olyan ¢ € |a, b szdm melyre f(a) = f(c) = f(b), akkor az f fiiggvény &llandé.

2. Legyen f,g: R — R olyan konvex fiiggvény, melyre g monoton névé és Dom(g o f) intervallum.
Mutassuk meg, hogy ekkor a g o f fliggvény is konvex.

3. Legyen f : Rt — R kétszer differencidlhaté fggvény, tovabbd legyen g : RT — R, g(z) =
f(2z7"). Bizonyitsuk be, hogy az idg+ f fiiggvény pontosan akkor konvex, ha a g fiiggvény
konvex. (Igaz marad-e az &llitds, ha f nem kétszer differencidlhaté?)

4. Legyen I C R intervallum és f : [ — R kétszer differencialhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

a logof fiiggvény pontosan akkor konvex, ha f - f” > (f')2.

114 . Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények 0 koriili Taylor-sorét és annak konvergenciatartomanyat.
7—5z
= (4o +2) e = sin’(3 h(z) = ————
f@) = (e +2)e™ o) =swt(@)  h(r)=
IV | Legyen f € C?(R*,R) olyan fiiggvény, melyre f és f” korldtos. Igazoljuk, hogy ekkor f’ is
korlatos valamint ha k € {0,1,2} esetén My = sup |f*)(z)], akkor M? < 4 My M, teljesiil.

z€RT

VA | Igazoljuk, hogy az alabbi sorok konvergensek (ahol z € R).
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LY (1) 2 Y (1-cos]) 3. i(llf—sinllc)
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VI®Y | Legyen a,b € Rt és o € R. Mutassuk meg, hogy

ey 14+2)—1
lim ¢ ar + =+Vab és lim % =q.
z—0+ 2 z—0 T
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