2. Metrikus terek alapjai
I* . Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Mutassuk meg, hogy az X halmaz pontosan akkor zrt,
ha tartalmazza az Osszes torlédési pontjat.
IS . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen Ei, ..., E, C M. Mutassuk meg, hogy ekkor

n n n n
Int(ﬂEk>:ﬂIntEk és UEk=U7.
k=1

k=1

ITISY . Legyen (M,d) metrikus tér és legyen (E;)ie; a M részhalmazainak tetszoleges rendszere.
Bizonyitsuk be a kévetkezoket.

1. Int (ﬂ E> C ﬂIntEi

iel iel
2. Int (U E> ) UIntEi
el el

3. ﬂEgﬂF

i€l i€l

4. UEQUF

i€l i€l

IVA | Tekintsiik az (R?, dy) metrikus térben az X = (0 x R) U (1 x R) alteret. Adjunk meg olyan x
pontot és r > 0 szdmot, melyre az (X, do|x xx) metrikus altérben

{y € X d(x,y) <r} #{y € X| d(z,y) <r}

teljestl.
VA . Mutassunk példét olyan halmazra metrikus térben, mely korldtos és zart, de nem kompakt.

VI# . Definidljuk az aldbbi leképezéseket.

di:RxR—R (z,y) — |arctg x — arctg y|
dy:RxR—=R (z,y) — |e¥ —eY

Mutassuk meg, hogy (R,d;) és (R, d3) nem teljes metrikus terek.

VII®Y . Legyen M egy nem iires halmaz és d : M x M — RJ egy olyan leképezés, melyre
1. minden z,y € M elemre d(z,y) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha = = y;
2. minden z,y,z € M esetén d(z,y) < d(z,z) + d(y, ).

Igazoljuk, hogy (M, d) metrikus tér.

VIIIA . Legyen (M,d) metrikus tér. Igazoljuk, hogy az aldbbi d; : M x M — Rt (i = 1,2,3,4)
fliggvények is metrikat hataroznak meg.
d(z,y)

dy(z,y) = min(d(z,y),1) da(z,y) = T+dy)

d3(z,y) = log(d(z,y) +1) da(z,y) =+/d(z,y)

IXA . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen f: RT — R* olyan fiiggvény, melyre
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1. f(0) =0 és minden x > 0 esetén f(z) > 0;

2. f monoton novo;

3. minden z,y € R esetén f(x +y) < f(x) + f(y).
Mutassuk meg, hogy ekkor (M, f o d) is metrikus tér.

XA . Definidljuk a

d:NxN-—RF (n,m)»—){ L+ o=, bha m#n
0 ha m=n

fliggvényt.
1. Bizonyitsuk be, hogy (N, d) metrikus tér.
2. Adjunk példdt olyan N halmazban haladé (ng)ren sorozatra és az Rt halmazban haladd (7x)ken

szigorian monoton fogyé sorozatra, melyre minden k& € N esetén rp, > 1, By, (npy1) C

B, (ng), de ﬂ B, (ng) = 0.
keN

XI" . Legyen (M,d) olyan metrikus tér, melyben M korldtos halmaz. Jelélje F(M) az M tér nem
ires zart részhalmazinak a halmazat. Definidljuk az alabbi fiiggvényeket.

p: F(M)x F(M) —R" (A, B) — sup (inf d(;v,y))
rcA \YEB
d:F(M)x F(M)— R" (A, B) = max(p(A, B), p(B, A))
Mutassuk meg, hogy (F(M),d') metrikus tér.
XII" . Definidljuk az aldbbi fiiggvényeket.

a: F(N,N) x F(N,N) — R" (f,9) » min{n e N| f(n) # g(n)}

2+a(f,g) g
d: F(N,N) x F(N,N) 5 R*  (f,9) =< T+alf,g) 9
0 ha f=g.

Igazoljuk, hogy (F(N,N), d) metrikus tér.
XIIY . Legyen (M, d) metrikus tér és tetszéleges A C M halmaz esetén legyen

IntA={xeM|3IreR": B.(x)C A},
ExtA={zeM|3IreRt: B.(z)nA=0},
FrA={zeM|VreR": B, (x)NA#0 A B, (z)\ A#0}.

1. Mutassuk meg, hogy minden A C M esetén teljesiilnek az aldbbiak.

Ext Ext ExtExt A = ExtExt A Ext Ext ExtInt A = ExtInt A
ExtExtIntFrA =IntFr A ExtExtFr A =IntFr A
FrExtExtInt A =FrExtInt A FrExt Ext Ext A = FrExt Ext A

FrExtIntFr A =FrIntFr A
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2. Legyen A C M tetszdleges halmaz. Mutassuk meg, hogy ha véges sokszor alkalmazzuk egymaés
utdn az Int, az Ext és a Fr halmazmiiveleteket az A halmazra, akkor azokat mindig le lehet
roviditeni négy halmazmiiveletre.

3. Legyen A C M tetszdleges halmaz. Mutassuk meg, hogy ha véges sokszor alkalmazzuk egymaés
utdn az Int, az Ext és a Fr halmazmiiveleteket az A halmazra, akkor legfeljebb 25 kiilonbozé
halmazt kaphatunk.
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