3. Metrikus terek tulajdonsagai

IGY . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen z € M.

1. Mutassuk meg, hogy az {«} halmaz pontosan akkor sehol sem sfirti, ha x nem izoldlt pontja az
M térnek.

2. Mutassuk meg, hogy ha M nem iires, teljes metrikus tér, melynek nincs izoldlt pontja, akkor az
M halmaz nem megszamlélhatéan végtelen.

IT" . Igazoljuk, hogy nincsen olyan f : R — R fiiggvény, mely csak a raciondlis pontokban folytonos.
Utmutatds: Legyen (Mi,dy), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — Ms. Definidljuk f ingadozds
figguényét a

wg: M =R x+— inf diam f (B,(z))
reRt

képlettel, ahol adott X C Ms halmaz esetén

diam(X) = { sup {d(x,y)o\ z,y € X} ﬂi § ig

az X halmaz dtmérdje.
1. Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € M; pontban, ha wy(a) =0
teljesiil.

2. Mutassuk meg, hogy minden ¢ € R esetén W (]—o00,¢[) nyilt halmaz. (Vagyis minden ¢ € R
szdmra az
{a € My| wy(a) < c}

halmaz nyilt, amit azt jelenti, hogy az wy figgvény felilrél félig folytonos.)

3. Mutassuk meg, hogy a c_ujlc (0) halmaz eléall megszémldlhatéan sok nyflt halmaz metszeteként.
(Melyet ugy fejeziink ki, hogy &} (0) G5 halmaz.)

4. Mutassuk meg, hogy Q nem G5 halmaz.

ITI. Példak lokalis kompakt és nem lokalisan kompakt terekre.

14 . Legyen M = Q és minden p,q € Q esetén legyen d(p,q) = |p — q|. Mutassuk meg, hogy az
(M, d) tér nem lokdlisan kompakt.

26 Legyen M = {(z,y) €R?* | (z=0 Ay=0) V (z>0)} és legyen d az euklideszi metrika
megszoritdsa az M halmazra. Mutassuk meg, hogy az (M, d) tér nem lokélisan kompakt.

1
3% . Legyen M = {(x,y)GRQ | (z=0 Ay=0) Vv <x>0 A y:sin)} és legyen d az euk-
x

lideszi metrika megszoritdsa az M halmazra. Mutassuk meg, hogy az (M, d) tér nem loklisan
kompakt.

IVA | Tekintsiik az (R3, ||-||,) térben haladé a,b: N — R3 sorozatokat, ahol minden n € N esetén

an<ni1 W,(\/ﬁm) és bn<i31k,cos(mr),<1 2 >n>

k=0

Hatarozzuk meg a lima és a lim b hatarértéket, ha létezik.

VA | Legyen M = [1,00[ a megszokott (euklideszi) metrikdval. Kontrakcidk-e az aldbbi f : M — M
fliggvények?
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1. Kontrakcidk-e az f: M — M, f(z) = Va2 + 1 fliggvény?

2. Kontrakcidk-e az f: M — M, f(x) = g

3. Tgazoljuk, hogy ha f : M — M olyan fiiggvény, mely folytonos és differencidlhaté az |1, 00|
halmazon, valamint létezik olyan K € [0,1[, melyre minden z € ]1,00[ esetén |f'(z)] < K
teljesiil, akkor f kontrakcio.

1
+ — fiiggvény?
2z

VIA . Mutassuk meg, hogy minden kompakt metrikus tér teljes.

VIL Legyen a,b € R, a < b. Norma-e a C*([a, b] ,R) vektortéren a
A Iflly = sup [f(@)|+ sup |f'(2)];

z€[a,b) z€[a,b)
28 fll, = Sl[lpb](lf(l”)l + £ (@)D
xreE|a,

b
395 Iflly = | £(a)] +/ It

leképezések valamelyike?
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