4. Normalt terek

I . Legyen (V,||-||) normélt tér. Pontosan akkor létezik a V vektortéren olyan skalaris szorzas mellyel
V prehilbert-tér, ha minden x,y € V vektorra
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4yl + [l —ylI” = 2]z + 2|yl
teljestl.
I1SY . Mutassuk meg, hogy normélt térben minden nyilt és zart gomb konvex halmaz. (Vagyis minden
a €V ésreRT esetén
Va,y € Br(a)Vt € [0,1] : tz+ (1 —t)y € Br(a)

Vz,y € Br(a)Vt € [0,1] : tz+ (1 —t)y € Br(a)

teljesiil.)

" . Legyen (V, ||-||) normalt tér és legyen X C V konvex halmaz. Azt mondjuk, hogy az a € X
pont az X halmaz extremdlis pontja, ha

Ve,ye XVt e [0,1]: te+(1—t)y=a = tec{0,1}.

1. Minden p € [1,00[ esetén adjuk meg a B;(0) halmaz extremélis pontjait az (R?, |-[|,,) térben.

2. Adjuk meg a B;(0) halmaz extremélis pontjait az (R?, ||-|| ) térben.

3**. Mutassuk meg, hogy a (Co(R,R),||-||,,) térben a B;(0) gémbnek nincsen extremalis pontja,
ahol Cy(R, R) jeloli az R — R folytonos, kompakt tart6ji fiiggvények halmazat.

IVA . Legyen az A : R? — R? linedris leképezés métrixa a kanonikus (e; = (1,0), e = (0,1)) bazisban
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Hatéarozzuk ||A|| értékét, ha
LA (R ) = R )

2. A (R% ]l) = R[5
3. A (R [|lo0) = (B ]l0)-

VA . Legyen (V,|-]|) normalt tér n € N\ {0} és A € #"(V,R). (Vagyis A : V" — R folytonos
n-linedris leképezés.)

1. Mutassuk meg, hogy ha A szimmetrikus negativ definit leképezés, akkor n paros szam.

2. Mutassuk meg, hogy ha A szimmetrikus pozitiv definit leképezés, akkor n péros szam.

3. Mutassuk meg, hogy az n > 1 esetben ha A szimmetrikus és antiszimmetrikus, akkor A = 0.
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. Mutassuk meg, hogy az n = 2 esetben létezik olyan A; szimmetrikus és As antiszimmetrikus
operator, melyre A = A + A,.

VI# . Legyen (V,||-|) normalt tér n € N\ {0} és A € #"(V,R).

Ha A szigorian pozitiv definit, akkor pozitiv definit.

Ha A szigorian negativ definit, akkor negativ definit.

Ha dim V' < 0o és A pozitiv definit, akkor szigorian pozitiv definit.

o~ W=

Ha dim V' < 0o és A negativ definit, akkor szigorian negativ definit.
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