6b. Approximéciéd

I* . Legyen f € C([0,1],R). Mutassuk meg, hogy ha minden n € N esetén
1
L / f(z)z™ dz = 0 teljesiil, akkor f = 0;
0

1
2. / f(z)x™ da = 0 teljesiil, akkor f = 0;
0
1
3. / f(x)e™ da = 0 teljesiil, akkor f =0.
0
IS . Legyen f € C([0,1],R). Mutassuk meg, hogy ha minden n € N esetén
1 1
/ f(@)sin(nx)dz = / f(@)cos(nx)dz =0
0 0

teljesiil, akkor f = 0.

1% . Legyen f € C([0,1],R). Mutassuk meg, hogy ha minden n € Nt esetén
1
/ flz) (2" (1 - :17)2)// dz=0
0
teljesiil, akkor f linedris.

IVA | Legyen a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d.
1. Mutassuk meg, hogy minden f € C([a,b] X [¢,d],R) fliggvényhez és e > 0 paraméterhez 1étezik

olyan n € N, valamint minden k& = 1,...,n esetén léteznek olyan a; € C([a,b],R) és 5; €
C([c,d] ,R) fliggvények, melyekre
n n
F=> B = sup Fla,y) =D an(@)Br(y)| < e
=1 sup (z,y)€la,b] X[c,d] =1
teljesiil.

2. Mutassuk meg, hogy minden f € C([a,b] X [¢,d],R) fiiggvényhez és e > 0 paraméterhez létezik
olyan n € N, valamint minden k£ = 1,...,n esetén léteznek olyan «;, 5; : R — R polinomok,
melyekre

F=> B = sw  |f(wy) =Y an(@)Brly)| <e
=1 (z,y)E€la,b] x[c,d] h—1

sup

teljestl.

VH | Legyen (M, d) és (M',d") kompakt metrikus tér. Mutassuk meg, hogy minden f € C(M x M',R)

fiiggvényhez és € > 0 paraméterhez létezik olyan n € N, valamint minden k£ = 1,...,n esetén léteznek
olyan o; € C(M,R) és §8; € C(M’,R) fiiggvények, melyekre
F=Y Bl = sup |flzy) =D al@)B(y)| <e
k=1 (z,y)€TXT' =1

sup

GY . Gyakorl6 feladat; # : Alapfeladat; H : Halad6 feladat.
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teljestl.

VI* . Legyen a,b € R, a < b, W a C([a,b],R) tér konvex fiiggvényeinek a részhalmaza, azaz
W ={f € C([a,b] ,R)| f konvex}, valamint legyen

A=W -W (:{f—g\ f,QGW})'

1. Mutassuk meg, hogy A linearis altér.
2. Mutassuk meg, hogy minden f,g € W fliggvényre sup(f,g) € W teljesiil, ahol

sup(f,g) : [a,b] = R x> sup(f(z),g(x)).

3. Legyen fi, f2, 91,92 € W. Mutassuk meg, hogy

sup(f1 — g1, fa — g2) = sup(f1 + g2, f2 + g1) — (91 + g2)

teljesiil; vagyis minden hq, he € A esetén sup(hq, ha) € A.
4. Mutassuk meg, hogy minden f € A fiiggvény esetén |f| € A teljesiil.
5. Mutassuk meg, hogy A sfirti a (C([a, ], R), [||l,,,) térben.
VIIT . Legyen
{}:R—=>R x+— min{|lr —n| | n € Z},

valamint minden n € N esetén legyen

{10z}
10m 7

fmR—=R T

o0

tovabba legyen f = Z fn. Mutassuk meg, hogy Dom f = R, az f fiiggvény folytonos, de egyetlen
n=0

pontban sem differencialhaté.

VIIIY | Legyen fy = idjo,1), vagyis fo : [0,1] — [0,1], f(z) = . Definidljuk az
fn(32), ha =z €[0,1/3[;
Fosa () = % . 1, ha e [1/3,2/3];
1+ fn(3z—2), ha te[2/3,1]
rekurziéval az (fp)nen fliggvénysorozatot.

1

1
1. Igazoljuk, hogy minden n € N esetén || frr1 — fnll < 3 lfn — fr—1ll, valamint || f1 — fo| = 5

2. Igazoljuk, hogy létezik az f = lim f, pontonkénti hatarfiiggvény, és f folytonos.
n—oo

3. Igazoljuk, hogy f monoton név6, majdnem mindeniitt differencidlhatd, f’ = 0 majdnem min-
deniitt, valamint f(0) =0 és f(1) = 1.
(A fenti f fiiggvényt nevezik orddglépcsd figgvénynek.)
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Xt |

Minden v : [0,9] = R xR ¢ — (y1(t),72(¢t)) fiiggvényre jelolje Ty azt a [0,9] — R x R

fliggvényt, amelyre minden ¢ € [0, 9] esetén

(T)(#) = (1 = n(t),72())-

Tteraciéval értelmezziik azt a [0, 9] — R xR fiiggvényekbdl 8116 (v, )nen sorozatot, amelyre 7o : [0,9] —
R xR; t+— (t,t), és minden n € N esetén 41 : [0,9] = R X R az a fliggvény, amelyre t € [0, 9] esetén

= =

Y (9t), ha t€0,1[;
(Tyn)(9(t = 1)) +(0,1), ha te[1,2[;
Y (9(t — 2)) + (0,2), ha te[2,3];
—(Ty)9(t—3)) +(2,3), ha te[3,4[;
Yni1(t) = 3 (9t —4)) +(2,2), ha tel45];
—(Tv,)(9(t—5))+(2,1), ha te€][5,6];
T (9(t — 6)) + (2,0), ha te[6,7[;

(T’yn)(g(t - 7)) + (27 ]‘)ﬂ ha te [77 8[;

T (9(t —8)) + (2,2), ha te€[8,9].

Rajzoljuk le a v1 és a o fliggvényt!
Mutassuk meg, hogy minden n € N esetén -y, folytonos.
Mutassuk meg, hogy minden n € N esetén Ran(y,,) C [0,1] x [0, 1] és Ran(vy,) C Ran(yn+1)-

Igazoljuk, hogy minden k < 9 és n € Nt természetes szamra, valamint ¢ € [g, %] pontra

1
[Vn+1(t) = Y (t)lloo = §||'yn(9t —k) = yn—1(9t — k) o

teljesiil.
Igazoljuk, hogy ha m,n € N, akkor
3/2

sup [y (t) =1 ()lle < oy
te[0,1] ’

. Igazoljuk, hogy a (vn)nen fliggvénysorozat a [0,1] intervallumon egyenletesen konvergens,

valamint legyen v = lim ~,.
n—roo
Igazoljuk, hogy a v fiiggvény olyan [0, 1] x [0, 1] halmazban haladé folytonos {v, melyre

Ran(y) = U Ran(v,),
neN

D:{(gm,?)m) |jkymeN, jk<3 }

halmaz része az Ran(y) halmaznak, és siirfi a [0, 1] x [0, 1] halmazban.

Igazoljuk, hogy Ran(y) = [0, 1] x [0, 1].

Igazoljuk, hogy minden n € N esetén létezik olyan folytonos v : [0, 1] — [0,1]" fiiggvény, melyre
Ran(vy) = [0,1]" teljesiil.

és a
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