10. Inverz— és implicitfiiggvények derivalasa

1A . Legyen

f: R} R? (z,y,2) — (Py 4+ 222, 2% + 22 — yz, 2% + 2% — 2y2).

1. Mutassuk meg, hogy az f fliggvény invertalhaté az (1,1,1) pont egy U kornyezetében.
2. Legyen g = (f|U)71. Hatérozzuk meg a (Dg)(2,1,1) linedris leképezést.

114 . Igazoljuk, hogy az

xcosy2+?+y:2x

egyenletnek létezik olyan x — y(z) implicit fiiggvénye, mely dthalad a (0,0) ponton, valamint frjuk
fel ennek az x — y(x) fiiggvénynek a (0,0) pontbeli érintdegyenesének az egyenletét!

2y
X

IISY . Igazoljuk, hogy az
y+2?siny +sinz =1

egyenletnek létezik olyan x — y(z) implicit fiiggvénye, mely dthalad a (g, 0) ponton. Milyen lokalis
tulajdonsdga van az implicit médon adott x — y(x) fiiggvénynek a (g, 0) pontban?

IVSY | Igazoljuk hogy az y?zx + y® = 1 egyenlet egy = + y(x) fiiggvénykapcsolatot hatdroz meg az
xo = 0 pont egy kornyezetében! Szamoljuk ki 3/(0) értékét!

) fiiggvénykapcsolatot

VA | Igazoljuk hogy az xy — 2e*7Y —2z + ¢* = 0 egyenlet egy (z,y) — 2(x,y
1,1) és 2, (1,1) értékét!

hatéroz meg az (zg,yo) = (1,1) pont egy kornyezetében! Szémoljuk ki 2/ (1,

VIGY | Tekintsiik az F = R3, F' = R? halmazok szorzatin értelmezett

(22 + 92+ 22+ 1)uv2>

FiEXF=R ((,9,2),(u,v)) = ( (a* + y* + 3)uboe

fiiggvényt, ahol ¢ € R paraméter. Legyen a = (1,2,3) € E és b = (4,5) € F. Mely ¢ paraméterek
esetén létezik olyan ¢ : E — F fliggvény, mely az a pont egy kornyezetén van értelmezve, ¢(a) = b,
és minden = € Dom ¢ pontra f(z, ¢(x)) = f(a,b) teljesiil? Igazoljuk, hogy ezekben az esetekben

(D¢)(17273) = 1

1 24 —8c 192 —16c —24c
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VII® . Laplace-operétor polar- és gémbi-koordinatarendszerekben.
1. Legyen H = {(#,0) € R?| # <0}, G =R?\ H, és a poldrkoordindtazss legyen

P:RY x|-m7n[— G (r, ) = (rcosy, rsingp).

Mutassuk meg, hogy ha f € C?(G,R), akkor

AF= Ouaf +0pf =0T 0 P)+ 10 (F o P) 4 50,0(f o P)
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teljesiil, vagyis ha a G sikrészben az (r,¢) polarkoordinatdkat hasznaljuk az f € C?(G,R)
fliggvény megadasara, akkor

0?2 10 1 02

Al =lae o T e

f(r,¢).

2. Legyen H = {(2,0,2) € R*| 2 <0}, G =R3\ H, és a gdmbi koordinatdzas legyen
P:R* x]0,7[ x |-m,7[ = G (r,9, @) = (rsind cos o, rsin ¥ sin ¢, r cos ¥).
Mutassuk meg, hogy ha f € C?(G,R), akkor
Af = Opaf +0yyf +0:.2f =

O (foP)+ %ar(f o P)+ r% <8M(f o P) + (ctg 9)s(f o P) + ﬁaw(f 0 P)>

teljesiil, vagyis ha a G térrészben az (1,9, ¢) gémbi koordindtdkat hasznaljuk az f € C?(G,R)
fliggvény megaddasara, akkor

0?2 20 1(82 0 1 02

Af:|:87'2+r(‘9’]’+7"2 8192+Ctgﬂa’l9+sln27.96@2):| f(?"ﬂg,(ﬂ)

VIII® . Mutassuk meg, hogy a Laplace-egyenlet invaridns az inverziéra. Legyen ® € C2%(R3,R),
amit gombi koordindtarendszerben ®(r, ¥, ¢) alakban {runk fel. Igazoljuk, hogy ha A® = 0, akkor a

R_[(R?
U(r, 9, p) = ?fb (r,ﬁ‘, go) fliggvényre is teljesiil a AW = 0 egyenlet, tetszoleges R € R paraméter

mellett.
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