11. Szélséérték

1A . Mutassuk meg, hogy az
1. fz,y) = /1 — a2 — y? fiiggvény P = (0, 0) bazisponti méasodfoki Taylor-polinomja a h = (a, b)
helyen
a® + b2
Tzf,P(h) =1- B )

2. flz,y,2) = % fiiggvény P = (1,1, 1) béazisponti mésodfoki Taylor-polinomja a h = (a, b, c)

helyen
T3f,P(h) =1+ (a+b—c)+ (ab—ac—bc+c?).

IS . Keressiik meg az aldbbi R? — R fiiggvények lokélis szélséértékeit (ahol k € R).

flz,y) = (x — 2y) Sl glx,y) = (1+eY)cosz —yeY h(z,y) = ka? +ay+y*> + 3z — 3y

II* . Keressiik meg az f fiiggvény szélsGértékeit a T halmazon, ahol
L flay)=2*+yy*+o+yéT={(z,y) eR|0<2<1, 0<y<1—a};

2. f(z,y,2) =sinz +siny +sinz — sin(z 4+ y + 2) és T = [0, 7]°;
@ 22 2 2
3. flz,y,2) = ——i———i———i-?valamelya b € Rt paraméterre és T = RT x RT x RT;
€z Yy
f( z,y)=a’y2—a—y) & T={(z,y) €R* 0< 2, 0<y, 2+y<6};
(z

Cf@y)=(y+2e -4+ (e +y)?ésT={(x,y) eR|0<z, 0<y, +y <1}

IVA . Keressiik meg az aldbbi fiiggvények lokalis széls6értékeit a megadott feltételek mellett.
1. Legyen f(z,y,2) = 2yz, az 2% + y?> + 22 = 1 és  + y + z = 0 feltétel mellett.
2. Legyen f(x,y,2) =ay +yz, az 2% +y?> =2, y+ 2 = 2 és az x,y, z > 0 feltétel mellett.

n n

1
3. Legyen n € N\ {0}, a € RT és f(x1,22,...,2,) = Z— a T =aés az x1,...,0, > 0

=1 Tk 5
feltétellel.

1 1
V&Y | Legyen p, q € Rt olyan szam, melyekre — 4+ — = 1 teljesiil. Bizonyftsuk be, hogy minden n € N,
p q

ai,...,an,b1,...,b, € RT esetén

Z apby < (Z ai) (Z bZ) (Holder-egyenlbtlenséq)
k=1 k=1 k=1

teljestl, oly médon, hogy az
n a
(Z bZ)
k=1

fliggvény szélséértékét keressiik a Z aib, = A feltétel mellett, ahol A € RT paraméter.
k=1

=

f:R®H"x RYH™ - R ((aty...yan), (b1,... by (Zak>
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VI®Y . Legyen n € N\ {0,1}, valamint legyen x,y € R", ahol x = (z1,...,2,) 68y = (Y1,---, Yn)-
Definidljuk a ¢ = (1,...,1) € R™ vektort, és tegyiik fel, hogy a ¢ és az x vektor linedrisan fiiggetlen.
Igazoljuk, hogy a

n

Q:R*=R  (a,8) =Y (azi+B—u)

i=1

() (54) - (5 (5]

fiiggvénynek az

) () B

(£4)- ()

pontban van lokélis minimuma, amit az

_al {ey) — (z,9) (. @) By = =1 llall* (y. @) = (. a) (. y)
lall* 2| = (2, ¢)* lall* 2| = (2, ¢)*

alakban is felirhatunk a skalaris szorzas segitségével.
VIIA . Legyen m € N\ {0}, (Ex)r=1,...m € (RT)" tetsz6leges rendszer, és legyen tovabba E, N € R*
olyan, hogy

E
min Fy < — < max FE
1<k<m k N  1<k<m k

teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy létezik egyetlen olyan 8 € RT, hogy

n
>
k=1

E pr—

N - n
ye o
k=1

teljesiil, és ha minden k = 1,...,n esetén
efﬁEk

ng=N——i,
Yo
k=1

akkor (7ig)k=1,..n € (RT)™ az egyetlen olyan pont, ahol az
S:(RT)™ - R (nl,...,nm)Hanlognk
k=1

fiiggvénynek lokalis maximuma van, igy ez egyben globalis maximum is, a
m m
> mg=N é > mE,=E
k=1 k=1
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feltételek mellett.

(Ezek alapjén egy olyan fizikai rendszerben, mely N darab részecskét tartalmaz, m darab energia-
szinttel rendelkezik és E az Osszenergidja, a részecskék eloszlasanak az entropidja maximalizalhato, és
ezt a maximumot épp a feladatban megadott esetben veszi fel.)

VIII®Y . Tegyiik fel, hogy egy edény 10 ml kénsavat tartalmaz kezdetben. Rendelkezésiinkre all 1 1
viz, hogy csokkentsiik a kénsav mennyiségét oly mddon, hogy valamennyi vizet ontlink az edénybe,
az teljesen elkeveredik a kénsavval, majd kiontés utan marad mindig 10 ml folyadék az edényben, és
ezt a 1épést ismételhetjiik addig, amig a rendelkezésiinkre all6 1 1 viz el nem fogy. Mennyi kénsav fog
biztosan maradni az edényben, akdrmilyen médon is hasznaljuk fel az 1 1 vizet?

IXH | Legyen a € R és

1
f RxR—-R (z,y) — §y4 — cos (ac2) + ax?y? — xy® — 23y

1. Mutassuk meg, hogy a (Df)(x,y) = 0 egyenletbél (z,y) = (0, 0) kovetkezik.
2. Igazoljuk, hogy (D?f£)(0,0) =0 és (D3f)(0,0) = 0.
3. Mutassuk meg, hogy az A = (D*f)(0,0) 4-lineéris leképezésre

A(($7y)7 (l’, y)7 (.’L’,y), (xay)) = $4 + y4 + 2a$2y2 - 2$3y - 2373/3

teljesiil.
4. Mutassuk meg, hogy ha a € R*, akkor az f fiiggvénynek lokalis minimuma van a (0,0) pontban.
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