12. Tobbes integralok

1A . Hatérozzuk meg az alabbi integralok értékét az integralds sorrendjének a felcserélésével!

1 1
1. / /2 ycos(z?) dz dy 2. / / V14+y? dy de,
0 Jy3 0 Jyzx

1,1 1,1
3. / / ye‘“ﬂdx dy 4. / / ysin(z?)dz dy
0 Jy2? 0 Jy2
IIGY | Legyen f : R? — R folytonos, korlatos fiiggvény. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét!

1. /_Ol/omf(x,y)dy dm+/01/01_xf($7y)dy dz

V2 pa? 2 2 4 pd—z
2. / / flz,y)dy dw+/ / flz,y)dy dw+/ / flz,y)dy dz
0 0 V2J0 2 Jo
V2 pa? 4 2
3. / / f(ﬂc,y)dyder/ / f(z,y)dy dz
0 0 Vv2Jo
IIT1A . Adott T C R? halmaz és f : T — R folytonos, korlatos fiiggvény esetén szamoljuk ki a

/I
T
integralt!

1. Legyen T = {(x,y) ER? | (x—1)24+y*>1, (x —2)%+¢? §4} és f(x,y) = xy.
2

1
2. AT halmazazx = 2,y = z és az y = — gorbék altal hatarolt korldtos tartomény és f(x,y)
x

1
3. Legyen T = {(x,y) eER? |22 +42 < 1/2} és fx,y) = ——.
V1—22 -2

_yz_

IV. Hatdrozzuk meg az aldbbi V' C R?® halmazok térfogatét!

1% . Legyen V az 22 +y? = 1 egyenlet(i hengernek a z = 0 és az z = 2 — x — y egyenletii sikok kozé
es0 része.

24 | Legyen V az a gémbhéjcikk, melyet a gdmbi koordinatdkkal adott » = 1 és r = 2 sugart
gémbok és a 9 = w/4 és a ¥ = 7/3 sikok hatdrolnak.

3GY | Legyen V az = /22 + 92 ésa z = 6 — 2 — 32 feliiletek kozé es6 rész.

41 | Legyen V az R € Rt kozépsugarti és r € |0, R[ gyfirtisugari térusz.

59 . Legyen R€ RT és V = {(z,y,2) € R®|2® + 3> < R, y* + 2° < R*}.

6" . Legyen Re R és V = {(z,y,2) € R¥|2? +y> < R?, y? + 22 < R?, 2 + 22 < R?}.

7% . Legyen V = {(z,y,2) € R3| 522 + 5y® + 10z% 4 6zy — 4yz — daz < 1}.

V. Adott T C R3 halmaz és f : T — R folytonos, korldtos fiiggvény esetén szamoljuk ki a
K
T
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integralt!
1% . LegyenT a z = a2y, y = x, v = 1 és a z = 0 egyenletek 4ltal meghatarozott korlatos tartomany,
és f(x,y,2) = xy?2>.
24 . Legyen T a z = /22 + 42 és a z = 1 feliiletekkel hatdrolt korldtos tartomany és f(z,y,z) =
$2 + 2
v/ y2.
39Y Legyen Tax >0,y >0, 2> 0 és az 22 + % + 2% < 1 egyenlStlenségekkel adott tartomany
és f(z,y,2) = zyz.
Y. Legyen T a z > 2 és a z < 3 — y/x2 + y? egyenlétlenségekkel adott tartomény és f(z,y,z) =
2z.

VIH | Tegyiik fel, hogy a Fold egy végtelen kiterjedésti d vastagsigi korong, melynek stirisége
p = 5500 3 k . Mekkora d esetén tapasztaljuk kozel a Foldhoz az a = 9,81 2 &2 gravitdcids gyorsuldst?
Utmutatas. A korong legyen a
V={(z,y,2) €R* | h<z< h+d}

tartomény, és az m tomegi test legyen az origéban. Ekkor a testre haté gravitaciés gyorsulas

h+d oo 27
ma = // Gmprzd depdrdz=2rdGmp.
(r2 4 22
Vagyis
a
d= ~ 4256 km.
21 pG o

VIIY . Az Euler-féle gamma-fiigguényt az a > 0 paraméter esetén a

F(a)z/ u et qu
0

képlettel definidlhatjuk.
1. Igazoljuk az (u,v) = (st, s(1 —t)) helyettesitéssel, hogy 0 < a, b esetén

00 00 o 1
_ /‘/uail’l}bilei(uJﬂu)dudU _ (/ Saerlest) . (/ ta71(1 7t)b71 dt>
0 0
0 0

teljestiil. A 0 < a, b esetben bevezetjiik az Fuler-féle béta-figguényt
B(a,b) = /1t“_1(1 — 1) tat,
0
melyre nyilvanvaléan teljesiilnek a
B(a,b) = B(b,a), B(a,b) = ——=

azonossagok.
2. Igazoljuk, hogy —1 < a,b esetén

2 1 1 b+1
/0 sin“mcosbxdx=23<a; ,—;)

teljesiil. (Hasznaljuk a ¢t = sin® z helyettesitést!)
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VIII® . Polér- és gdmbi koordinatak.
1. Igazoljuk, hogy a
Q= {(z,0) e R?| z <0}

halmaz nullmértéki, valamint a
P:RY x|-m,a[ = R*\Q (r,) = (rcosp,rsing)

leképezés diffeomorfizmus . (Tehdt a sfkon haszndlhatjuk a poldrkoordindtdkat, hiszen egy
nullmértéki halmaz kivételével lefedik a sikot.)

2. Igazoljuk, hogy a
Q={(z,0,2) eR*| z <0}

halmaz nullmértéki, valamint a
P:RY x]0,7] x |—m,7[ = R*\ Q (r,9, ) — (rsindcos g, rsindsin ¢, r cos V)

leképezés diffeomorfizmus. (Tehét a térben haszndlhatjuk a gémbi koordindtdkat, hiszen egy
nullmértékli halmaz kivételével lefedik a teret.)

IXY . Legyen n € N\ {0,1}, R € RY,

0:L‘27..., GR”

{.Zl,..., G]Rn il‘fSR},
i=1

{.Tl,..

=10

., xp) € R" Zx§<R}\Dn,
10, B |-, 7] x ]0, "~

és legyen
P:H,— G, (ryoq,...,0n—1)— P(ryag,...,an_1),

ahol a P(r,aq,...,an_1) vektor k-adik (k € {1,...,n}) komponense

n—1
rsin o Hsinozi ha k=1,
i=2
n—1
(P(r,a1, ., 1)) = T COS (/1 llsmai ha k=2,
.
T COS (Vf—1 H sina; ha 2 <k <n,
i=k
T COS Qtyp—1 ha k=n.

Igazoljuk, hogy a G,, halmaz nyilt.

Igazoljuk, hogy a D,, halmaz és az S,, \ G,, halmaz nulla mértékii.

Igazoljuk, hogy Dom P = H,,, Ran P = G,, és P injektiv. (Tehdt P bijekcid.)
Igazoljuk, hogy P és P~! folytonos. (Tehat P homeomorfizmus.)

= =

Egy leképezés diffeomorfizmus, ha bijekcid, differencidlhaté, és az inverze is differencidlhaté.
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12.

. Igazoljuk, hogy P és P! differencidlhaté. (Tehdt P diffeomorfizmus.)

6. Igazoljuk, hogy P Jacobi-determindnsa az (r, a1, ...,a,—1) € H, pontban

Jryag,...,ap_1) =1"" 1l_Ism .

T
In:/ sin"z dz.
0

Igazoljuk, hogy Iy = 7, I; = 2 és minden n € N\ {0} elemre

. Minden n € N esetén legyen

b

In+2 n+1 , s
I, n+2 e -1t n
. Igazoljuk, hogy
R =« T 27 M
Q4
J(r,at,...,an—1) dog dag...dap—1 dr= : )nq
— 2(2m) 2 R"
0 0 0 _ Sl A
n—2 1-3.....
2

(Tehét az n dimenziés R sugaru gomb térfogatéra

(2m)z R™

——————  ha n péaros
V=g St
2(2w) = R"
M, ha n paratlan.
1-3.----nm
teljesiil.)
. Igazoljuk az
AT R? w2 R* 872 R°
Vi(R) = 2R, Va(R) = nR?, V3(R) = —3 Vi(R) = — Vs(R) = T

egyenléségeket, tovabbd mutassuk meg, hogy az V,,(1) sorozatra

8
sup V(1) = Va(1) = % ~ 5,264 65 lim V(1) =
TLEN\{O} n— oo

teljestl.
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ha n péros

ha n pératlan.




