Egyenletes konvergencia

I . Legyen A C R, és minden n € N esetén legyen f, € C(A,R) olyan fiiggvény, hogy az
(fn)nen fiiggvénysorozat kvaziegyenletesen konvergéljon! az A halmazon az f = lim f, pontonkénti
n—oo

hatarfiiggvényhez. Mutassuk meg, hogy ekkor f € C(A,R).

" . Legyen A C R kompakt halmaz, és minden n € N esetén legyen f,, € C(A,R) olyan fiiggvény,
hogy a f = lim f, pontonkénti hatarfiggvényre f € C(A,R) teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor az
n—oo

(fn)nen fuggvénysorozat kviziegyenletesen konvergens az A halmazon.

I . Minden n € N\ {0} esetén legyen
n’x ha xE]O,%];

fniR—>R T 2n —n?z ha xe]%ﬂ;

n’n

0 ha z€R\J0,2].

Hatarozzuk meg az (fy)nem fo} filggvénysorozat f = lim f, hatarfiiggvényét, valamint bizonyitsuk
n—oo

be, hogy az (fn)nen (o} filggvénysorozat nem egyenletesen konvergens, de kvaziegyeneltesen konver-
gens.

IVA . Legyen a,b € R, a < b, és minden n € N esetén legyen f, : [a,b] — R olyan monoton fiiggvény,

melyre a Z |fn(a)] és a Z | frn(b)] sor konvergens. Igazoljuk, hogy ekkor a Z fn fliggvénysor

neN neN neN
abszolut- és egyenletesen konvergens.

o0
VH | Legyen a: N\ {0} — R olyan sorozat, melyre Z a,, konvergens. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a
n=1
Z a—z fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a [0, oo[ halmazon.
neN\{0}

VI*H | Legyen (f,)nen az F(R,[0,1]) halmazban haladé monoton fiiggvények sorozata. Igazoljuk,
hogy az (fn)nen fliggvénysorozatbdl kivalaszthaté pontonként konvergens részsorozat.

VIIY | (Dini-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és (f,,)nen olyan C(M,R) halmazban haladé
sorozat, amelyre minden x € M elemre sup f,,(z) < co és minden n € N elemre f,(x) < fro+1(z).
neN
Igazoljuk, hogy ekkor az ( f,,)nen fliggvénysorozat pontonkent konvergens az M halmazon, ésa lim f,
n—oo
hatérfiiggvény akkor és csak akkor folytonos, ha az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens
az M halmazon.

Gy . Gyakorlé feladat; A Alapfeladat; ™ : Haladé feladat.
LAzt mondjuk, hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat kvdziegyenletesen konvergens az A halmazon, ha létezik az f =

lim f, pontonkénti hatarfiiggvény az A halmazon, és minden ¢ € Rt és N € N esetén létezik véges sok N <
n— o0

ni,...,ni € N szdm, hogy minden = € A elemre valamely n; € {n1,...,ng} szémra |f(z) — fn,(x)| < € teljesiil.
Vagyis az (fn)nen fliggvénysorozat kvaziegyenletesen konvergens az A halmazon, ha az f = lim f, fliggvényre
n—o0

(AcDomf) A ((Ye € RY)(YN € N)Ek € N)3p : k = NN, 00 (Vo € A)(3i € k) (|£(2) = fo(iy (@)] < 2))

teljestil.

Analizis 2, matematikusoknak, Andai Attila



VI . Mutassuk meg, hogy a (CP(R,K), ||-||

) térben Co (R, K)" megegyezik a végtelenben elt{ing?
folytonos R — K fliggvények halmazaval.

sup

IX4 . Minden n € N esetén legyen f,, € C(R,R). Mutassuk meg, hogy az (f,)nen fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergens a (Q halmazon, akkor egyenletesen konvergens az egész R halmazon is.

XA | Legyen f € C(]0,1],R), valamint minden n € N esetén legyen

1 - T+ k
n 0,1 R —_ .
fn:[0,1] = an—i-lkZ_(Jf(n—Fl)

Hatérozzuk meg a lim f, pontokénti hatarfiiggvényt, és mutassuk meg, hogy az (f,,)nen egyenletesen
n—oo

konvergdal a pontokénti hatarfliggvényhez.

o0
XIS . Legyen I C R, és minden n € N esetén legyen f,, € C(I,R) olyan, melyre a Z fn fuggvénysor
n=1
egyenletesen konvergens az I halmazon. Igazoljuk, hogy ekkor az (f,)nen fliggvénysorozat egyenlete-
sen konvergens.

XIT**H | Legyen I C R, és minden n € N esetén legyen f,, € C(I,R). Mutassuk meg, hogy a Z | frl

n=1
[e%S)

fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens a I halmazon, ha a Z fn figgvénysor minden

n=1
atrendezettje egyenletesen konvergens a I halmazon.

XIIH . Mutassuk meg, hogy minden n, k € N természetes szamra

1
k!
ny.k — (_1\k
/0 2" log"x dx = (1) 0T )t
teljesiil, vagyis specialisan minden n € N esetén
1 !
n!
-zl " =

Majd ezek alapjan igazoljuk, hogy

/1 1 1 |
2 ogr=S" L
0 z® n=1nn

teljesiil.

LCh(R,K) = {f € C(R,K)| supp f kompakt halmaz}, ahol supp f = {x € R| f(z) # 0}.
2Az f : R — K fiiggvény végtelenben eltiing, ha minden € € Rt esetén létezik olyan K C R kompakt halmaz, hogy
minden z € (R\ K) elemre |f(z)| < e.

Analizis 2, matematikusoknak, Andai Attila



