Analizis 2, 2013/14 1I. félév, vizsgatematika

A vizsga szébeli, mindenki két tételt kap az aldbbiakbdl; az elsét részletesen kell ismertetni, a méasodikbdl
csak a definicidkat illetve a legfontosabb tételeket kell elmondani. A tétel utan 4allé bekeretezett tétel (vagy
tételek koziil az egyik) bizonyitdsa sziikséges a sikeres vizsgdhoz.

Nem kell tudni a feltételes szélséérték jellemzésérol szolo tétel, a Stokes-tétel és a Gauss—Osztrogradszkij-
tétel bizonyitdsat.

1. A Riemann-integralhatdésag kritériumai.
Az integrélfiiggvény definicidja és tulajdonsagai. ‘

Oszcillacids 6sszeg. A Riemann-integralhaté fiiggvények algebrat alkotnak. Newton—Leibniz-tétel. Lebesgue-
tétel. Improprius integral.

2. Metrikus terek alapfogalmai.

‘ Baire-féle kategoriatétel metrikus téren. ‘

Metrikus tér. Adott pont koriili adott sugard nyilt gombi kornyezet metrikus térben. Nyilt halmaz, zart
halmaz, halmaz belsd, torlédasi és izoldlt pontja metrikus térben. Halmaz belseje és lezartja. Sorozatok
konvergencidja metrikus terekben. Adott halmaz torlédasi pontjainak és zartsaganak jellemzése sorozatokkal.
Cauchy-sorozat és a teljes metrikus tér fogalma.

3. Sorozatok metrikus térben.

‘ Cantor-féle kozosrésztétel. ‘

Kompakt halmazok metrikus terekben. Kompakt halmazok tulajdonsagai. Lebesgue-lemma, Bolzano—
Weierstrass-tétel (kompakt halmaz sorozatokkal valé jellemzése). Metrikdk ekvivalencidja. Heine—Borel
tétel (R™, d, ) kompakt részhalmazairdl.

4. Fiiggvények metrikus tereken.
Metrikus terek kozott haté fiiggvények hatérértéke, a lim mfivelet. Atviteli elv hatarértékre. Fiiggvény
pontbeli folytonossaga és folytonossaga. Homeomorfizmus fogalma. Atviteli elv folytonossdgra. A

folytonossédg topologikus jellemzése. Weierstrass-tétel (kompakt halmazon értelmezett valés értéki folytonos
fiiggvényrél). Egyenletesen folytonos fiiggvények metrikus terek kozott.

5. Normédlt terek
‘ Véges dimenzids vektortéren barmely két norma ekvivalens. ‘

Normalt tér fogalma. Nyilt, zart, kompkat és korlatos halmazok normalt terekben. Sorozatok hatarértéke
és a hatarérték tulajdonsdgai normélt terekben. Banach-tér. Sorok normalt terekben. Abszolit konvergens
sorok. Az R™ tér normai: (R™,]-||,) (p € [1,00]) és ezek ekvivalencidja. Az If tér (p € [1,00]). Normdk
ekvivalencidja. Kontrakcidk és a Banach-féle fixponttétel.

6. Linedris és multilinearis leképezések.

‘Az operatornorma tulajdonsigai, az ((Z(E, E), ||-||) tér tulajdonsigai. ‘

Normélt terek kozott hatéd linedris leképezés folytonossdga, normdja (operdtornorma). (E normélt illetve
Banach-tér). Normélt terek kozott haté multilinedris leképezés fogalma, folytonossdga, norméja. Pozitiv,
pozitiv definit, negativ, negativ definit és indefinit multilinearis leképezés. Multilinedris leképezés tipusai:
(szigorian) pozitiv/negativ (definit), (anti)szimmetrikus. Carl-Neumann-sor.

7. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor.

Weierstrass-tétel (fliggvénysorok egyenletes konvergencigjérol). ‘

A pontonkénti hatarfliggvény, illetve a pontonkénti dsszegfiiggvény. Filiggvénysor abszolit illetve normalis
konvergencidja. Fliggvénysorozat és fliggvénysor egyenletes és lokdlisan egyenletes konvergencidja. A
(CP(M, V), ||'|lop) fiiggvénytér. Hatvanysorok, Cauchy-Hadamard-tétel és Abel-tétel. Diagonalizdlhaté
linedris leképezés fiiggvénye.



8. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor integraldsa/derivaldsa és approximacio.

‘ Stone-Weierstrass-tétel (fliggvényalgebra siir(iségérdl). ‘

Fliggvénysorozat és fiiggvénysor tagonkénti derivalhatosaga és integralhatdosaga. Intervallumon értélmezett
normalt térbe érkezo fliggvény approximaciéja Bernstein-polinomokkal. Stone-tétel.

9. Differencialszamitds alapfogalmai.
‘ Fliggvények 6sszegének, szorzatanak és kompozicigjanak derivaltja. ‘

Normalt terek kozott hato fiiggvény pontbeli differencidlhatosaga, differencialhatésaga, derivaltja. Fliggvény
derivaltjanak az egyértelmiisége. Normalt terek kozott hatd fiiggvény pontbeli irdnymenti derivaltja.
Fiiggvény parcidlis derivaltja. Az R™ — R™ tipusu differencidlhaté fiiggvények Jacobi-méatrixa és Jacobi-
determinéansa.

10. Differencialhatésag.
‘ Véges novekmények formulaja.

Fiiggvény gradiense, divergencidja, rotacidja. Nabla-szimbdélum és Laplace-operator. Kapcsolat a folytonos
differencidlhatosag és a folytonos parcialis derivéaltak 1étezése kozott.

11. Inverz- és implicitfiiggvény-tétel.
‘Inverzfiiggvény—tétel. vagy | Fliggvénysorozat tagonkénti differencidlhatésaga.

Az implicitfiiggvény. Implicitfiiggvény-tétel.

12. Tobbszoros differencialhatésag.
‘ Taylor-sorfejtés.

Normalt terek kozott hatd fliggvény n-szeres differencidlhatésdga és m-edik derivaltja.  Young-tétel.
Infinitezimélis Taylor-formula

13. Széls6érték.
‘ Fiiggvény lokalis széls6értékének jellemzése a fliggvény derivéltjaival.

Filiggvény lokdlis maximuma, minimuma, szigori lokalis maximuma és minimuma. Fiiggvény lokalis
maximuma és minimuma adott feltétel mellett. A feltételes szélsGérték létezésének sziikséges feltétele.
Lagrange-multiplikator.

14. Fourier-sorfejtés.
A kétszer folytonosan differencidlhaté periodikus fiiggvények Fourier-sorarol. ‘

Trigonometrikus fliggvények és stirtiségiik a folytonos, periodikus fliggvények terében. Folytonos fiiggvény
Fourier-egytitthatéi, és Fourier-sora. Integrélhaté fliggvény Fourier-egyiitthatéinak konvergencisja.

15. Dirichlet- és Fejér-tétel.
| Dirichlet-féle lokalizicids tétel. | vagy | Fejér tétele folytonos fiiggvény Fourier-sorardl. |

A Fourier-sor n-edik részletosszegének eldéllitasa a Dirichlet-féle magfiiggvénnyel. Cesdro-osszegezhetd sorok.
Fejér-féle magfiiggvény.

16. Integraltételek. Helyettesitéses integralds, Jacobi-determindns a polar és a gombi koordinatarendszer esetén.
Vonalmenti, feliileti, felszini és térfogati integral kiszamoldasanak médja. Gauss—Osztrogradszkij-tétel, Stokes-
tétel.



