1. Teljes indukcié és relaciok

A
Legyen A, B és C tetszbleges halmaz. Bizonyitsuk be az aldbbi azonossagokat.

1. AnN(B\C)=(ANnB)\(ANCQC)
2. (A\B)uB=AUB

3. (A\B)\C=(A\CO)\(B\C)

4. (A\B)xC=(AxC)\(BxC)

IIGY . Bizonyitsuk a halmazrendszerekre vonatkozé aldbbi Gsszefiiggéseket.

1. (ZLJIAi) N(UB)=UUnNs)

2 (Na)U(N &) =N AU
3.4\ (Ua) =Ny
1A\ (N4) = U4

IITA . Bizonyitsuk be az alabbi egyenldségeket.
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Legyen a1,d € R és tekintsiik az a, = a1 + (n — 1)d képlettel megadott szdmtani sorozatot.
Bizonyitsuk be, hogy minden n € N szdmra

Zak = w = g(2a1+(n—1)d)

teljestl.
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Legyen ai,q € R és tekintsiik az a, = a;q"~! képlettel megadott mértani sorozatot. Bi-
zonyitsuk be, hogy minden n € N szdmra

n n—1

alg’ —1) ), ha ¢ #1;
D=9 -1
k=1 nai, ha ¢=1.

IVA . Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlStlenségeket.
1. Han e N\ {0,1} akkor

2. Han e N\ {0,1} akkor
(2n)! 4n

> .
(n)2 " n+1
3. Legyen ai,as,...,a, pozitiv valds szam, ahol n # 0. Igazoljuk a harmonikus, mértani és
szamtani kozép kozotti

" -1
. -1
min ap <n a <
1<k<n F = (Z k ) =
== k=1
egyenlGtlenséget.

Minden 0 < n € N esetén Z% < 2.

k=1
1 Binomialis kifejtés.
1. Legyen n,k € N, ahol k < n. Igazoljuk, hogy ekkor
1
n n n _ (" + .
k k+1 kE+1

2. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges a, b valds szamra és n természetes szamra

(a+b)" = Z (?) albn i,

n
1=0

VIA . Legyen R C X x X relacié. Bizonyitsuk be a kovetkezdket.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

—1
Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.

3.
-1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R Cidx.
5. Pontosan akkor teljesiil, hogy R~ o R = (), ha R = ().

VIIA . Az aldbbi reldcidk koziil melyik reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus, szimmetrikus, rendezés,
illetve ekvivalenciarelacié? Az ekvivalenciareldcidknal adjuk meg az ekvivalenciaosztalyokat és a fak-
torhalmazokat.
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L {(z,y) e RxR| 2% +¢* < 1}
2. {(xy)GRx]R|xy_1}
3. {((z1,11), (z2,92)) € R? x R?| Fc € R((w1 — w2 = 2¢) A (y1 — y2 = 3¢)) }

VIITA . Mutassuk meg, hogy a relacié kompoziciéja asszociativ miivelet. Vagyis minden R; C X x Y,
Ry CY x Z és Ry C Z x V reldciora

(R3o Ry)o Ry = Rzo(Ryo Ry)
teljesiil.

IX . Mutassuk meg, hogy egy haromelemii halmazon

a relaciok szama 512;

a reflexiv relacidk szama 64;

a szimmetrikus reldcidk szama 64;

az antiszimmetrikus reldcidk szama 216;

a tranzitiv reldcidk szdama 171;

a reflexiv és szimmetrikus relacidk szama 8;

a reflexiv és antiszimmetrikus relacidk szama 27;

a reflexiv és tranzitiv relacidk szama 29;

a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciok szama 8;

. a szimmetrikus és tranzitiv relaciék szama 15;

—_ =
220 0N ® O N

. az antiszimmetrikus és tranzitiv reldciok szama 152;

—_
[\

. a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus relacidk szdama 1;

—_
w

. a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciok szama b5;

—_
S

. a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldcidk széama 19;

—_
ot

. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv relaciok szama 8;

—
(=]

. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv reldcidk szdma 1.

>
o

. Legyen n € N\ {0}. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmazon
a relaciok szdma 2(”2);

a reflexiv relacidk széma 271
7L(71.+1)
a szimmetrikus reldciék szdma 2~ =
n(n 1)
az antiszimmetrikus relaciok szama 23 ;

a tranzitiv relacidk szama a szerzd ismerete szerint még megoldatlan probléma;

n(n 1)

a reflexiv és szimmetrikus relaciék szama 2 ;

i . . . [ n(n=1)
a reflexiv és antiszimmetrikus relacidk szama 3= =z

a reflexiv és tranzitiv relaciok szama a szerzo ismerete szerint még megoldatlan probléma;

© 0N > U W=

a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciok szama 2™;

=
=)

. a szimmetrikus és tranzitiv relaciok szama

=3 (3)7

ahol T'(k) a 13. alfeladatban van definidlva;
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11. az antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok szama a szerzé ismerete szerint még megoldatlan
probléma;

12. a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus relacidk szama 1;

13. a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciék szama T,,, ahol az T,, sorozatot a Tp =1, T3 =1
kezdeti értékekkel és n > 2 esetén a

n—1
n—1
-3 (")
k=0

rekurzioval definidlhatjuk;

14. a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok szama a szerzé ismerete szerint még megoldat-
lan probléma;

15. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv reldcidk szama 27;
16. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciék szama 1.
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