8. Hatarérték és folytonossag

A
Igazoljuk az alabbi hatdrértékeket!
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Keressiik meg az aldbbi hatarértékeket (ahol n € Z)!
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_ :
Legyen A =[-1,0]U (]0,1[NQ) U {3,4,5} és legyen

0 ha z<2ész¢Q,
z ha z<2ésxz€Q,
5 ha x=3,

8 ha x=4vagy z=>5.

f:A—=R T —

Mely pontokban folytonos az f fliggvény?
IVA | Tgazoljuk, hogy az idg -xq fiiggvény csak a 0 pontban folytonos.

V& . Mutassuk meg, hogy ha az f : |-1,1] — R fiiggvény folytonos a 0 pontban, és minden
A _ 2 .. 7 3
x €]-1,1] esetén f(x) = f(z?), akkor az f fiiggvény folytonos.

VI | Adott z € Q\ {0} esetén legyenek p, € Z és g, € N\ {0} azon egyértelmtien meghatérozott

szédmok, melyekre x = ==, valamint p, és ¢, relativ primek. Az
4z

(1)7 ha = ¢ Q\ {0},
o ha z€Q\ {0}

x

fR=>R z+—

fiiggvényt Dirichlet-fiiggvénynek nevezziik. Igazoljuk, hogy a A Dirichlet-fliggvénynek
1. minden pontban létezik jobb- illetve bal oldali hatarértéke;
2. a 0 helyen és minden irracionélis pontban folytonos;
3. minden a € Q\ {0} pontban szakaddsa van, gy, hogy 1(1121 f= lir_n I
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VII# . Bolzano-tétel kovetkezményei.

1.
2.

Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan fokszamu polinomnak van zérushelye.
Bizonyitsuk be, hogy ha f : [a,b] — R folytonos, és Ran f = [a, b], akkor 1étezik olyan zq € [a, ],
amelyre f(xg) = zo.

Mutassuk meg, hogy 1étezik olyan zg € [0, g], melyre zgsinzy =

Legyen n € N\ {0}, I C R intervallum, (x;)i=1,.., € I" és f € C(
olyan zy € I pont, melyre

f
4
I,R). Igazoljuk, hogy létezik

,,,,,

teljestl.
5. Legyen f € C([0,2],R). Mutassuk meg, hogy létezik olyan u,v € [0, 2], melyre
2)— f(0
v—u=1 és f(v)—f(u)zif()Qf()
A 1 1
VII® . Egyenletesen folytonos-e az f(x) = . g(x) = 2? és a h(z) = o2 figgvény a 10, 1],

[1,2] és a ]0, oo[ intervallumon?

IXSY | Legyen a € R és f € C([a, o[, R) olyan fiiggvény, melyre lim f € R. Igazoljuk, hogy ekkor f

egyenletesen folytonos az egész [a, oo[ halmazon.

XH
1.

Fliggvény konvexitésa és folytonossaga.
Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R konvex fiiggvény az I intervallumon. Mutassuk
meg, hogy ekkor az f fiiggvény folytonos.

. Legyen I C R intervallum és f : I — R folytonos fliggvény. Igazoljuk, hogy az f fiiggvény

pontosan akkor konvex, ha minden x1, 22 € I szamra

() < L oo

teljesiil.
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