2. Mérheto halmazok és fiiggvények

I. Az R Borel- és Lebesgue-mérhetd részhalmazai.
1. Mutassuk meg, hogy kontinuum sok nyilt részhalmaza van a valds szdmok halmazanak.
2. Mutassuk meg, hogy kontinuum sok Borel-halmaza van a valés szamok halmazanak.
3. Mutassuk meg, hogy a C' C [0, 1] Cantor-halmaz Lebesgue-mérhet6 és A(C) = 0 teljestil.
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. Mutassuk meg, hogy az R Lebesgue-mérheté halmazainak a halmaza ekvipotens a P(R) hal-
mazzal.

5. Mutassuk meg, hogy minden Borel-mérhet6 halmaz Lebesgue-mérheto.

II. Legyen (X, A) mértéktér, (M, d) metrikus tér és f : X — M fliggvény. Igazoljuk, hogy f pontosan
—1
akkor mérhet, ha minden U C M nyilt halmaz esetén f (U) € A teljesiil.

III. Legyen (X,.A) mértéktér, f: X — R fiiggvény. Igazoljuk, hogy az aldbbiak ekvivalensek.
i. Az f figgvény mérhetd.
ii. VeeR: {ze€ed| f(z)<c}e A
iii. Vee R: {z €Al f(x) >c} €A
iv.VeeR: {z €A f(z)<c}e A
v.VeeR: {z €Al flx) >cte A

IV. Legyen (X, A) mértéktér, f,g: X — R mérhetd figgvény és c € R.
1. Legyen Y = {z € X| f(z) < g(x) + ¢}. Igazoljuk, hogy

Y= {zeX|fla)<g}nfeeX|qg—c<g@)}.
q€Q

2. Igazoljuk, hogy f + g, cf és fg is mérhetd fiiggvények.
3. Igazoljuk, hogy ha ¢ : R — R Borel-mérhet6 fiiggvény, akkor ¢ o f is mérhetd.
4. Igazoljuk, hogy minden o € RT esetén ¢ : R — R, ¢(t) = [t|” Borel-mérhetd fiiggvény.
: frg 1f-g f+g |f—-y .
5. Taazoljuk, hogy |f], sup(/,g) = To? + L9 i ) = T2 W21 g up(r,0) 6
f— = —inf(f,0) is mérhetd fuiggvény.

V. Mutassuk meg, hogy ha (X, A, ) mértéktér és minden n € N esetén f,, : X — R mérhetd fiiggvény,
akkor {x € X| 3 lim fn(m)} e A
n—oo

VI. Igazoljuk, hogy ha az A C R halmazra A*(A) > 0 telejesiil, akkor minden e € [0, 1] szdmhoz
létezik olyan I C R intervallum, melyre A*(ANT) > e\(I).

VII. Legyen (X, A, 1) mértéktér. Mutassuk meg, hogy {A € A| u(A) = 0} o-gyfird.

VIII. Legyen A a [0,1] intervallum azon elemeinek a halmaza, melyek tizedestort alakjaban elébb
szerepel a 2 szdmjegy mint a 3. Igazoljuk, hogy A Lebesgue-mérheté halmaz és hatarozzuk meg a
Lebesgue-mértékét.

IX. Legyen X halmaz és A C P(X) o-algebra. A
v:A—=R A v(A)

halmazfiiggvény eldjeles mérték, ha
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i. v(0) = 0;
ii. és ha minden ¢ € N esetén A; € A és az (4;);en halmazrendszer paronként diszjunkt, akkor a
Z v(A;) sor konvergens, és
ieN
174 (U Az) = ZZ/(Al)
ieN ieN
teljestil.
1. Mutassuk meg, hogy ha v : A — R eldjeles mérték, akkor ha minden i € N esetén A; € A és az
(A;)ien halmazrendszer paronként diszjunkt, akkor a Z v(A;) sor abszolit konvergens.
ieN
2. Mutassuk meg, hogy ha vy,15 el6jeles mérték, és ¢ € R, akkor vy + vy illetve cry is el6jeles
mérték. (Vagyis az eléjeles mértékek vektorteret alkotnak.)
3. Jelélje M(X, A) az A — R eldjeles mértékek halmazat, és tekintsiik a

d: M(X,A) x M(X,A) > R (v1,v2) — min{iléal/l(A) — (A, 1}

fiiggvényt. Mutassuk meg, hogy (M (X, A),d) metrikus tér.
4. Mutassuk, hogy az (M (X, A),d) metrikus tér teljes.
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