3. Mértékbeni konvergencia

I. Minden n € N7 esetén legyen j(n), k(n) € N azn = 28" 4 j(n) és 0 < j(n) < 2 tulajdonsiggal
meghatarozott szam, és legyen
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Mutassuk meg, hogy az (fn)nen+ fliggvénysorozat mértékben konvergdl az azonosan nulla fiigg-
vényhez, de egyetlen pontban sem konvergens.

II. Legyen (X, A, u) mértéktér, £(X) := {f : X — R| f mérhetd} és tekintsiik az
dy : EX)xEX) =R (f,g)—~inf{e e RT| u([|f —g| >¢]) <&}

fuggvényt.
1. Mutassuk meg, hogy minden f, g € £(X) fiiggvényre

p(lf =9l > du(f,9))) < du(f, 9)

teljesiil.

2. Igazoljuk, hogy d,, félmetrika.

3. Igazoljuk, hogy minden f,g € £(X) fiiggvény esetén d,(f,g) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
f = g majdnem mindeniitt.

4. Mutassuk meg, hogy ha minden n € N esetén f, € E(X) és az (fn)nen fliggvénysorozat
mértékben konvergdl az f € £(X) fiiggvényhez, akkor lim d, (f,, f) =0.
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5. Mutassuk meg, hogy ha minden n € N esetén f, € £(X), f € £(X) és lim d, (fn,f) =0,
n— oo

akkor az (f,)nen fliggvénysorozat mértékben konvergil az f fliggvényhez.

III. Legyen (X, A, ) véges mértéktér, minden n € N esetén legyen f, : X — R mérhet6 fiiggvény és
legyen f: X — R is mérheté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az (fy), oy fliggvénysorozat pontosan
akkor konvergdl mértékben az f fiiggvényhez, ha az (f,), oy sorozat minden részsorozatanak létezik
olyan részsorozata, mely az f fliggvényhez konvergal majdnem mindentitt.

IV. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, minden n € N esetén legyen f,,, g, : X — R mérheté fiiggvény
és legyen f,g : X — R is mérheté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ha az (fn),cn €8 (9n)
fiiggvénysorozat mértékben konvergél az f és g fliggvényhez, akkor az (f, + gn)
mértékben konvergdl az f + g fliggvényhez.

neN

nen figgvénysorozat

3. hét, Analizis 3, matematikusoknak, 2014.09.16., Andai Attila.



