6. Korlatos valtozasu fliiggvények

I. Mutassuk meg, hogy ha az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhatd, akkor Lebesgue-

integralhato is, és ebben az esetben
b
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teljesiil, ahol A jeloli a Lebesgue-mértéket.

II. Mutassuk meg, hogy ha az f : [0,00[ — R fliggvénynek létezik az improprius integrélja a [0, oof
halmazon, akkor abbdl még nem kovetkezik, hogy f Lebesgue-integralhatd ugyanott.

III. Mutassuk meg, hogy ha az f : [0,00] — R fiiggvény abszolitértékének létezik az improprius
integralja a [0, co[ halmazon, akkor f Lebesgue-integralhaté ugyanott.

IV. Fliggvények teljes valtozasa.
Adott f : [a,b] — R fliggvény esetén legyen

n—1

Var(f,[a,b]) = sup {Z [f(zk) — flxps1)| | neN, VEe{l,....n—1} 12, < Tp_1,21 = @,y = b}
k=1

Hatarozzuk meg a

Var(exp, [0, 50]), Var(cos, [0, 47]), Var(idg —id3, [1,-1])

mennyiségeket.

V. Korlédtos véltozasu fiiggvények.
Legyen
BV([a,b],R) = {f : [a,0] = R| Var(f,[a,b]) <oc}.
1. Igazoljuk, hogy ha f € BV([a,b],R) és A € R, akkor
Var(Af, [a,b]) = |A| - Var(f, [a, b])

teljesiil, vagyis \f € BV([a, ], R).
2. Igazoljuk, hogy ha f,g € BV([a,b],R), akkor

Var(f + g, [a,b]) < Var(f,[a,b]) + Var(g, [a, b])

teljesiil, vagyis f + g € BV([a, ], R).
3. Igazoljuk, hogy ha f,g € BV([a,b],R), akkor fg € BV([a,D],R).
4. Legyen a < b < ¢ és f € BV([a,b],R). Mutassuk meg, hogy

Var(f, [a,c]) = Var(f, [a,b]) + Var(f, [b, ])

teljesil, vagyis f € BV([a, |, R).
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VI. Definidljuk az alabbi fiiggvényeket.

1
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Fi0,1] =R . xsm;, ha x # 0;
0, ha x =0,
ha z #0;

't
g:[0,1] - R A S
0, ha x =0,

Teljesiil-e az f € BV([0,1],R) vagy a g € BV([0,1],R) tartalmazds?
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