7. Lebesgue-Stieltjes-integral
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I. Szémoljuk ki az aldbbi /f(x)d)\g(x) alaki integrdlokat, ahol o, 8 € R, g : [a, 8] — R korldtos
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valtozasu fiiggvény és f : [a, 5] — R mérhetd fliggvény.
b 0, ha x=-1;
1. /xd)\gl(x) g1(z) = 1, ha ze]-1,2[; be[-1,3]
e -1, ha z€][2,3].

—1, ha ze€ |0,

1
2
1
2 0, ha =xe€ 2,;[;
2 [FaonE - :
0 2, ha x=

—2, ha ze€ ,2]

x+2, ha zel[-2-1];

T d Ag, () g3(w) = 2, ha z€]-1,0[;

w
|
“\w

2?2 +3, ha z€]0,2].

.TQ d )‘93 (x)

3+ 1dAg,(2)

8
o,
>
A}
—
5
~

@ az 6rdoglépcsé fliggvény.
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II. Tgazoljuk, hogy minden véges elGjeles mérték korlatos. (Vagyis ha (X, A) mérhetd tér és p: A — R
olyan el6jeles mérték, melyre minden A € A esetén pu(A) € R teljesiil, akkor 1étezik olyan K € RY,
hogy minden A € A halmazra |u(A)| < K teljesiil.)

IMI. Legyen X = NT, A = P(N*1), u a szdmlalé mérték a A halmazon és o € R*. Minden n € N*
esetén legyen

n~ % ha k<mn;
sp: X —>C k»—>{ 0. ha k>n

Mely p € [1, 0] paraméterek esetén lesz az n — s, sorozat konvergens az LP(X, 1) térben?

IV. Legyen X = NT, A = P(N*1), 1 a sz4mlalé mérték a A halmazon és 1 < p < ¢ < oo. Igazoljuk az
alabbiakat.
LP(X,p) C LI(X,p)  LYX,p) & LP(X, p)
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V. Legyen X = R, A az R Lebesgue-mérheté részhalmazai és A a Lebesgue-mérték. Igazoljuk az
aldbbiakat.

LYX,p) € L2(X,p)  LA(X,p) & LNX, p)

VI. Jelolje A a R Lebesgue-mérheto részhalmazain értelmezett Lebesgue-mértéket illetve minden a € R
esetén J, az a pontra koncentralt Dirac-mértéket. Szamoljuk ki az alabbi integralokat.
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