8. [P-terek és mértékek felbontasa

I. Legyen X = Nt A =P(NT) és p a sz4mlalé mérték a A halmazon.
1. Irjuk fel a Holder-egyenlStlenséget az (X, A, 1) mértéktérre.
2. Irjuk fel a Minkowski-egyenlétlenséget az (X, A, ) mértéktérre.

II. Legyen X = R és A a R Lebesgue-mérhet6 részhalmazainak a halmaza. Jelolje A a R Lebesgue-
mérhet6 részhalmazain értelmezett Lebesgue-mértéket illetve minden a € R esetén J, az a pontra
koncentrélt Dirac-mértéket, legyen tovabbd «, 5 € R paraméter. Tekintsikk az f : R - R, f(z) =
(x2 +2x+2) Xi-1,2](7) és a g : R = R, g(z) = xx[_1,2)(7) fliggvényt, tovabbd a pu = a) + Bdy
mértéket.

1. Mely p € [1, o0] esetén teljesiil az f € LP(X, u) tartalmazas?

2. Szémoljuk ki | f[|, értékét.

3. Szémoljuk ki a [|g + f]|, és [|g]|, értékeket, valamint frjuk fel ezen fiiggvényekre a Minkowski-
egyenlGtlenséget.
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4. Szdmoljuk ki a / |fg| d u mennyiséget és adott p paraméter esetén az — + — = 1 egyenletbél
R p q

kapott ¢ szdmra a [|g||, mennyiséget. Irjuk fel ezen fiiggvényekre a Holder-egyenl8tlenséget.

IIL. Legyen (X, A, 1) véges mértéktér. Igazoljuk, hogy minden 1 < r < p < oo paraméterre LP (X, u) C
L™ (X, ), valamint minden f € LP(X, u) fliggvényre

£l < w(X)" =% - I£1l,

teljestl.
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IV. Legyen (X, A, u) mértéktér és 1 < p,q,r olyan valds szamok, melyekre — + — = — teljesiil.
p q r
Igazoljuk, hogy ekkor minden f € LP(X,u) és g € LI(X, n) fiiggvényre

I£gll,. < 11, llgll,
teljestil, vagyis fg € L"(X, p).

V. Legyen X = R és A a R Lebesgue-mérhet6 részhalmazainak a halmaza. Jelolje A a R Lebesgue-
mérhet6 részhalmazain értelmezett Lebesgue-mértéket illetve minden a € R esetén d, az a pontra
koncentralt Dirac-mértéket, legyen tovabba a, 5 € R paraméter. Tekintsiik a uy3 = A + adg + Bd1 és
a o = A+ § mértéket.

1. Mely a, 8 paraméterek esetén teljesiil a u; << uo relacid?

2. Mely «, B paraméterek esetén teljestil a g L po relacié?

3. Adjuk meg a p; mérték 1 = pg + ps alaki felbontdséat, ahol p, << pg és ps L po teljestil.

8. hét, Analizis 3, matematikusoknak, 2014.10.31., Andai Attila.



