11. Cauchy-féle integralformula

1. Minden zy € C komplex szdmra és R € RT paraméterre legyen
720,R5[0,1]—>C tHZo—FReQﬂi,

A Cauchy-féle integralformula segitségével szamoljuk ki az alabbi kérintegralokat!

1 % ei?’ . ) j{ 1+ 2 4 5 }{ siniz d
. 219 z . p; ZCOS 2 z . —(271)(22+4) z
Y—i,1 70,2 Y2i,3
22+3 e™ —1] sin z
4. _ 5.  —— 6. _
% 2(z —2)3 d= f (z —1i)z d= 7{ z(z —1)? az
70,4 71,3 "/71,3

(Ijtmutatés: Hasznaljuk fel, hogy ha f : C — C olyan differencialhaté fliggvény, melyre Dom f konvex
és Ran~,, g C Dom f, akkor minden n € N szdmra és w € C\ Ran~y,, r paraméterre

R
27 (z — w)ntl N 0 ha |w—2z) >R
Yz0,R

teljesiil. )
II. Szamoljuk ki a kovetkezo korintegralokat, ahol csak a « szakszonként folytonosan differencidlhatéd

gorbe képét adtuk meg, azzal a konvencidval, hogy a v gorbe egyszer keriili meg a 0 pontot pozitiv
irdnyitdssal.
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|z—1|+|z+1|=4 |Re z|+|Im z|=1 max{|Re z|,|Im z|}=1

III. Cauchy integralformula kovetkezményei.
1. Igazoljuk az

/2’* 1 1 27
xTr =
o 1—2pcosz + p? 1—p?
egyenléséget, ahol p € ]0, 1[.
(Utmutatds: A z = e®1 helyettesitésel az integralt korintegrélld lehet transzformélni.)
2. Igazoljuk, hogy minden a € RT szdmra
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T gqp=2t
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/°° cosx d Te @
Pt ar=
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teljesil.

(Utmutatds: Mindkét esetben legyen R € ]a, 00| és integréljunk a
—R+4tR ha te[0,1],
Re™@=Di ha te[11]

~v:[0,1] = C tl—>{

gorbe mentén, majd vegyiik az R — oo hatdrértéket.)

11. hét, Analizis 3, matematikusoknak, 2014.11.21., Andai Attila.



3. Igazoljuk, hogy minden a,b € Rt paraméterre

/oo cos(ax) — cos(bx) d E(b —a)
0

xr =
22

teljesil.
(Utmutatds: Legyen r € |0, min(a,b)], R € Jmax(a,b), oo, és az

ei az __ ei bz
f(z) = 2
fliggvényt integraljuk a
r+4t(R —r) ha te[0,%],
Rem#t=1i ha te[i 1],
v:[0,1] = C t— -
—R+(4t—2)(R—r) ha te[i 3],
petrd-ti ha te [2,1]
gorbe mentén, majd vegyilk az R — co és r — 0 hatdrértékeket!)
4. Legyen p € ]0,1[, bizonyitsuk be az
/°° ePr T
dz= —
oo 14 €% sin pr
egyenlOséget.
(Utmutatds: Legyen R € |p, oo[ és integraljuk az
eP?
z) = 1+e?
fliggvényt a
~R+8LR ha te [0,5],
R+ (4t —1)27i ha te[3 L],
v:[0,1] = C t— ( ) [411 2|
R—2R(4t—2)+2mi ha te [}, 2],
—R+(1—-t)87i  ha te[},1]

gorbe mentén, majd vegyilk az R — co hatdrértéket!)
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