Analizis 3. Név:
1. pétzarthelyi dolgozat Neptun kod:
2014. 11. 13. 16.15-17.45

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. ha%

1. Adjon példét olyan X halmazra és A C P(X) o-gyflirlire, mely nem c-algebra.

2.Legyen A a [0, 1] intervallum azon elemeinek a halmaza, melynek tizedestort alakjdban el6bb
szerepel a 9-es szdmjegy mint a 7-es.
a) Mutassa meg, hogy az A halmaz Lebesgue-mérhet6.

b) Hatdrozza meg az A halmaz Lebesgue-mértékét.

3. Legyen f : R = R, f(x) = 22721 és E = [0, oo].
a) Mutassa meg, hogy az [-] : R — R egészrész fiiggvény mérhetd.
b) Mutassa meg, hogy az f fliggvény mérhets.

c) Igazolja, hogy az f fliggvény integralhaté az E halmazon, és szamolja ki az f fd Aintegral
E

értékét, ahol A jeloli a Lebesgue-mértéket.

4. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, minden n € IN esetén legyen f, : X — R mérhetd
fiiggvény és legyen f : X — R is mérhetd fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az (fu),cn
fiiggvénysorozat pontosan akkor konvergal mértékben az f fiiggvényhez, ha az (f,), . sorozat
minden részsorozatdnak létezik olyan részsorozata, mely az f fliggvényhez konvergal majdnem
mindentitt.

5. Minden 1 € N* esetén legyen

—|x|+2n+2
firR>R x> 2n
1, ha |x| > 2.

, ha |x] <2

A mértékbeni konvergencia definiciéja alapjan mutassa meg, hogy az (f,),n-+ fliggvénysorozat
a Lebesgue-mérték szerint tart a konstans 1 fiiggvényhez.

6. Minden n € IN esetén legyen

n
fi:R>R x|—>e‘2x-(1+£).

Szamolja ki a lim f fn d A hatdrértéket, ahol A jeloli a Lebesgue-mértéket.
n—oo 0

7. Legyen X nem tires halmaz, H € $(X) olyan halmazrendszer, melyre § € H teljesil és
p : H — [0, oo] olyan fiiggvény, melyre 1(0) = 0 teljestil.
a) Hogyan definidljuk a p* : P(X) — [0, oo] kiilsé mértéket?
b) Mikor mondjuk egy A C X halmazrél, hogy p-mérhets?
c) Jelolje S(u) a p-mérhet6 halmazok rendszerét. Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik az
S(u) halmazrendszer és a 1i*|s(,) halmazfliggvény?
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